Sur les polynomes multiplement monotones.

Par Serge Bernstein.

Nous disons qu’un polynome P(x) est monotone d’ordre & - 1 dans 'inter-
valle donné, lorsque toutes ses dérivées des h 4 1 ordres sont non négatives
dans l'intervalle considéré. !

Nous allons résoudre ici les deux problémes suivants:

1-er probléme. Délcrminer Voscillation minima dans Uintervalle (—1, +-1) |
d'un polynome Py (x) = 2" 4 pan—1--, . 4 p" monolone d’ordre h -1 dans cet !
intervalle. ;

2-¢me probleme. Ddéierminer Uoscillation minima, dans Uintervalle
(— 1, + 1) d'un polynome P, (x) de degré non supérieur @ n, monotone d'ordre
(h 4+ 1), si sa dérivée premiére recoit dans un point de cel intervalle la valeur 1.

Commengons par résoudre le premier probléme. Je dis que la forme
nécéssaire du polynome P, (z) que nous pouvons sans restreindre la généralité
supposer non nézatif dans D'intervalle (—1, 4-1) est

P.)=\ @=2lg(ds, . ... ..... ()
g
ou ¢ (2)>0 dans cet intervalle: _
En effet, si on avait PY(—1)>>0 pour une certaine valeur k<h, le
polynoms2
PP (—1) (@4 1)
0 (@) = P, (@) — Lo D@ L)

aurait également ses dérivées des (h-l-1) ordres non négatives dans l'inter-
valle (—1, -+ 1), car on a QY (.r)r:Pff) () pour + >k, et par conséquent,
O\ (), étant croissant, est positif pour # > — 1; donc, puisque @4 " (—1)>0,
07" (2) est également positif pour #>—1, et ainsi de suite.

Supposons pour fixer les idées m — h — 1 =2m pair. Alors ¢ (2) =u?(2)
est un polynome de degré n.

En etfet, si on avait

¢ () =5(2).q ()

ot q(z) ne posséde que des racines extérieures a l'intervaile (—1 1), on
pourrait diminuer la valeur de l'intégrale |

41
(1 — 2 (2) d ~




S

eu remplacant @ (¢) par la fonction également positive 2s(z), ol 2<gq (2}

dans notre intervalle. Mais s(z), étant de degré pair, ne saurait étre que de
la forme

s =A(z—a)P(z—a)P ... (— )2 (1 —22) . . . . (2)

ou bien
sley)=d(e—a;P ... (2—a)® . . . . . . . (3)
la constante A4 devant étre positive; or, pour la premiére forme cela n’est pas
possible & cause de la condition que le coefficient de la plus haute puissance

de z doit étre positif. La forme (3) est donc seule admissible.
Si m— h était pair, on trouverait pour s(z) la forme

Aie=apm (asa e Lly. 0 DuL @)

Par conséquent, nous sommes conduits & déterminer le minimum L de

I'intégrale 3
+1

5‘ (1—2)"u?(2)dz,

i

lorsque le coefficient de 2™ dans le polynome u (2) de degré m est égal i

/'n(n— 1)..(n—h)
e

Done u(z) est a un facteur constant prés le polynome de Jacobi de degré ne

=1 1 dam

Pm, h (x) == zm- m l (1 o .Z‘)h W" (1 iEa x)-m +h’(.1 -‘}_ x)m s e (5)‘
Ainsi
G 20 ! nm—1)...(n—h) : ;
Sl T e l/ h! L v+ o (6
et puisque
E2 i+ 1
— 2 P2 '3=—~-2 ,
L SRR s
donc T'oscillation minima cherchée
i Skl 2n . (m 1) nn—1)..(n—h) _ =
ez Lng n  [(n—1)..m—mE h! e
o [+ 212 . ,,
—2 e 1Im T~ o b (Ty

Pour =0, la formule (7) se réduit & la formule connue de Tchebyschef.
Dans le cas, ou le segment (— 1, 1) est remplacé par un intervalle
quelconque ,/, on a manifestement

0= (£ Zun = e 0ttt I

== (m—1)lEZm)ihl



-}

et e

Nous allons discuter les formules (7) et (8) pour = trés grand, en faisant
successivement les trois hypotheses: 1)% —> 1; 2) % —> a; 3) ﬁ —> 0, ou
n
G a1k

Remarquons auparavant que

Lm,._H_ (m4-h+41)2
10, — TR D [H’ (h+1>]

Done, pour !>1, Lmh augmente avec m, si m reste invariable, D’ailleurs, si m
étant fixe, » augmente indéfiniment depuis O, LY, crofit depuis la valeur
) (my?.

(2ml)? 2m!

Dans ce qui suit, nous supposons que m croit indéfiniment.

jusqu'a la valear asymptotique

1)%’—+ 1. En appliquant la formule de Stirling, on trouve

m h 2o+ 2h 41 s
Lm,h — 2h +1 : ( + ) 1 Vﬂf’n =

o ek
Don_c

log Ly~ (h=-1) log 2R log (1‘_]_,%) o, (1+ Mih )+

+1710gjrm=(h—{—-1) log 2+m———+ (7, Q(Tﬁi—m_)'{')"—

m2

m2 m2
(h—i—m 9(h+m)2+ )—]———logxmm (el e 2 T 2h. Zkpwm) : s

m3 m3 1
— logmm

+ g 6(h-—[—m)2+2

Tn supposant que dans le second membre on ait pris tous les terms qui ne ten-
dent pas vers 0, ainsi en admettant, par exemple, que%—+ 0, on aura l'ex-
pression asymptotique

Lyp~ P+ o=+ 5 Y am
et en tout cas

Lop=2+1e— 509V am, . . .. .. . (10)

3 m -
ou & tend vers O avec—ﬁ. De méme

B :
Lg3h=—_‘22 a+ l/.n:m e s oand s (LRSI

Done, pour 1>1, L34 eroit indéfiniment, tant que - 1. Au coniraire

pour 11, Lf,l,),,. tend wvers 0,



2) Soit e 0<a<1. Posons

h 2m —~+ R ‘
m——p’ E(m ——q ........ (11)
Alors (9) prend la forme :
3 1 2(!‘”—{»’!) i
LmlN e ﬂ' e e 8 R
2 LIOP(ZQ)Q] pq (12)

done

Lo~ (l)n .(_17),;._1 am_o (Al_)" ((L‘{;‘a‘_)ff)"_l /mm(13)
2] \2qp 2q 4 a =

Par conséquent, en posant
e (1+a) e

a/a

et en remarquant que, & croissant de 0 & 1, 4 croit depuis 1 jusqu'a 4, nous
trouvons que Ly, fend vers O tant que

4
= (15)
au contraire L(,f.),,. eroit indéfiniment, lorsque l>%. En particulier, pour
l:—j—, on @ LN% i il =
pq

Done, la grandeur mazima 1 du segment o Ioscillation peut tendre vers
0, augmente de 1 & 4, lorsque a diminue de 1 a 0. ‘
IT nous reste &4 examiner le dernier cas:

3)%—» 0, En supposant d’abord que A —>oco, nous pouvons appliquer la

formule (9). Alors

log Lup N(h-[—%) log%+(2m +2h+1) log (1_}_%) i
—(2m+h+é)log(2+%) +(h+1)10g2—l— log am =

m 2m2

_—_(h—{—%)log (zm——)log 5 - (2m—|—‘>h—[—1)[————|— ]

(2m+h ek )(Zm g}%—{—...)—l—%lognm

4m

; =
h+— ph(1 4 €)
Lm,),=(1%) Z—e——2‘2—m—V2.757n, s e e T .(16)

~<h—|—%)log 2m10g2+—10g27’m+h+

Done




; h :
ou ¢ tend vers 0, comme -, D’ot

B +3 ehli +©) |/— :
Lmh—2n+2m(h) . s 116 B

Ainsi Lﬁn);, tend vers O toutes les fois que !<C4. Le contraire a lieu natu-
rellement pour [>4; en particulier, pour =4, LD, est de . Vardre

Ikt l/_
= m ..
(2 m)
Si A reste fini, la conclusion énoncée subsiste qualitativement; mais la

formule (16) doit étre remplacée par
k41 ('}’)7, + h)Zm —+ 2k 41

L~ = hiet~ (2m+ Ry +h
7T h 2m 4 h hh+1 mh+1
T Rl (1 s 2m + h) e Wm - 17
et
1\n (‘2}?‘l)h+1 [\n ('I’b—— 1)h—}-1 .
*) Lo ok heli R RS b ] S
Lmh (4> Wl 2% (4) r S L bis)

Avant de passer au second probldme remarquons que la forme (2) corres-
pondrait au cas, ou le coefficient de 2» serait —1 au lieu de--1, et un calcul
semblable donnerait pour Poscillation minima L,,,h dans lintervalle (— 1, 4+ 1),
la formule

I én ml(m— D (m-Fh)(m-4h+1)!  m4h41
it (n— 1)1(2m)! h! = "

Tor e )

Comme on pouvait le prévoir Ly, et L, ne différeront sensiblement que
dans le cas, o %~ est grand vis-a vis de m.

2, Passons a présent & la solution du second probléme.

Démontrons d’abord que la forme nécessaire du polynome Pp(z) est encore
la méme:

x :
Pn(x):j (FemtPpleds, 5 000 e i)
]
ol (p(z) >0 dans lintervalle (—1,-1).En effet, il est évident que le point (),
ou P, (z) atteint la valeur 1, doit étre §=1, car c¢’est en ce point que Po(x)
est maximum, puisque o (x)>0. D’autre part, si @ (z) est un polynome de
degré non supérieur & # on doit avoir

TR bape anyte 0] T R S R SR

(en admettant, comme nous le pouvons, que Py(— 1)=@(—1)=0).
{ela étant, si le polynome cherché F,(x) n’avait pas toutes ses h pre-
miéres derivées nulles pour = — 1, on pourrait construire le polynome

: 55103



= 85 —

(x—[—l) ,, (-—1), qui aurait également ses

o Q)= (z + P(—1)F..+-——

dérivées von négatives avec R'(1 ):Pn(l), Mais & cause de (1Y), on doit avoir

P(1) — Q(1) .
R(1 :wP 1) n(l)a
i Pu(1) — Q'(1) .

donc P.(z) a la forme (1).
Je dis que ¢(2) =wu2(2) on hien @(z) = u2(z)(z-}+ 1), suivant que son degré
m—h—1 est pair ou impair.
En effet, il s’agit de rendre minimum !'intégrale
+1
| a—sroeras
—1
sous la condition que

=+ 1

P_;(l):S (l-—z)"‘%p(z)dz:%. ..... . (20)
=
Soit
£
j 2(1 — 2 —1s(2)d>
b=14 P s Soe AT

on aura (b|<(1, en supposant que s(z) est le produit de tous les facteurs
de ¢(2) qui correspondent aux :racines « de ¢(2) telles que —1 <a< 1.
En posant alors ¢(2) =s(#).¢(2), on pourra choisir une constante 1< 0 assez
petite pour que I'on ait dans I’intervalle (— 1, 1)

ey =g(2) +-Az=b)>0. . .. ... .. (22)

Si g(2) ne se réduit pas & une constante, le degré de g¢,(¢) na sera pas
supérieur & celui de ¢(2), et par conséquent le polynome

Q) = 5 (2 — 2)hs(2)qu(e)dz
|

sera de degré non supérieur & =, en satisfaisant, & cause de (21) &la condition

@(1)=nh ‘ (1 —2)* = 1s(2)q1(e)dz = Pi(1) .

v
— i



)

Or,
Q<1)=Pn(1)+7~j (1 — )z — Bys(a)dz = Pa(1) —
-1
ot 41
~—Z§ (z—1)(z—0)(1 —~z)"—1s(z)d5=Pﬂ(1)—2[j 221 — 2 —1s(2)de —
1 —1

41
—bJ‘ 2(1—2)— 1s(z)dz]<1’,,(1)
b
en vertu de la relation
pet ' ot +1
J 2(1 — z)""s(z)dz.jﬂ (L—2)t—1s(2) dz >U‘ 2(1—2)h— 1s(z)dz]2
- i

Donc q(z) est une constante, est notre affirmation est démontrée.
Pour fixer les idées, placons nous dans I'hypothése ol n—h—1= 2m
€st pair,
Nous devons done¢ minimer 1’intégrale
o

j (1 —2)2(2)dz,
—
scus la condition que
+1
Y (1—-—3)"“1-u2(z)d~=%, ....... (20 bis)

=it
oll u(s) est un polynome de degré m
u(z)=4d,+ 4,24 .+ 4ns".
On doit done avoir pour un choix convenable de la constante 2
+1
(1—2)—1(z— Du(z).2*dz =0 (k=0, 1,...m)
=11
Done, <! faut que
(z—).)u(z):Pm+1‘h_1(z) ..... o e (23)
soil le polynome de Jacobi de degré m-1 (& un facteur constant preés) qui
satisfait précisément aux conditions que

1
S (l—2)" =1 Puy1si(2) « *de=0 (k=0,1,..,m) . . .. (24)
i



Alors
T 1
(1 —&)'u2(2)de = &( (1 —2)(1—2)— ()=
Iy e :
+1 :
= = Z)Jﬁ (1 —2) —i()dz = 1/;7 . (25)

£
Done, le minimum -cherché L, sera réalisé, si A sera la plus grande
racine 2(,,]::}_'}) du polynome de Jacobi Elavepet, il 2]
Par conséquent escillation minima cherchée est donnée par la formule

h
o _ 1 — 254 1
n — h TR .

. (26)
En particulier, si k=1, le pslynome Py an—1(2) se réduit au polynome

de Legendre de degré m -1, et on a dans ce cas
Ln—::l—lm‘-}—], SELS e el 5 et Ot st .(27)

o0 Am 41 est la plus grande racine du polynome de Legendre.
Examinons ce dernier cas. L'équation de Legendre ne se résout d’une
fagon élémentaire que pour m <4 (c’est & dire pour 7<10). Ainsi on a

1 s
L2=1, L4:1—'—::§:0,423, L6:1—l/§$0225,
V3 5

e (

/ e [rm—

8. 2. /0 5, Bl
Li=1— —-I—_l/— 0 TR *Jr"“l/* 0,094.
g=1 ]/ = HS Y 50,188, Ly=1 V o T 5V = +0094.

_ Pour trouver la valeur asymptotique de L,, posons =1 —y; I’équation
de Legendre prend alrrs la forme hypergéométrique

28)

\

F(m-;—z,——(m—}-l), 1,%)::1—(772+1)(m+2)%+..—]—

. (m—+ k1)) Ak —
ie _’— (B1)2(m — /u+1).7(_ ?:) el

La plus petile racine de celte équation sera done la valewr cherchée de L,, on
n=2m -2, :
Par conséquent, pour » trés grand,

L= - :
5 L jmfry 20

ou lim @, =a est'la plus petite racine de l’équatidh de Bessel
m = 00

J(V26) = 1—g+%(g)z+...(T1!)§(—‘5)k+...:0. .80y

2
On trouve

\

TR RS e e LA S
a4 0,01 pres, ;



Sy e

~ Revenons an cas général. Le meéme changement de variables conduit
4 mettre le polynome de Jacobi sous le forme hypergéométrique

7 (wij_{»h—i—l,— PR 1 %) = '(171+1)§z7z£f—h'+1) %4}. s

: (m-+1)...om+2—k)(m+h+1). .(n+h+E)/ )\ o 1 X
SR B 1. i 1.5 ("E) Ao

Si y est la plus petite racine de cette équation, on a

s
e s i a0

En particulier, pour m =0, ¢’est & dire n="h + 1, on a la valeur évidente

TET eSS
Ln -'—k—i—l——”.-

Pour m=1 (n="h+3), on a
m—1)n—2)—V2(n—1)(n—2) [ n—2

n(n— 1) (k—3) =2|am—3)

2 i
——lﬁl/ﬂ;‘_‘? e e R R S T
n(n — 3) mw—1 0
On vérifie aisément d’une fagon - générale que, si m étant fixe, b croit

indéfiniment, I'équation hypergéométrique a pour limite
TAL -+ 1
(-

L(n,-—3) —9
n

; =03

donc dans ce cas également

2 :
JS}’Y)N;;- D e el LR . = T e e T e (35)'

Supposcns au contraire h fini et faisons croitre m indéfiniment. Alors en
posant

—;-(m—{—l)(m—{—h—]—l) y=4u S nstniasl L1608
nous voyons que « tend piur m—»co, vers la plus petite racine de ’équation
de Bessel :

»];,_1(2]/5)—_—0,
qui pour h =1 = 4 & 6 0 8 9 10
est 6gale & w,=41,444 3,671 591/10,146|14,38/19,28| 24,9 | 30,8 | 37,4 | 44,9
panr =i 2= 13 14 e & e =EE S PR = O
est égale & w, 52,9 60,8 | 69,7 | 79,2 | 89,3 100 | 111 | 123 | 139
Dcne pour h= | 2 3 4 5 G T 8 9 i0
limite de m2L{’=+2,89 8,67 | 4,39 | 5,09 |5,75|6,43| 7,1 | 7,7 |8,318,98
poar h=11 18 | 44 L ah L 15 a8l 10 1B L 10
limite de L% 4-9,56/10,13/10,72| 11,31 | 11,9{ 12,5 |13,06/18,67|14,21 -




-

EANE .

On apercoit que lim mnLl) =0, si m et h croissent tous les deux infi-
‘niment; c’est ce qui résulte du fait que si on pose u =th,
Ji—1(2/th)=0 ténd vers e—t—o, lorsque h—»>c, Ainsi le produit
(m 4 1)nLY qui pour m=0 est égal & 2 croft infiniment avec m; de méme,
si k croit de 0 & l'infini ce méme produit croit indéfiniment depuis la valeur *) 4.

Il est probable que dans tous les cas, pour = tres grand, on a

I'équation

ngL("')
2\h+18 R (37)

N

Donc, si k est de Vordre m, LY sera de Vordre de %

iy = = : h—1
Je me bornerai & prouver cette derniére atfirmation. Posons b
Considérons I'intégrale

'___—'(,{’

+1 -

M=J (1 — 2)%,(2)d>,

—1

- (3B

00 @y(2) est un polynome de degré 2m -1 non négatif et croissant.
En vertu d’un résultat connu **), on a dans tout intervalle

1 (m+eai-1)!m+a+42)!
PO <gmF TG Dt X - (39)

Or, nous pouvons mettre le polynome P,(z) sous la forme

z h—1 5
Pn(-x):.j‘ (x —2) gede, ., .. . .. (1
|
-0l ¢(z) est non négatif et croissant. Ainsi L est le minimum de I'intégrale
+1
| 1—2p=19, (0

o

-1

(Y

-30us la condition que
+1

1
— =2y (N > = &
51(1 z2) @, (2)d: g M,
e

Mais de (38) nous tirons, en remplacant « par h —2

1 (m -+ h)! fPimf)(h—1) ,
P - [(m+1)z(h—i)!] (m - h) #

(m = B2n+9) 11 :
T TR (= 176 =), 27

*) Voir la page 50 de mon livre ,Sar les propriétés extremales etc“,
**) G. Pélya und Szegd ,Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis“ t, 1I. p. 97.
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Done
1+ apm--2
¢1(5)<[(1_—_‘_—g)___] l‘_[: 2m+2y__
(aV 2 )° 2z 2
Il en résulte que
1
o2m +2 Mgk —1
o :
(1—2) —2g(e) de T o e (40)

=
d'ont
=0
= P M[ sz+zdb_1] 5
(1 —2)"—2¢,(2) de > 1-m =M (1—¢)

1
s :
ou ¢ tend vers O avec W si

0%d° <1,

¢’est a. dire pour
2

“a 942
d<(1+a) e (41)
Aprés avoir ainsi fixé J, remarquons que
=5 1=
(=2 =gy(&) >0 f (1 —2)=2g, () > Mo(1—e).
= S
Donc

J 5 ket | ,
Ln>7Z—:I(1———8)>—e—2(h—_F%‘)—2 Wy Ty Sy (42)

- 2
pour % et m trés grand, Comme d’autre part, on a evidemment L”<I? L, est

bien de I'ordre de o (ou %), lorsque k et m sont du méme ordre. D’ail-

h
leurs de I’inégalité (42) il résulte qu'en général
Wl — =2 ‘
h_—_——l_>?°:’.".'.“."'(43)

si b et m croissent infiniment d’'une fagon quelconque. L'inégalité (43) que nous
venons de démontrer est un peu moins forte que la premiére partie de 1'iné-
galité (37), dont la démonsiration exigerait une étude plus compléte de la
valeur de la plus petite racine de I’équation hypergéométrique (32).




