Sur un théoréeme de M. Gontcharoff

Serge Bernstein

Dans une Note recemment parue (Comptes Rendus de ’Académie des Scien-
ces, 27 Decembre 1997) M. Gontcharoff a établi entre autres le théoreme suivant:
La fonection ,
¢ (7) = sinz

est enticrement déterminde sur tout Uare reel par les propriclés suivanles:
1) elle est infiniment dérivable, 2) toules ses déiivées successices g(x) admetient

pour racines hx et (h+§ 7 suivanl que n est pair ow impair, quels que soient

les mombres entiers b et w'en admettent pas d'autres, 3) ¢'(0)=1.

Certaines des propriétés indiguées étant des consequences des autres, je
veux donner i cette proposition importante une forme telle qu'aucune des
conditions ne soit superfiue. :

Théoreme. La fonction

o(r) = sinx

est entidrement délerminée sur fout Pare reel par les propriclés suivantes:

1) @(x) est infiniment dérivable, 2) chaque point de l'axe reel peut élre eniourd

dun segment suffisamment pelit pour qu'il existe une infinité de dérivées ¢™(x)
. 7 et ,

qui ne s’y annulent pas, 3) sur le segment (0, 2) les dérivées paires ¢@(z)

\

ne sannullent qu'aw point 0 et les dérivées impaires me sannullent qu’aw
.
pont = 4) ¢/(0) =1.

T i
5) et définissons pro-

&

Oceupons nous d’abord uniquement du segment (0,
visoirement une fonction f(z) infiniment dérivable de periode 2z, telle que

o) —reo0) —o, reio(Z)—o,
fl—z)=—fl@), fl@)=7/lzx—2)
Cela entraine que la fonction f(z) aura ses dérivées continues de tous
les ordres; elle sera, par conséquent, développable en serie de Fourier
fl) = X A,sinpz
- 1,3

=13

infiniment dérivable.



e
D’autre part, on a, pour 0 <z <=,

. sinhx
sinx + 5 B

quel que soit & >>1.
On voit donc que

0

pour toute valeur de A doit garder le méme signe. 11 en resulie que 4,=—0
pour toute valeur de h > 1, puisque %21 croit indéfiniment avec %.
Par conséquent,

I(r} — A sing=—"=iny,

en tenant compte de la condition 4).
Ainsi, les conditions 1), 8) et 4) définissent complétement ¢(zr) = sinz

sur le segment (O, ;) Or, la condition 2) entraine que ¢ () est quasi analy-

tique Psur toutl'axe reel *) et, puisque le prolongement**) quasi analytique P
se confond avec le prolongement analytique dans le domaine reel, lorsque
celui-ci est possible, nous en concluons que @(r) ==sinz snr tout ’axe reel.

Corollaire. Si une fonction quasi analytiqgue P infiniment dérivable joust
de la propricté qu'il cxisle un point a, oil toutes ses dérivdes paires sannulent,
et un powt b, oiv toules ses dérwées impaires sannulent, elle est périodique
de période 4(b— a).

On démontre d’une facon analogue que dans P’énoncé du théoréme donné
plus haut, la condition 3) peut étre remplacée par la suivanie relative senle-
ment aux dérivées de méme paritd: que lon ait, par exemple,

$(0) =¢9(0) =0, g¢(x)=9(x)=0,

ces dérivées n'ayant pas d’autres racines dans lintervalle (0, n).

_ *) Page 197 du livre ,Lecons sur les propriétés extrémales ete
*)iLee. eit: pp. 165170, ‘



