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Hacabnosania 1o Teopis ypapHeRiii ©b 4acTHLIME MpOH3BOJ-
HBIMA NepPBAT0 NOpANKA ofHOA REHaBBETHOR (DYHKIIA.

H. H. CanTbiHoBa.

(Oxoruarie).

kA BN,
WUuTerpupyrouie MHOMUTENH W Ge3HOHEYHO-MaNbIA npeobpasoBaHis.

1. Bajaua HHATErPHPOBAHIA DABCMATPHBAEGMBIXD AH(PePeHTiaIbHBIXD
ypaBHEHifl ¢b YACTHLIMI MPOM3BOTHBIMU, RaKb HTO crbiyers u3b IpPeIBIIy-
maro maromkenig, Bo BebXT BETpbUAMUXCA PasIMUYHBIXE CIy1adxXd, ¢b Te-
OpeTHYeCKOfl TOURH 3pbHig, BCETaa TPHBOLMTCA KD HATETPHPOBAHID IHHeIl-
HEIXD ypaBHeHifl ¢h YACTHHIMH NPOUSBOJHBIMA TIEpBATO IOPALEA 0J1HOI He-
uswhermofi pyERTin. Beb mocabiyomiia crpaEEIb HACTOAMAr0 H3CIBI0BAHIA
NOCBAMIAITCS H3YUEHID HTHXD HOCABIHNXTD ypaBHeHId I COOTBBTCTBYIOILILXD
uyn Jud@epertialbHbXD YpaBHeHil 00bIKHOBEHHLX'D HIH Bh NMOJHBIXD -
depeHIiaraxsb.

Hyers wwbens ammefinoe ypaBueHie b TACTHBHIMHM IPOM3BOTHBIMU
onmoil (yHEmiM [

X (H==—+X-=0,

=" Tk , (1)

i GOOTBBTCTBYIOMee eMy 00BIRHOBEHHOe IH((epentialbHoe yDaBHEHIC
dy— X dx =0, (2)

rib X mpejcrasigers (QYHELID nepenbHHHXD BeIHUUHD & H Y.
OB03HATNMD UEPERL ¢ UHMePUpyouiit anoscumeny TOCIBIHATO YPaB-
HEHifA;, BB TakOMDL €Iyuab uwborTh MbeTo paBeHCTBA

( e

9 ;
e 9t
oy 0x

g

O1cio1a, BO-IEPBHXD, CIBIyeTs, UT0 MHTETPHPYIONIN MHOKHTEIb YpaB-
Hemig (2) moayuaercd M8Dh HHTerpata ypaBHeHIA (1) IpM NOMOIIM 1ude-
DeHIIPOBAHIS 1, BO-BTOPEIXD, LOIyUaercs ypaBHEHie

o 0wX) _

gz dy

9
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0.

HII

e ayq:O, : (3)

9y oy 0X

KOTOpOEe CIVEHTH Aig ompelbieHis MHOKHTeNT ¢, HE3aBHCHMO OTh HHTE-
rpajga ypaBHeHid (1).

CuereMa, OOBEHOBEHHBIX'E Tu(@epeHnialbHbIXs YpPaBHEHIH, Cco0TBbI-
CTRYIOINAS TACTHOMY ypaBHEHI (3), IpelcTaBIIeTCd Bb KANOHUUECKOMNS GUOTb

dy __oH dq_ dH .
i og  dz 0y :

rrb BBeneHo cabiyomee oGosHAUEHIe
H=1Xy,

IpH YeMD I[epBoe H3h HAIHCAHHBIXD ypaBHeHiﬁ TORIGCTBEHHO CL JaHHBIM'B

ypaBHerieMD (2).

VpapHenis (4) IPeICTABIAOTL = waronuwweckylo cucmemy Jiysuian 1),
BDb KOTOPYIO OHB MPeoGpasoBLIBAETT KakIoe YpaBHEHIe, YIBOHUBD, WHEI0 (PYHE-
MiOHAIBHEIXD HePeMBHEBIXD, T. €. BBOJAL BE HACTOANEMb caydab HOBYWH
(VHETIOHAIbHYID NepeMBHEYD q.

Cucrema (4) aumefima oTHOcHTeAbHO mocrbumeil mepembmmofi ¢. Jerko
Tak®ke yobrurhes, uro mocabyEag cmereMa mwbers HHTErpaxh, AuHEHHbI
oTHOCHTEIbHO mepembrHON ¢. Bo caMomsd pbab, urodsn ypasmenie

=10, (3)

NPeICTABIAI0 WHTEIPaLh CHCTeMB (4), Tib b-mpomsBoxbHAs IOCTOSHHAL Be-
JAMUHEA 0 #-PYHEUA & By, JId 9T0T0 JOLKHO YIOBICTBOPATHCS TORIECTBEN-
HO cabjiyrliee paBeHCTBO

0(ng) | 0(ng) 0H _ 0(pg) 0H _
o dy dq dg Oy

KOTOPOE, IIpH TOMONLH CEOGORS Ilyaccona, BEpamaerces cabiyonmys 00pasons
(p+H, n9)=0, (6)

rirb p M ¢ pascMATPHBATCA KAKEL UACTHBLA IDOHSBOIHEIA LePBATO MOPAIKA.
omHoft 1 Tofi e (YVHENIE COOTEBICTBEHHO [0 He3aBHCHMLIND Hepeybn-
HEIMB £ H ¥.

1) Cp. Lawrent—Traité d' Analyse, t. VI p. 96.
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Moatomy ¢yssmiga » ompexbagerca cabiyomuMt ypaBHEHieME

on g X LT Sreen e S
OITX@_:'] dy,n.ma(?])jﬂdy(nx)_oﬂ (7)

Gitea i - :
I. €. BHpa/keHie — IPercTaBIfeTh HHTETPAPYOMi MECRETENb YPaBHERIA (2).
7] %

Be Bujgy toro, uro mocabimiii MHO&EUTEIb BCerga CYUIECTBYETH, TO,
CTAI0-0BITh, CYUIECTBYETh M pas3cMaTpHBaeMblil. Junelinpiii HHETErpalt (5) Ka-
HOHHUECKOM CueTeMbl ypasHemii (4).

Tarbs karb sHauenie BcuoMorarTelnHoii mepembruofl JiyBuird ¢ mpen-
CTAaBIACTh BHIPAKCHIC HHTECPUPYIOMAT0 MHORUTEISI YpaBHEHIA (2), TO-caMo
co0ol0 pasymbercs, uro, o0parHo, omperbirdeMoe 3HaueHie ¢ u3L H3BLCTHATO
JHHEHHATO HHTETpata BHAA ()

q :%, U1 BhIpaKeHie )1/
NpeCcTaBIfgeTs RAEI0e WHTETPUPYIOULT MHOKUTETb ypapHeHis (2).
C. Jnr paern ocoGoe, creniarbHoe HasBaHie rbBoii wacTH mETerpata (3),
npejcraBigs ee Bbh Hbckoapko mHOMB BHTB. Eeim (yurmig f obosHauaers
HHTErpaxb ypasHeHia (1), To BL TaROMD cIyuab ¢ BLIpaHaeTcA TPH MOMOILH

- o] ; -
YACTHOI Tpo13BOIHOI (Tf, n C. Ju wasoiBaersh MepPBYI UacTh HHTerpaia (H)
Y ,

OE3ROHEUNO-MAIBIMD Npeolpasosaniems ypaBHeHIA (1) mam (2)-oro, o0o3Hayasd
ero cabayomuys 06pasoMs

) of :
67(]()57]7)5. (8)

[Ipu 9TONT 0UEBHIHO, YTO PaBEHCTBO (6) NPHBOJANTCA Kb CABAYOUIEMY BUIY

(X(f), U(f))=0 (9)

I T0KA3BIBACTD, UTO Geskoneuno-wanoe npeoopaszosanie U (f) apigerca HH-
TerpadoMs ypaBHeHiA (1) omHoBpeMeHHO ¢b (yHEWied f. C. Ju npunmva-
eThb HocABIHEe CBOMCTBO 0e3ROHEUHO-MAJLIXh IpPeo0pasoBaHiii 3a HXD Olpe-
1haenie. Uro e EacaeTcd TePMUHA: OE3KOMEUHO-MAL0e NPeodpaszosamnie, TO
OHD €CTeCTBEHHO BHITERAETH M3DH TOTO coobpaskeHid, urTo Bhpamenie U (f)
npeicTaBigeTt Koa(p@uiienTs OC3K0HEUHO-MAXaro IPUPAMICHIA HHTErpaJa
vpaBHeHig (1), cOOTBBTCTBYOINATO OE3KOHETHO-MAIOMY NpPUpPAINEHin #df mme-
pexbuHOd ¢, Tib Jf odo3HAUAETH HBKOTOPYIO 0E3KOHEUHO-MALYH BEIHULHY *).

1) Cw. 8. Lie—Allgemeine Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung (Mathematische Annalen, Bd. X1, S. 490).
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Ecanr pascyarpusars U (f) He TOIBEO KAk (YHEIID epeMbHEHBIXD
x. y, & Eakh BHpameHie (8), T0 Bb TAKOMD caysah mocabimee DABEHCTBO
(9) mpUBOIUTH 0OPATHO KH HPERHEMY YpaBHEHIID (7), cayRameMy LA OIIpe-
vbaenia QyHRmIKL 2. '

Usp mocabiraro saybuamis HEIOCPEJCTBOHHO BHITERACTD IPERHES 3a-
KI0UCHIE BB HOBOH (QOpMb, T. €. ecau usemcmno 0esKoneuHo-Maioe npeodpa-
sosanie (8) ypasuenia (2), Mo UNMEPUPOGANIE €10 COBCPUIAEIOA NPIL N0~

. gl
Mowgu x6adpamyput, BeIbJCTRIE TOTO, UTO BhpakeHie — IMPEACTABLACTD Ii-
/

TErpUpYOLLfl MHOKITCID YpaBHEHiA (2).

Hagomems, xerko BurBTh, 90 Ju(@epeHuiaIbnoe ypaBHeHie €b 9aCT-
HRIMH  [POHSBOIHEINH 1epPBAr0 HOpAIKA, coorsbrersyoee RAHOHHTECROI
cucrenb (4), srpamaercd crbiyiomuMs 00pasoMb

p+Xg=0, (10)
T. . UPEJCTABIACTS HeXopHoe ypasmemie (1), b BMbBCTO  IIPOUBBOTHEIXD
af _ af :
o Ht?_f/ BBEJEHBl COOTBBTCTBEHHO 0003HAMCHIA p M ¢. CabroBaTeIbto. #a-
nonuweckan cucwema Jiysuaasn (1), coomsiwmenisyouai ypasuentio (2), no-
AYUACMCA RKAKD CAOCISie npuodicenia  oouel meopiu  Aroou-L'aruavmona
K5 aunelinony ypasnenin ¢ uacmnb;ML npoussodnvtii (1).

Takh Kakb OC3KONEUNO-MAN0e Hpeodpasopamie ypasmenia (1) ompe-
rbagers HETErpAIT KaHOHHUeCKodl cucressl (4), TO 3HAA U (f), morygaems
prrerpars (5), a BTOPOH HHTEIparbh CHCTEMBI (4) TOXyYaercd caBayI0 MM b
00pasoMb.

ToncraBrsg 3HAUeHiA p U ¢, onperbIaAeMBA ypaBHEHIAMH () u (10),
BL PABEHCTBO

dz = pdx -+ qdy,

I0JAYYaeMDs TOUHBL Jupdeperiiars
b

dz=7(dy~de).
?

TudpepeRmupys M0 b HHTETPATs NOCABIHATO, TOIYIAEND BTOPOfl MHTErparh
KAHOHMTECKOil cicreMsl (4), kotopuii Byberh ¢b 1hup aABigerca OUEBHTHO

TAKAe MCEOMBIMG HHTETPAIOMD ypaBHEHIA (2)
: »

1
S?)(dy— Xdg)=a,

®»

rth @ 0603HAYAETD HOBYM MPOH3BOIBHYK MOCTOAHHYI0 BEIHTHHY.




ATOTh PE3YIBIATH IOIYYaeTCd Takke, He3aBHCHMO OTH HOCIBIHIXD
Opakeniii, Kawh HemocpejIcTBeNHoe cabicTBie HPHBEIEHHATO BLILE HUPEL-

: ek o )
EeHie, UTO BBIPAKEHIe — MpEJICTABIAELTD HHTETPUPYIOLLI MHOKATEIh YpaB-
7] 5

eaig (2). Eean M5l BOCHOIB30BAIUCH TeOpiell KaHOHIUECKHXD ypaBHeHiil,
topad BH JAHHOME cayual IPHBOAUTL Wh MPERHUMD pesyIbTaTaMb, TO
FOIBEO IS TOTO, UTOGH MBIOKEHHBIA CO00pAKeHid MOCIYRMIM HaMb PYRO-
orgmefi mieefl rag mocabayomuxs 0000MeHI.

Takudb 00paB0MD; T0 OTHOIIERII0 Kb YPAaBHEHIAND (1) u (2), naTErpuUpylo-
wifi MEomETe s TToCTBIHATO U3T YPABHEHI I HXD 0e3KOHEUHO-MAL08 npeodpa-
SoBaHie SBISIOTCT DEBHBAJEHTHLIMI 3IMEHTAMI [11 HHTEIPHpoBaHid pascyar-
piBAEMLIXD ypasaenift. TWpowb Toro, d1arofaps H3I0KeHHBIME €000 PAKEHIAMD,
YCTANABIMBAETCA BIEPBLE HA HTUXDH CIPAHHIAXD THCHAS CBA3D MEK1y 0=
aaTisi 00T UHTETpHpYIEeMD MHOEHTETH, GeBKOHeuH0-MaXOMb IpPeodpaso-
gaHin ypaBHEHiA (2) I coOTBLICTBYONMIMMI €My RaHOHHYECRUMI ypaBHEHIANT
Jiviaa. Buberd ¢b Thwbs cramoBATCA OUEBHIHBIMD, 4TO npeodpasoBanie
JivBILIA 00HEHOBEHHBIXD AH(QePeHIIAILHNXD YPABHEHIH KD KaHOHNECKOMY
i1y npio6pbraers cymecTBeHHOe 3HAUeHie BB TeOpin AupepenniaibHEIXD
ypaBHEHil, KOTOpPOe He MPUJIABAIM eMy 10 CHXD IOpPD.

2. Hauygems ¢b pacmpocTpaHeHid MPeIbIyUHXD pesylbraToBb Ha OLHO
ypaBHeHi¢ BH HOTHBIXDL Au(epeHtialaxt

n

do= Y X, di, (1)

h="]

i Ha COOTBBICTBYIONIYI0 €My AR00IEBCKYID CHCTeMY YPABHEHiHl ¢b YaCTHBIMI
PO H3BOJHBIMA
_of

o
_U_Q‘Fli[a_ov

Xh(f)

H=—=1 2 ity

Aoty

r1b Bchb X, 0603HauaiorTh (PyEEWiN mepeMBHEMXG {, f,,...f, H 2.

Vmrerpupyioniiii MHOKATEIh YpaBHEHiZ (11), KOTOPBI Mbl 0003HAUIMD
qepests p, YIOBIeTBOpAeTs cabiyomed grodiescroil ') cucremb

dp e 4 )

i P e
ot, " gy dx

p=0,

/i I e

1) OOBIKHOBEHHO AKOOLEBCKUMY HABEIBAITCA TOTBKO CHCTEMbl IHHEHHHXE OXHOPOA-
1MXD YpaBHeHII.
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CoorpbrerByomis ypasHeHiA BB UO0IHHXD auddepenmiaraxs Ipel-
CTABIATCA COBOKYIHOCTHID ypaBHeHifi (11)-aro u cIbIyomaro

< 9%,
‘ an = _11:21 = pdth.
Eeau BBecrn 0603HaueHIA
X—Iz p E Hh;

nrg Bebx® swauewmiit h, orn 1 g0 m, To 06a ypaBHeHid, (11)-0e I mocabiEee,
CTAHOBATCA

m m

oH
2 h h
de= 2y ——dt,dp=— 2, ——di 12)
2 do—— 2 (
I IPeJICTABIAINTD TAKUMT 00paz3oMDb O0000IIEHHYI) HAHOHUUCCKY0 CHCTEMY
Jiysurnd.

Iyers # obo3HauwaeTs (PYHENIO IepeMBHEHIXTD BeAHUNHD ¢, I, .
2 1 BHIpa&keHie

= e

oipy=n 2L

IPeICTaBIAETh Oe3KOHEUHO-Maloe IHpeodpasoBadie ypaBHeHia (11), yroBie-
TBOPAIONIEE TOMRICCTBEHHO YCJIOBLAMD

(X)), Ulf))=0, h=1,...m." (13)
Mosromy KamoHmYeckad cucreda (12) umbers cabayomifi nnrerpars
np==0,

rib b oGosHauaeTs MPOUSBOJILHYI0 HMOCTOAHHYI BeamumHy. Camo co00m pasy-
wberca, uro ompexbageyoe mocabIHENMT YpaBHEHIeMT 3HAUeHiC

b o
—, I BHpaKeHie —
| %

IPeICTABLANTS HHTErpHpYoIIie MHEOxHTeINn ypasHeid (11). Cabiosareabro,
HHTETparh MOCTBIHATO IPUHUMAETD BILD

i i m c
f_ (clx et e dt,‘) =

Y h=1

~ é
IIpd 9eMb ¢ 0003HAYACTDL MPOH3BOJILHYIO IIOCTOAHHYIO BCIHYHHY.
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Tagmys 00pasoMd MBI UPHXOIUMT Kb 3aRINUEHID, UTO ypasHewie 6o
s ougipepenyianaxrs, uMmoUee 0E3NONEUNO-MAROE NPEOHPAZOBANTE, UH-
CHPUPYENICA NP NOMOUYL KEAOPAMYPODL,

JTo mocabjnee mpefloikeHie CTAHOBHTCA OYCBHIHBIMEG « Piiori, €CIH
IPHHATH BO BHHMAHie, 4T0 RakI0C YpaBHEHiC B MOIHKXD IH(PepeHii-
1aXT 1peodpasoBLiBacTed, coriacHo Teopim A. Maifiepa !), Bbp oOblkHOBEH-

1udepeniiarbaoe ypasHeHie. Yo e racaerca C. Ju 2), omy6amso-
BABIIATO BIEPBLIE 9T0TH PE3yIAbTATh, TO OHDL BHIBEIb €r0 KakDh cabicrsie
BOEll Teopinm MHETerpHpYIOWaro MHOKUTEId 3aMEHYTOH CHCTEMH JIHHeHHBIXT
YpUBHEHIH ¢ YACTHBIMH TPOM3BOJHBIME TEPBAr0 IOPAIKA.

Hamncannpfi mHTErpal®t IOIyYaeTcs Takme HA OCHOBAHIN YpaBHe-
Hill, KOTOpPBIL BHITERKATL M3bL DaBEHCTBH (13) U II0OKA3BIBAITD, UTO BH-

ol w5 :
paEeHie . IIPeCTaBIAeTS HHTEIPUPYIONMI MEOKITEIH TAHHATO ypaBHeHia (11)3).

Harorews, TOTH e CaMBIll pesyapTarTd MOTYIAETCA IPH IOMOIIH TEo-
pedil  Sxo0u-JiyBuind, aHAIOTHYHO HPEeIRIIYHeMy cJyuyain OTHOTO OOBIKHO-
BeHHAro JuQepernialbHAr0 ypaBHeHid.

3. Iepexoguws Teneph KD pascMoTpbHID cucTeMbl % O00LIKHOBEHHBIXD
i pepeHnialbEBIXT, ypaBHCHII

=X di, $=1.2,...9, (14)
rib Bob X, 0003HAYANTE PyHRIIN HepeMbHHRXD BeIHYHHE I, B
O0o3HaYag Yepesd
P Poi vl
CHCTEMY % HHTerpupylomuxs MHomuTeneil fxodu 4) ypasHemiii (14), mo-

ayuaents cibayomis pasencrBa (cM. C. Jordan, Cours d'Analyse t. III,
1896, p. 68).

pi=7?{;7 ’=1~ 29"'”‘3 ]

n 2 : ()][ (15)
P& =,

£ Rt ST

1) Cm. moe counuenie: 00 uMMEPUPOSANIY YPAGHEH... o1p. 34—37 m 41—44.
%) S. Lie—Mathematische Annalen, Bd. XI, p. 504—521.
3) 9ru ypasHenigd uMboTh o4eBHAHO cAbIyOWIi BB

.
T
A1, 2.,

7,

1) Jacobi.— Dilucidationes de aequatiomwom differentialivm vulgarium systemats
carwmque connexione cum aequationibus differentialibus partialibus linearibus prime
wdinis (Gesammelie Werke, Bd. 1V, 8. 240).
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rib yHRLA f 0003HATAETH HHTETPAID crbuyomaro anHefinaro ypasHeHLT
¢'b UACTHBIMH IIPOMBBOTHBIMIL, COOTBBICTBYIIATO cucremb (14),

(16)

=
il
|
i
I &4
i
Iji
==

Mekrouas TponsBOHbET (QYHENIM f 8L ypaBHEHIl (15), moaygaeMb
ypaBHeHid, CIyRamii 114 ompexbienia sHaueniit p,, HE3ABHLCHAMO OTH !

g : 1
T
o ‘ (17)

' 0p¢ Sk ()p@. g
5 T2 5 T A

T 2By

()p % 0[) k
0w, 0z

(19)

k

Aaf BChXB- pasumuEHXD 3HAUEHI yrasareiei r m A, 0T 1 10 . Cabro-
BATE.IBHO, MCKOMDLA 3HAUeHiT p, HPEICTABIAIOTDH phurenia cucremsl (17), ko-
TOPEIL KpoMb TOro yI0BIETBOPAOTD yeaosiaws (18). Crerema ypasHeHilt (17)
IPUAALIERATE Kb AKOOIEBCEOMY BHLY, n3crbrosanmomy BH Taasb IIL ma-
crosmaro counperig. Coorgbrersynomas cucreMa 00HIEHOBCHHBIXD rudpeper-
MiaIbHBIXD ypaBHeHiil uvbers snauenie

LT
- I
da, = X di, dp,=— k:zl oz, p, 4,

L= 2.,

‘ I OPeJCTABIAETD kanonwueckyio cucmedy JIyBULIA, Bb KOTOPYD OHDL IMpe-
{ 00pPa30BHBALTD JAHHYIO cucTeMy (14). TIbficTBuTeasHo, 6.1aT0japsa 0003HAUSHII0

i: ]Lg] XA'pJ: = H #

nocrbadig ypaBHeHid CTAHOBATCH

’ P dp.:—ﬁ[.dt,l
o i, ¢ ox, [ (19)

Jderko suabth, UT0 LI TOro, UTO0B Hafitn pbiuenie CHCTEMEL (17), yBo-
BIGTBOPAIOILEE YCA0BIMb (18), LA 9T0T0 JOCTATOUHO COCTABATD HETErPATH aug-
(pepeHIiabHATO YPABHEHiSA ¢ YACTHBIMI IPOHSBOJLHEDMIL, COOTBBTCTBYIONIATO
KamoRIueckoi cncrext (19). Herpyaso sambrurs, wro oTo nocrbiuee 1acraoe
ypaBHeHie IpercTaBiferh HAUTO HHOE KAKD ypasuenie (16), H, craio OHTS,

SR E——
&,
|
e
o
s

. ———




MBIl BOSBPAIAEMCS OODATHO KD 1 IEPBHIMD (opMyIaMs (1), BHPAKAIONHUMD
mavenin MEoENTexefl p,, TP TOMOIIM HETerpata ypasuenid (16). Loamony
vanonuneckas cucmema Jiyeuara (19) noayuaenics 6o pesyavmanis npiao-
wenia we ypasuenio (16) olwell meopin YPasuentii €s UACHHBIMU NPOUZ-
SOOHBINU NEPEAID NOPAOKA 00HOTL Heu3smEmuoil (ymiain.

[Iycts BhIpakeHie :

F(f) Z z()l

HPeICTaBIAeTh 083KOHCTHO-MATOe IpeodpasoBamie cHCTeMB ypaBHeHill (14),
upn eMs &, &, . - - §, 0003HAYANTH QYHRIIN IEPEMBHEBIXD [, &, , £;,. - ...
Bt Tarown cayuab soipaskemie U (f), pascMarTpuBacMo€ Kakb (YHKIIA Iie-
peMBHHBIXE 7, X, Xy, ... &, MPEICTABIACTS HHTETPALD ypaBHeHid (16) oxmo-
BpeMeHHO b (yHETieil f, M MBI HOIyYa€MD PaBEHCTBO

(X(f), U())=0. (20)

[Toatomy ypasHEeHie
e
o=t (21)

npejcTaBIfeTs HHTETPalD LamoHmueckoil cucrems Jiysuarsa (19), rib b 00o-
3HAYACTH MPOUZBOIBHYI0 MOCTOAHHYI0 BEIHULHY I IBBAg TacTh PABEHCTBA 101y~
of

1756‘1:

yae

TeHIAME p,.

(b apyroft cropossl, GyieMs 1M HCXOIUTH H3L yeaosix (20), mim 8D
APELI0I0EEHId, uT0 ypasHeHie (21) HpelcraBiders HATEIPArL CHCTeMBI (19),
MBI ITOXYIAeMD KARIBHT past CIBAYIONIYO CHCTeMY YpaBHEHIl, EOTOPHIMD
I0TKHBL YI0BICTBOPATD KOAPOHIICHTH &,

bl ]

85, & 0X,
S ol
5 T Z k c)x e

i S LG

Ha ocmosamin Teopim, usiomensofi Bp III-fi raash macroamaro uscabio-
BaHig, mETErpHpoBaHie mocabiHell cucTeMbl IPUBOIUTCA Kb HHTEIPUPOBAHII
COBOKYIIHOCTH 0OHIEHOBEHHBIXD An(plepeHmiatbHpIXD ypasHeHid (14) n cab-
IVIOLIIXD
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Tlocabamigs ypaBHedia oraumuaoTed OTL  6apiauwionivas  YPaBHEHIH
Hyangape TobE0 0OO3HAUEHieMD (YHEUIOHAIBHBIXD IepeMbHELIXT dz |

dz,,...d%, , ROTODPEIA CBA3AHBI ¢b &, CIBIYIOMUME COOTHOMIEHISME

HIEIES '

Haromeis, saMBTums, 4T0 COBOKYIHOCTD JAHHBIXT ypaBuewmiit (14) u » mocab-
HHXD BHBEJEHHLIXDL YpaBHEHil 00pasyerh KAROHUYECKYH CHCTEMY IPH YCI0-
BiH, YT0 HCXOIHBIA YpaBHeHid (14) npeicTaBIA0TD KAHOHWYECKYI) CHCTEMY.

4. Beb mpeipiaynlia coo0paskenis NPIIAranTcd Tagke Kb CHCTEMAMb
ypaBHEHIl BL NOIHLIXD JHGpepeHmiaraxs

dw, = 2 Xdt,, l

=1 ; (22)
=l R S
rib Beh X! o0osHauanTh (YHRNiL nepeMBHHEIXD BeMNYHHD ., f,. ... b s
e e

Iloramens npemge Bcero, uto npeoGpaszopamie JiyBmiag mpmraraercs
TAKKe KDL YPaBHEHIAMD Bb NOXHBIXD au(depermiaraxs. Ibiicrureasso,
BBeIeMb HOBBIA llepeMBHHEBIT BEeIHUHHEL

Yis Ygs - v+ Yy

onperbrgeMis crb1yomuMn YpaBHEHIAME

m n ) A

; v O0X
G == hz‘ > E: ¥, dt,,

=1=1

T==0r 2

Jerso BUABTE, 4T0 COBORYIHOGTH TIOCXBIHUXD YpaBHeHil, BMberh ¢n (22)-wivu,
LpeiCcTaBiIders KaHOHHUCCKYW cucTeMy. Juaa sToro cabayeTh 3aMbTUTh lIpemie
BCEro, YTO PascMaTPHBAEMBIA YPaBHEHLT IIpG;ICCf&BJIHIOT”b CHCTEMY YpaBHEHIi
B HOJHHIXTD Iuddepermiaraxs. Bpoidg sarbus o6GosHauenis

b4

X'y, =H,

SRR

i
L

R, 200

MBI [TPEICTABIAEMP DPA3CMATPHBAGMBIA YDABHEHIA BbH KAHOHHUECKOMH BUL

m dH " OH
e e RS A, e -
“ :%1 oy v Y hgl de, —*° } (23)

R L s
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CoraacHo ¢b oupelbienieMb, HHTerpHPYOIIie MHORATEIH Arobn cu-
reMsl (22)

B Nevina b,
DEICTABIAITE COOTBBTCTBEHHO SHAUEHIA YACTHLIXD IIPOMBBOIHBIXD

o

do & g s g
1 2 n

b QyHEUiA f ABEAETCA MHTEIPAloMD AKOOICBCKON CHCTEMBH

h H_df r]l df
B 21 —o, |

==Y 2 s i

(& pyroil CTOPOHBI, AHAJIOTHYHO IIPEIBIIYHIEMY CIyUam 0OBIRHOBEHHBIX'D
v epesIialbHEIXD YPABHEHIH, MHOKHTEIH P, OHpe;LMHIOTCH cabayomeit
TeMoii ypaBHeHiil

ap; 0 O 0 X l
z At | =
o, + Z‘X*av 2‘ o, T ik (25)

g’?; k=1

(24)

b 2, ey h=7-2 ..om.

vpapueriavm (18)-pivu. [MocabiHda HalMCAHHAS CHCTEMA 7 YpaB-
epifi (25) MPHHALICANTH Kb THNY ypaBHeHifd, nscabrosammsixt 85 T1I-peil
raaph HacToAmAro coumHeHig. Rarb carbiyers H3E H3IOKEHHOHN TaMb Teo-
piu, cHCTeMa ypaBHemifi D moamsixtd fufipepenniaiaxs, cooTBBTCTBYDIIAL
ypaBHEHIAMD (25), mpejcraBigercsa Bh BHID KaHOHIMYECKON CHCTEMDBI, KOTO-
pad TOIyYAeTCS H3h NpeisIyned cmeTembr (23), saMbHON BB Hell nepenbH-
SMXD ¥, 9epesb p,. JDPYTHMH CIOBAMH IOCIBIHAS CHCTEMa IHOTYYAeTcs BD
pesvabTarh mpmiomeHis KD JuHeflHBIMG ypaBHeHiAws (24) obmeit Teopin
"pABHCHI CH YACTHBIMH UPOUSBOTHLIME II€PBAro IOpdikd.
HakoHeI's, wascO0My — BEIRONEUHO-MAIOMY  NPEOGPAZOBANING  CUCTEM b
ypasreniti (22)
i of
U= &,
VHBILIRCIBYEMD UHMEPUTS

Uiy

(Py="
7=1

woniteckoil cucmennt, %5 Komopoll npusodamean Oannwla  ypasnenia (22);
Wm0 & 0003HAAIOMS (HYynryin NePeMiHNblxs b, o b &, Ty X

D-—1pPOU3COAOHYI0 NOCTNOAHNHYIO BEAUHUHY.
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AHaZT0rMUHO Tpegmaymeny, Qyknin & ompexbasiorea cabayomei ci-
CTEMOMl ypaBHEHIH 1), koTOpad Takike NPHHALICHKHTH KL THIY uscabioBan-
HeIXD BB I1I-beil raapdb,

)& 7 2= 7 I
2 E X’ Os; o 0X; -
Fu T o okt
OZL,/ k=1 OJ;: i1 0x 3
p==1 0 Lo, =l Booeo B 59

9. B® Bu1y morsmofl amazorim. KOTOPYO INIPEICTaBIAIOTDL ypaBHE-
Hif BL UOTHBEIXG AHppepenmialaxt b OOGHKHOBEHHBIMH Ju(hdeperuiais-
HBIMI YPABHCHIAMI, MBI OPPAHHYHMCS PascMoTpbuient 00LIEHOBEHEBIXD (-
(epeHmiabALIXD ypaBueniil (14). IpeanoiokoNs, 4T0 cabiyloulis ypaBHenis

LU 28 B0 l

26
j (26)

MPeJCTABIANTE # PAsIMUHEIXT HHTeIpaloBh CHCTEMH (14), IpH ueND Beh «,
0003HAYAIOTH PAsTHUEBA  IPONSBOJBHELT MOCTOSHHBIA Beimuumpnl. IIpons-
BOTHLIS

of, o,

dx, 61'2 ox,

CONIACHO (b UPEILIYIIMMD omnperbiemiens, IpelcTaBlAlOTh 3HAUEHIT 7
HHTeTPUPYIOIUXD MHokHTedell fro0um cucTeMBl ypesHeniit (14), KoTopbIe
yeaopmmed 0003HAUATH CABIVRIEME 00pasoMb

plk‘ p?k’ Ly pnk'

Tarkt Kawp 9HCI0 PA3INYHBIXE HHTETPaloBb (26) paBHAETCA R, TO MBI
ambeMs, cTano-ObTh, # PASIMTHRIXD CHCTEMH HHTEIPUPYOIINXD MHOKHTC-
aeft, cooTBbTCTRYONIUXT # 3HAUYEHIAMB A, 0TD 1 10 7.

Haxonems, seaxbrersie Toro, uro wocabinia » ypasaeniil (19) iuHefBbl
OTHOCHTEIBHO 1ePeMBHHEIXE p , TO OUEBHAHO, UTO OHI HwbITH phirenid
cabayomaro BuIa

n
&
Pt:Z biPs
)
= Bt Y,

ryb b, oG0sHAUANTH NPOUSBOABHLIA UOCTOAREBLT Beanmummnl Jarbe, camo
c000W0 pasywbercsa, uTo omperbInTenh

1) Cum. wmoe maexrbiopamic: Swr les transformations infinitésimales des équations
différentielles (Journal Jordaw, 1897, p. 429). .

Cp. A. Mayer.— Zur Theorie der infenitesimalen  Transformationen und  vm
Besondern der infinitesimalen Berithrungstransformationen der Ebene (Beriwchte u. d.

Verhandlungen d. K. S. Gesellschaft der W. zu Leipzg, Math.-Phys. classe, 1893,
S. 697).
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mueEs oTh HyLd. Ilosromy mpegslTymIis ypaBHeHig, Oyiyunm paspbiieHbr
PHOCHTeJBHO IOCTOARHHXE b, Ja0Th 7 CIBIYOIEXD HHTETPATOBD CH-
wubl (19)
S ]l[iir
2 *ﬂp, = b_},_~*

g e

(27)
) [ @i A O
soipakerie M, ob6osmauaeTh MuHHOPDL ompenbamrenst M, coorsbrersy-
miii ero aIeMeRTY p,, HaxoldmeMmyca Ha mepechueminm k-oro croxdma K
CTPORKH PascMaTpuBaeMaro ouperbinrers.
Ilocabamie HATETPAILI TPEICTABIANTCA Takke CIBIVIOIMEMT 00pasoMb

LT
E( ’)p,:b,i,

i= \oa,
=il 2 e
2b Beb 2, 0003HAYAOTL UXH 3HAUCHLT, ouperbigeMpi ypasHeHimMm (26), u
OEIl VEASHIBAIOTD Ha Pe3yapTard 3aMBHE @, HXDb (YHRIUIOHAILHBIME 3HA-
wenlaMI f,. 9TH ypaBHeHIS WIN BHBOAATCA H3H YPABHEHIH (27), MIH cocTa-
saATCS HEIMOCPeJACTBEHHO, HA OCHOBaHinm TeopeMsl JiyBmiid Jid KamOHH-
wroft cmereMsl (19), 1m0 OTHOmEHi Kb KOTOpoll ypasHeHid (27) c¢Opasylorh
RCTEMY 7 HHTErPaloBh BDH MHBOAOIIM, PaspbIIHMBIXD OTHOCHTEIBHO KaHO-
SMICCKEXD TePeMBHHBIXG [16PBAro EIACCA.
CoBorymHoCTh ypaBHeHill (26) m (27) mIpeicTaBIfert 27 PasiHnUHBIXD
sarerpadopd cucreMsl (19). TakuMD 00pasoMD, ecau usGICHNLL 6C16 1 WH-
Spaao6s 0aunblrs ypasnenitt (14), mo nosHaA CUcIema UNmeipaloss co-
swmemsyloueit kanonuwueckoil cucmemnt Jiysuaaa (19) cocmasaaemes wpu
e onepawiitc dubdiepenyuposania.
Jerro BuaBTH, UTO COBOKYNHOCTh HHTETpadoBL (26) m (27) obpasyers
HOHHUECKYI0 CHCTEMY 10 OTHONIGHIN Kb ypasHeHiaMb (19). ITo crbiyers,
-[€PBLIX'D, H3D TOr0, ur0 HMBOTL Mbero yeiaosia

(i,
sebxb 3Hauemift s m 7, 0I5 1 10 %, Takb Kakb (YHEIIHM f, 3aBACATD
OTH RAHOHMUECKHXT HepeMBHHBIXD IepBarc kiacca. 3arTbwmt, BO-BTO-

. BHAUCHIA p, VTORIECTBIANTT ycaoBid (18). ILoaToMy yRasaHHBLA BHIIIE
#ia QYHEUIM p; YIOBIETBOPANTE Takke MocTBIEHME ycioBiawms. Cirb-
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A0BATE.IbHO, HHTETPAILI (27) HaxojdTcAd Bb nEBOADTiH. Tarmws o6pasomd,
HaspiBad vepest F, abBea wacTH ypaBHEHIN (27), MBI moayuaemt cabiyio-

g TOERIECTBA
(s e,

pist BebxDt sHauemilt s m o, orn 1 10 #. Hakomens, molyuaeMs ele cab-
IyIOHis 3HAUEHIA CROOOKD Hyaccona

S=m o Vil
(F, )= 2 "=

—1 52754 rrh mfc:} W)kp]”‘.

oF
Ioxcrasisasa »o nocabimia BHpamenia sHavewis [TPOABBOIHBIXD @s 5 pef-
CTaBILeMD TAaRHMDL 00PasOMD UPEIBIAYILA BHIpamkeHid k

"

; 1
(F,, =m 2 W, v

Orciofa, Wa ocHOBamin cBolictsn omperbanrers M, UPHXOINMB KD HCKO-

MBIMBL PaBeHCTBAMD

SHEEAL Lo

(fsﬁ f;) j— l |
=

KOTOPBIA, COBMBCTHO ¢ HPEIBITYMIUMI PABeHCTBAME, NOKASHBAITE, UTO Pas-

CMATPHBACMELE HHTETPAISL IBACTBHTEIRHO 00DPA3YIOTh KAHOHHUECKYH) CHCTEMY.

Kpont roro, uss cymecrBosamis WHTErpaloBt (27) SaRI0IACME, UTO
Lanonmyeckas cucreMa (19) mybers n HHTErpasoBs BbL HHBOAOLIN, JIHHeli-
HBIXD OTHOCHTEIBHO BCIOMOTATEIbHBIXG nepembmmbixs Jiysumiia p,.

Caxo coboro pasywhercs, wro BBOAA BemoMOraTerbHMs nepeMmbHEE,
YTOOBI IPHBECTH JQHHLIA YPABHEHIA KD RAHOHHUECKOMY BHLY, MHL YIBOUBALMD
UHCIO ypaBHeHid. [losToMy 10 CHXD HOpPB TEOMETPHl BH CBOUXTD BEIUHCIE-
HiAXD He M0Ih30BaJHCh Ipeodpasosamient Jiyswiig, Kaxb omHako cxbiy-
OTb H3B UPEABIIYIINXD Pascy:kieHill, HOBHA BBOAUMbIA JiyBHIIeMT ITepe-
MBHHBIA Benmuneel THCHO cAsanyl ©b THME BeImYHHAMH, ROTOPHIT BCTph-
UATCA BL Teopin gufepenmialbEHXt ypaBHeHili wim Bbh BHIE HETETPH-
PYOIMUXT MHOEUTEIeN Iko0H, HInm mpm pascMorpbmin GesKoHEUHO-MaIbIXT
mpeoGpasosaniii mscabiyepixs ypasreniii. Taxums 06pasoMs BBeICHIe BCIO-
MOTaTeIBbHBIX'h MepeMBHHLIXD JIiyBUIAS He YCIORHACTDH 3aJaTH HHTETPHPO-
BaHIA JaHHBIXT ypaBHenifi Goxbure, whwb Beh ymomanyrsia Teopim. Hampo-
THBDL Ipeodpasopatie pascMaTpPHBAEMBIXD YpaBHEHIl KD KAHOHHYECKOMY BHIY
IpeACTaBLIET CYUIECTBEHHOE YI00CTBO, Bb BHLY OcoOeHHOCTEil Teopinm ka-
HOHHYECRUX'D YDABHEHIIl, KOTOPHIA YHPOMAOTS 33134y HHTETPHPOBAHIA Tu(-
(pepeHNiaIbHBIXD YpaBHEHIT.




PHABA X,

Mpunomenie 6e3koHeYHO-ManbIXD npeoOpasoBaHiii kb HHTETPUpOBaHilo
Audbepenuianbubixbs ypasHenii.

1. Mepsrii BOUPOCH, ROTOPHIL mpescraBigercs Ipn HHTETPUPOBAHIN
WHHBIXD  In(depeniiaibHEXD  VpasHeniii, IpH NOMOIOM HXDB OGE3KOHEeTHO-
NAIEIXD TIPeoOpasoBaniil, cocTouTs BH PaspiCKaHin moc. BIHuXD.

B moewt uscabposanin: Sur les transforniations infinitésimales, o1yo.11-
SOBAHHOMD BD Journal de Mathématiques pures et appliquées 3a 1897 tos 1),
HORA3AHO, UTO 3aa42 BLIYUCICHIA OE3KOHEYHO-MAILIXE npeodpasoBaniii cu-
CTEMBL IH((epeRIiaIbabINT YpaBHenii OOBIRHOBEHHBIX'D I BB HOIHBIXD T~
PePeHIaXaxh pPaBHOSHAUHA 3a1aub UHTCIPHPOBAHIA  9THXT CAMBIXD YpaB-
seii. To ke caymoe zagInueHie BBITEEACTD C€b 0COOGHHOMl HALAATHOCTHID
H3T PAsCy#IeHill, HBI0KEHHHIXDL B upeasinymieli raasbh. Iloatomy meopis
OUSROHETHO-MAIRX's Hpeo6pasosamiii UPEACTABIACTD OJUED H3D TEXB (hop-
MAIBHLIX'G, OOIIUX'D CHOCOGOBT UHTETPAPOBAHIA ITu(depentiarsupxs ypas-
HOHIL. KOTOPBIA NPUBOIATH, B PASTUUHEIXE  YACTHBIX'G CAYYAAXD, CPABHH-
FEIDHO b IPYTHMU NpieMaMH HHTErpHPOBAHISL, Kb Goxbe wim menbe yrau-
ROMY paspbmeniio sazaum HHTErPUPOBaHIA Indepenniads HExD YpaBHerii
TOIO LI JIPYTOTO0 YaCTHATO BHjA.

Cramosacy wa nocabiaon TOUKY 3PBHEIS, MBI mpHxoIEME BT HE00XO011-
NOCTH HSYUEHIA 9IEMEHTORh TeOPiH 6e3KOHCTHO-MAILIYE IpeodpasoBamii,
AOCTaTOUHBIXD M HHTETPHPOBAHIT pudepentiaTbubix s ypaBHerii n w1
PASCNOTPBHI BUMICIENIf, HeoO6X0MIMEIXS AJsl BHIIOIHEHISA CaMOIO MHTErpi-
PoBaHi.

Hocabanie 1Ba Bompoca CIYHULL IPETIMETOMD HNOCTOAHHRIXDL H3cih10-
sagiit C. Ju. Mub yrazocs, ¢ croeft CIOPOHEL, OIYYATD Bh HTOMD HAIIPAB-
denin HECROIBEO pesyapTaToBn, Mazomesmie KOTOPBIXD NPEACTABIACTD COEEp-
#aHle HacTOAMIEH raaBel.

Ornrunrerbras wepra tpyiors (. Jdn SARTIOTAETCA BL OPUTHHAIB-
SOCTH 1 HOBHBHE (DOPMBL HBI0KEHIT CBOMXD Mbicaeit n pesyrbraroBs. Ilo-
SUMY  OUeHD 4YacTO YTpauuBaeTcad CBA3b Mekly mscabrosamignn C. Jn
¢ APYTHXE reoMerpor®. Ho, kpomb rtoro, mrem C. Ju we BCETa IIPUBOTATD

) T. I, 5-¢ série, p. 429.
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KD NPOCTOMY IPEJCTABIEHI0 HBCIBIYEMBIXD BONPOCOBD M, HUTO BCETO Badk-
whe, WHOTIA HE IAKTH ECTECTBEHHATO PasbiaCHEHIA CYNIHOCTH pascMarpH-
BAGMEIXD 331a9T. BHCKASAHELA COOOpAKEHid OTHOCATCH, IO Hamemy Mub-
Hi0, TALKe Kb Teopin 0E3KOHEUHO-MAIBIXT HPEo0PAsOBAHIIL. Rars mp1 Bugbian
B mpeisayumeil raab, cymectsyers TheHad CBI3h Me#1y OP3KOHEUHO-MA-
IBIMH TpeodpasoBamiaMm Ju(QepeHIialbHHXh YPABHOHI, HXD HHTETPHD Y-
mume  MEokHTersMi dkoonm m mpeodpasopamieMt JiyBmIIA pascMaTpuBac-
MBIX'D VPABHEHill Kb KamoHWIecKOMY BI1y. Biarogaps mocrbimeny oGcroaTets-
CTBY, UNMCLPUPOSANLC YPASUCHIT, OAA KOMOPLITT UZGILCNLHY! 0E3KOUCHHO-MALBLA
NPeosPAssanin, NpPeOCMAsIAems HACIIb  cayuall sadaiu UHMELPUPOBAN LA
RKAHOHUMCCKULD YPAGUCHIIL.

TakEMb 00pasoMDb MBI BHOCHMD HBEOTOPLLA YOPOWEHIT BDL TCOPID
OeBRONETHO-MATEIXG 1peobpasoBafiii o NPHXOIAMTD KL YMEHBITEHID YHCIa
olepaiiii, HeoOXOIUMBIXT 1 HHTETPHPOBAHIA CHCTEMD e peRniaIbHbIXD
ypasHerifi 0OHEHOBEHHHIXDL M BL HOIHBIXT AM(QepeHIialaxs, 100yCranIxsh
TaKD HA3BBAEMYI0 TPYIIY OE3ROHEUHO-MAABIX'h ITPeo0pasoBaHill; HAROHEID,
Beh HE0OXOIEMBIA I BBIIOAHCHIA HOCIBIHATO MUTETPHPOBAHIA OUepatin,
KOTOPBIA COBEPITAIOTCA TPH IOMONLE KBAIparypbh, UpPiodpBranrs y HACH
BECHMA IMPOCTOE BHIpAKEHie.

Ha nocrbIyomuxs CTPaHANAXTD H3IaTaloTes HOAPOOHO HTH PEsYIbTaTH,
ROTOpHC OBLIN  OnyOanEoBamel paueme Bh Jowrnal de Mathématiques
pures et appliquées 1) 3a 1905 1. Bp Memyaph: FEitude sur les trans-
formations infinitésimales w BB crareh: Ipuroscenie meopin wpynio 0es-
KONCUNO-MAIALS  NPEOOPAZOBAnill K5 UHMePUposanin oudihepenyiarbnbls
ypasneniit  npuw  moMoww  KeadpaMypy, HALEYATAHHOL BD TIpoTororaxs
duzuro-Marevarmueckaro  O0mecTsa, cocrosmaro upu RieBcroMT Y Hi-
Bepeuterh 2).

Iycrs mywbews cicresMy 00HEHOBERHBIN'D Ti(depeHIiaTbHbIXD ypaBHeHii

e e 0

rib Beb X, mpeacTaBagoTh (PyHRLIM HezasuenMoil mepeswbHHOR { 0 3aBHCH-
MHXDH TEPeMBHHBIXD &, £y, - .- %,.

Coorsbersynniee amHefiHOe ypaBHEHIe b UYACTHBIMH IIPOMU3BOHBLIMH
IepBaro UOpsAjka (OYHRIIM [ HepeMBHEBIXB ¢, &y, Z,....%, , PasCMATpHBAc-

MBIXH> EARD HEe3aBHCHMLIA, NPHHIMAETH crbiywolLii BuxH

brosetls | i i
J\(f):gf:f 2_15\ of =0, (2)

- oz,

1) 6-e série, tome I, p. 53.
2) Kiepckin Ymupepeurercriz Hseberin sa 1904 1.



[IpenoaoEuMb, 4T0 pascMAaTPHBAEMbLI ypaBHeHia (1) mam (2) xomy-
FSARTL W pasiMYHBIXD !) 0E3ROHEYHO-MAIBIXE IpeodpasoBamiit

s i Uall)s o TLE), (8)
P25 BBeIEHB cAbayomig o6osHavenisz

i@ 0
Lr]; (f) E Z“ gﬂ- E.é s

=1

“pi uenD  Beh RoaQumientst &, mpercraBimors (ynmin nepeMBHHENXT
x . .E'Q,...Iﬂ. :
C. Ju TOBOPHTD, UTO Geskomeuno-mnaavia npeoopasosania (3) obpasyoms

Wy, CCI OHH YI0BIETBOPAITS TOXIECTBEHHO CIBIVIONIME yCI0Biawh

(VD VA= 3 6, Ui,

=1

18 BCBXT pasaHuHbBIXD sHavemifi s u T, OTh 1 10 m, npu wemo 6cm 6eau-
el NPEOCTNABIAIOMS NOCIOAHHBIA BHAUENTA,

Haronens, ycaosusnmch o6osuavarh 4epesd p, YACTHLIA TPOHSBO/IHBLA
$TEEIIN [

St T () AR

sseaews cabryomia ofosHauenis

n

n
Z X’.piE H: 2 gl =T

=1 g1

Bb Hamuxs jarabiimuxs pascymiemiaxs wur OTPAHUYIMCH TPEIIo-
JUECHIEND 0 CYHIECTBOBAHIN TPYNID GESKOHEUHO-MAIEIXT peodpasoBaniii u
#¢ OyieMt npubbrarh Kb ONepaliaMs, KIA COCTABICHIA HOBHIXL (E3KOHAYHO-
WAImXDL npeobpasosanifi mam wETErpanoBmH PascCMaTPHBAEMBIXD ITH(QepeH-
“MILHBIXE  YpaBHOHIE. Rpomb Toro MEl me Gygems upenmorarate nssher-
SOOI HHTETPAJBL 5THX'B MOCIBAHNXD YpaBHeHiil, Takh KALD BT RaKI0MD
Sareat, Kor1a HBKOTODHE M85 STUXT HHTETPAIOBD CTAHOBATCS usBbeTHBIME, 3a-

% HHTETPHPOBAHIA COOTBBTCTRYIOIMIXT TH(epernialbHhxD ypaBHEeHiil mpe-

‘) Bearoneuno-mansig npeodpasoBanis HA3HBAKTCA PABAUYNBINU, €CIH OHE HE CBi=
SR weELY c000f AMHENHBIME 3aBHCHMOCTAME O TOCTOAHHBIMT KO3 (P unientam,

0o
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00]Pas0BHIBAGTCA B HOBYIO 3aJlauy, IIPL TeNE HOPATOKD HHTETPHPYEMOii CHCTEMBI
ypaBHeHifl CTAHOBHTCA MEHbIIE CPABHUTEIBHO Cb Hexonmoii cmereMoii 1).

Kamioe OesROHCUHO-MaIoe IPeodpasoBamie Aaerdb wbeTo HHTETpaLy
kagoEmueckofi cumcrems JiyBwird, coorsberyomen JaHHHIMD yPaBHEHIAND
(1). Hosrony miea C. Ju, npuMbHETD 0e3ROHETHO-MAIBA TpeodpasoBanis
Kb MHTETPHPOBAHIN JAHHBIXT ypaBHEmnifl, DIPUBOAUTCA MO CYMECTBY Kb TOMY,
qr0GL BBECTH B BHUHCIEHIS HHTETPAAB BTOPOTO KIACCA KAHOHMYECKON
cucreysl JIYBHLIA H BOCHOIb30BATHCA HMU JIfl BEMMHCICHIT MCROMBIXT HH-
TeIParoBb, KOTOPHIE IPHHAIIEAATE KD IEPBOMY KIACCY.

9, VcI0BEBUINCH BD TPEABIIYIIEXD 0003HAUCHIAXD, OyAeMD HaspBaTh
TPy Oe3K0HeUHO-MAIbIX'D npeodpasoBauiit (3) wpynnoit 63 UHBOIIOU L,
ecin BCB MOCTOAHHBIA BEIUUMHBL ¢ ., TOHIECTBEHHO DaBHBL HYISMD, T. B,
QyEkmin P, FaXOIATCA B WHBOLIOIIM, YI0BIETBOPAL TORNBCTBEHHO YCIOBLAMD

(Fsz _ZWT)ZO,

L1 BCHXD PASIHUHBIXD 3HaYeHi s W ¥, 0T 1 J0 m.

Tlepsoe mpelioikenie, EOTopoe Mbl uMbens BB BUAY 10EA3aTD, COCTOMTS
BL CIbIvIONIeMs:

Eeaw cucmena  o0vunosenuvtas  Oudepentiaivivizs  ypasnenii (1)
donyeraems pyny N PASIUUHLILE  0EIKOHEUHO-MAILITD npeoopasosaniii 6o
WHEOIOWIN, MO UHIMepwposaiie Oannol CuCIMeMbl COBEPULAEINCA NP NOMOUL
00101l MOJLKO KEAUPATRYPHL.

Bt camoms rbab, JamuHbig (QyHRIIE

B B i

123

NMPeJCTABIADTD # PAsIHUHBIX'L HHTETPATOBD B WHBOJOIIN JHHEAHATO YpaB-
HeHis ¢ UYACTHHIMI TPOM3BOIHLIME [epBaro MopsAjka QYHRUIN I HesaBHCH-
MBIXD TTepeMBHHBIXD

BB a B Bl o

KOTOpOe, IIPH LOMOIIN cEOOOKD ITyaccoma, ImpelcraBifercd Bb cabayonens

BuIb

gl ", x

MoaroMy cooTBBTCTBYIOMAA KAHOHHUECKAS CHOTEMA O0OBKHOBEHHBIXD aagde-
PEeHIIAIbHBIXD ypaBHeHiit

1) Ca. [0 9TOMY LOBOZY W3crhbjoBamis C. Jw: Mathematische Annalen, Bd. XI, S.
487, u Vorlesungen iber Differentialgeichungen mit bekannten infinitesimalen Trans-
formationen, bearbeitet u. herausgegeben v. G. Scheffers.
C. Jordan. Cours & Analyse, t I1I. 1896, p.p. 79—87.




dz, oH dp, o0H

- S et ol 5)

==l

UMBETh % HATETPATOBL BD MHBOIIOLIM, paspBIIIMEIXD OTHOCHTEIBHO BCBXT
sepenBHHBIXE p , p,, .. =il

Fo=b.9—=1, 2....%, (6)
115 b, MPEJCTAaBIATS % PASIHUHBIX' TPOH3BOIGHBIND MOCTOSHHLIA BEITUIHT.
CarbroBarernro, ocraibHbie # HETEIPATOBT pascMarpuBaeMoil kKaHOHTYE-
CEOIL cmereMH (5) ompenbiasiotes, Ha ocHOBaHIN H3BBCTHOM TeopeMbl HAKR00u—
JiyBurig, npu wmoMomu oxmoi EBAPaTyphl, NPUBOIAMEicad KL HHTEIPIHpO-

' BAHID TOUHAr0 JufQepenmiaia

dz==— Hdt + Spk(lafk,
% 1

r1b Beh p, mpescraBIARTD HXE 3HAUEHIA, ompeibrgeMiia ypaBmemimmum (6).
Hycrs umTerpass mocabrmaro Toumaro Jupepentiaia IpeIcTaBIfgeTesS B
cabryoment Burh

s P b a o w b b B L

' 115 b 0603HAvAETH HOBYI MPOH3BOILHYIO TOCTOAHHYI0 BeIMYWHY., BT Tarovns
Cayuah HCKOMBIE 7 HHTETPAIOBS CHCTEMHI (5) IPelCTABIAIOTC YpaBHEHIAMH

o ;
e — o
db a"’ Z 11 9 1?’7 (7)

¥ 1]

715 Beb @; 0003HAYAITE % HOBHIXG IPOHSBOIBHEIX'D MOCTOSHHEXT BOANUNED.

Jerco yobautses, uro atn mocabimia ypasuenia IPeICTaBIgI0TS BMbeTh
“L ThyMb mETErpagnr jamEHO cHCTeML ypaBHeHiit (1).

Abficrsureasno, cabiyers npemie Bcero 3aMBTUTE, UTO TEPBLIT 7% Ypas-
SCEIT RAHOHMYeCKOf cmeTeMsl (5) NPENCTABIAOTT TAHHBIL ypaBHeHia (1);
“TAIbHBIA K€ 72 YDaBHEHIH (5) ABIAKNTCA ypaBHEHIAMU Jiysmriga, woroprig
V8L BBOJUTD ML mpeoOpasoBaHis ZaHHOA cuereyu (1) &b RaHOHHYIECROMY
suty. Taws kawe Jaxbe ypasuenisz (6) paspbIuMET  OTHOCHTEIBHO BCBYD
SepenBHHBIXD p,, TO, Kakb Xopomo wusphero, ypaBHeHid (7) paspbmmMb
THOCHTEIbHO NEPeMBHHBIXD &), Z,,...z, . Hakomeus, HETPYyIHO yobauThes,
%T0 ypaBHeHIA (7) He 3aBUCATH OTH IOCTOSHHBIXD




Br camoms rbab, Tarh kKaxb ypaBHedid (6) JuMHEHHLI OTHOCHTEIBHO P, TO
omperbieHHBS H3L HTHXD YPABHEHill BHpamkeHis TNOCTBIHHXD nepemMbH-
HBIXF IHHEHHB OTHOCHTEALHO BCHXT MOCTOSHHHXE b,. IloaToMy BEIpaikeHie
dz, a Takme BHpAkemic cro mETerpala, T. e. (YHRNiA ¥, INHEHHBL OTHOCH-

TexpH0 BebXn b,. Cabrosarerpno, B wacrHbIA IIpOHBBO;IHBI}I-?% HE BaKI0-
Yal0Th COBEPNIGHHO IOCTOAHHBIXE BEIMUHED O, 0,,...0, . U YE)&-BHGHiH (7)
NPeNCTaBIADTE, CTAJ0-O0BITh, MCKOMBIG MHTETPAILI NAHHON CHCTeMbI ypaB-
Heniii (1). o

THocabrrie HATEIpaibl JETEO HPeicTaBUTh BH ABHOI GopMb uepess mo-
CPEICTBO  KOS((HIICHTOBD JAHHBIXD OC3ROHETHO-MATBIXD IpeodpasoBaniil.
JbfictButeabHO, ypasmenia (6) mpeicTaBIAnTCH CcABIyOUEME 00pasoMd BB
ABHOI (opmb

e

Sln SQn

OGosmauag uepess A . MuHOpH onmperbimress A, coorBbrerByomii
€0 DIEMEHTY §,., MOAYIACMD

pr = Z bf, AM"

upu ueMb mocxbiHif 3mAUeHid p, YAOBIETBOPAIOTD YCIOBIAME

dp,  Op
o

k

sl
Lo 0%

nrg Bobxb sHauemii » um k, orn 1 1o n. Takbs Kakb b, IPeICTaBIA0TH
IPOM3BOIBHBIA TOGTOAHMEI BEIIFIHHBL, TO MBI II0XYIaeMDb CABIYIOMA TO&LeCTBA

(%)= (2
2%)-2(5)

Bpit=0t, 2 s,




e T

PN 4EeMND ¢ TOJyYaeTh pANbL 3HaueHii orp 1 Jgo n. Orcwoga cabryers, uto
WHONICHId

Ali g{ AMZ
A L BERESE

P ACTABINTD  CHCTEMEL HHTETPUPYIOIINXTD MHOMRUTEIEH JAHHBIX'L YpaBHE-
il (1) Craao- OBITB HHTETrpaJbl HXDB CTAHOBITCI

j 2 Aﬁ’”m e -

E—1

L=l B2

ris BEIPQ/REeHIA HOTL 3HAKAMH HHTErpaIoBs NpPeicTaBIANTEL TOYHBIE ,]IH(I)-
'*IiPHHlaJIBI i a, 0003HAYAIOTD IIPOU3BOJBHEIA IIOCTOSHHEBIA BEIHWYMHEL.

3. Jas mpojomkeriaz mamero mscrbIOBAaHIA BB TOND e CAMOMD Ha-
'PABICHIN, HEOOXOAMMO DACIPOCTPAHHTH ITOXYUCHHBIC PesyIbTaTbl HA ypaB-
SeHid BB NOAHBIXT JHOepeniialaXs 0 Ha SK0GIEBCKIS cHOTEMb THHCHHLIS
PABHEHII Ch YACTHBIMH IIPOH3BOIHBLIMHI IIEPBAro nopAgEa opHOf weusBber-
S0l (OYHELIH 1 Ha Kakid yrogmo saMknymisia CHCTEMDLI nocrbIEAXbL ypas-

eHifi.

Bosbmens cucremy ypapuemifi BB moambixn pgpepernialaxs BL cIb-

IVOIENTD Bunb

m

le. — Xty =
4 @ h;l 7 h (b)

G

rab Roac})(pnuieHTM X} sABag0TCA PYHRNIAME He3aBHCHMEIXD TepeMBHEBIXE
: : Xy, Tgy. .., U YIOBIETBOPAIOTDL H3BBCTHRING yCI0BiAMB, IIO-
“)msammmﬂ, uTo H‘HTIIC&HHBIH YPABHEHIA HPEICTABIAINTD CHCTEMY ypas-
seHill Bb TOMHBIXE Iu(epeHIiataxs.

B% raxoys cayuab coorsbrereynomas mammyn ypaHemiaws grobien-
gad cucrema mnbers BUID

fie Lo i

Haromews, KaHOHWueckas cucreMa, Bh KOTOPYO IPEOGpABOBHBADTCA
UWHHLIA ypaBHEHIA (8), cTaHOBUTCA
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LY = m 5
e, e .:—Zde
5= Y 2t B=— ), 5, U

=1 h=1

G=, 2 0y

rob gymeuin H, uMboTh 3HAUYEHIA
n
e Ty
Hh—kzl‘\klpk'

TlosToMy, Ha OCHOBAHIH 0000ujeHnoll  Meopenvt Aroou— Jiysuaas,
paGHpochaHeHHOﬁ MHOI0 HQ CHUCMEMbL KAHOHUMECCKULD YpasKeitil 6o NOXHBLLD
dudipeperniaaars '), TOKABAHHOE BEHIIE IIpejIokeHie, OTHOCHTEIbHO 0OBIRHO-
BOHHBIXD JH(ePEeHIiaIbHHXE YPaBHeHiil, pacipoCTPAHALTC cabryonmme 00-
Pa30M’p Ha YPABHEHIA B I0.THBIXD JTndeperiiaraxs 1 Ha AK00IeBCRIS CHCTEMBbI:

Eeauw cucmemvt ypagueniit 6o nOIHLLLD dugipepenyiaars (S8), u
COOTMBILINEMBIIOUYLA AKOOICBCRAA CUCTREMU (9) donycrawmnis pynny 6o UHGO-
JIOUIU 1 PABIUUHDILD DEIROHEUNO-MALLLLD npeodpasosantii, mo UHINEIPUPOGANTLE
danunizs Yypasreniil cosepuaemcs npuw nOMoUG 00HOTE MOABEO KEAOPATYPL.

Hagonems, mocrbjuee Tpefiomkenie OTHOCHTCS HE TOIBKO LD AR001EB-
CRIMD CHCTEMaMDb, HO PACIPOCTPAHAETCA TakEe BEChMa JETKO H Ha BCARYIO
3aMmkMyMylo CUCTEMY JIHHEfHHXD YPABHCHIN € UACTHBIMI ITPOUBBOTHBIMI
epBaro mopsiga 01Hofl HensBhCTHON (DYHEIiM, T. €. TAKYD CHCTeMY, UT0
cko0ru Ilyaccoma, COCTABICHHBIT H3'b rbBEIXD uacTell es YpaBHEHIH, BbIpa-
JRAIOTCH THHEHO uepesd sTH AbBHIA TACTH M, cTan0-0bITh, YHHUTOHATCAH,
B4, OCHOBAHIM JAHHBIXD YPABHEHIIL.

M3 yCAOBHMCS TOBODPUTH, UTO BAMKHYNIAA CUCHIEM JINHEIHbIXD Yypas-
Hemifi ¢b UYACTHRIMM [POM3BOJHBIMU 1lepBaro MOPALLka oxHoill HeH3BbCTHOI
(OVHRIE JOLYCKACTD SAMEHYMYI0 1PYNNY Ge3KONCUHO-MATBILT MPEOTPAIOGUNTIL,
ecau  COCMABACHHYLA U3D HULD Ciu‘O()"lflb H]/(LCCOH(L Bbl])a-’)lcalomﬁﬂ JUHCIHHO €D
NOCIOANHBIMI  KOIPPUALEHM AU OMHOCUNETVHO  AIbGOLLD wacmell ypasneniit
Qunnoil 3aMENYIMOTL CUCIeMbL.

Yroosr yOBIUTHEA BDL CHPABEJIMBOCTH mocabirAro 0000IEHLA TOIBLO
UTO TPUBEJEHHAL0 IPEeJI0iKeHid, OTHOCHTEJIHHO ARO0IEBCEAXD CHCTEMDb, HA
BAMKHYTBIA CHCTEMBI, JO0CTATOYHO YyKasarhb Ha TO, 1UTO noc/abauiil  cIy-
qafl UPEBOJAMTCA Kb IPEJBIAYHEMY. Bb caMomsb b, rarbh XOpoumo Hs-
pberno, pascMarpuBaeMas 3aMEHYTad CHCTCMA, paspburcHieM® ed YpaBHE-
Hifi OTHOCHTEIBHO UYACTHHIXH NPOH3BOXHLIXD, IPHBOAUTCI Kb AR00IEBCROM

1) Cm. coobuy. Xapw. Mam. O6uy. . VI emp. 225, Comples rendus d. S. de
VAcad. des Sc., 23 jawvier, 30 janvier, 4 judllet, 1899 m rzasy VII macroauaro
COUMHEHIA.



cucren®, m, nyTews aareGpamuecknxn IpeoGpasoBamifl, 3QMEHYTaA IpylIa

PUSCNATPHBAGMBIX'D  OE3KOHEUYHO-MATNXD NpeodpasoBamiii mepexoinTs B

FPYINY BD HHBOMONIM, COOTBETCIBYIOMYI 0IyYeH Ol AK0bieBckofi cucrens 1),
A1 mpmwrbpa Boseyens cabiyouyo cncremy ypasmemif

de=Xdt, dy= Ydi, (10)

AOITYCRAONLYIO I‘pyHHy JIBYX'D PT[’IS,[YIOI]IHX’L PasIMUHLIXD 0C3R0HEUHO-MAILIXD
II}K‘OODHBOB&HIH

0
06=6 L0 L, vp=52 4 ne

A, Vs e 7, TPEICTABIANID (PYHRNIN TepeMBHHBIXT f, z, y.
Rars usBBCTHO, BO3MOMKHLI TOIBEO cabIyomuxs 18a cayuas 2); UIn
mibers Mbero yeaosie

(l]l (f): UQ (f)) = Oa
HIH CYH_[E—CTByeT’B 3aBHCHMOCTD
(B U= 1 F.

Ecmn mwbers wbero nepssii CIyuaff, T0 cocTaBIAeMb TOrIa CIbiymo-
nig ypaBHeHiq

t; (f):bl’ U, (f)=1,,

upn ueMs by, b,, 0603HAYANTT IPOHZBOIBHLIA TOCTOSHHLIA BEeIMULHBL BEH-
sucrieMs 3arbvn KBagparypy

. It ; . :
,:fz[blnz_bg%)(dx—de)+(b.3§1—-b1 §)(dy—Yan]+0,

b b — HoBag IIPOU3BOJIBHAL MOCTOAHHAA BEINUHHA H UMBETH A SHAUeHie
A Eg] 7]3_—§27]1'

U5 ragont cayuah 00a HCROMBIE HHTEIPATA TAHHON CHCTEMEL 1uddepeH-
WAIBHBIXG ypaBHerifi (10) cramosaTcs

) Cp. 8. Lie.—Mathematiscke Annalen, Bd. XI, S. 495,

C. Jordan.--Cours d’Analyse, t. III, 1-re édition, p. 81—-82.

) 8. Lie—TVorlesungen iiber Differentialgleichungen mit bekannten infinitesima-
on Transformationen bearbeitel und herausgegeben v. G. Scheffers, Leipzig 1891, 8. 412.
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o i gy
=l *:aw
b, 1" b,
I‘J],’h a, n da, IPeIcTaBIdI0Th ,KB'E I pOH3BOJILHBIXD JIOCTOSAHHBIX'D BEJIUYHHEI,
af of ot
IIpH YEMD ITPOU3BOXHLIA Bb—) E He 3aBHCATDL 0TH BEIHUYHHD bl 1 bz'
1 2

Bo BTOpOMT H3T YRABAHHBIX'L IIPelIOI0:EeHIil, OTHOCHTEILHO pascMa-
TPHBACMOf TPYIIBL, IL0IyYaeTCA Crbiyomas NOIFAA CHCTEMa JTHHEAHBIXD
ypaBHeHiil

of , @ df il 0
J——Fkl—l- Y—i_—_(), §ll+77]—i=0,
at ox dy ox 0y

unbomasn GeskoEeuRo-Mazoe mpeodpasosanie U,(f). Paspbirag ysa mocrbi-
HHXD YPaBHEHIA OTHOCHTEILHO TPOH3BOLHBIXD g—i, %, moayIaeMs ARo0i-
@BCKYI0 CHCTEMY, KOTOPOH cooTBBTCTBYyeT® crbIyomee ypaBHeHie BD IOI-
HBIXD Jueperniaraxsb
(Zg:?l(Yx—{—(Y—%X)dt.
S

L

Aro ypasHeHie mwhers OeskoHeuyHO-Maloe mpeodpasoBaHie

TloaToMy OTHOLLEHiE L I[peICTABIACTS HATerpHpylomifi MEOuTEIs HOCKb/-

Ui

HATG YpaBHEHiA BB IMOIHBXD Ju(depennialaxsb, ero UHTETpalb CTAHOBHTCL

LI

Si
g

MR T Y
ly——de— (Y —— X)di| =a,
Sl S1 =
1 npejcTaBigers BMBerh ¢b THMD OMUHD M3 HHTETPATOBD CHCTEMLI (10),
IpH YeMB ¢, 0003HAUAETH MPOH3BOIBHYI0 NOCTOAHHYIO BEIHTUHY.

Bropoil 13b HCKOMHXD HHTErPaloBh HOIYUAeTCA 3aTHMD IPH HOMOULH
kBajgparyps. Bn camows jybab, mogcraBisa sHauemie y, ompexbasgemoe Hail-
NEHHBNS HHTETPAloMb, B NEpBUe M3DL JAHHHIX'G YPABHEHIN, MOIYIAEND
ypasHeHie

de=(X)dt,
unbonee 0e3R0HEUHO-MATI0e IpecdpasoBanie

i O
n=E T,



UG

T1% croOKE 0003HAMAITD PE3YIBTATE MPOU3BEIeHHAT0 HckIoueHis, IloaTomy
BTOPONl MCEOMBLI MHTETPalhb CTAHOBUTCS

A

()

715 a,-- HoBadA TIPOM3BOIBHAA MOCTOAHHAS BEAUUIHA.

4. OcHOBHIBAACH HA NOIYUCHHBIXH DPEBYIBTATAXD, IETKO YCTAHOBUTH
BTOpOIl cayuail wHTErpHpoBaHif iudepeHuialbEKXD YpaBHeHii (1) mau (2),
YPABHEHIl BB HOJHNXG AudpepeHmialaxs N AKOGIEBCRHXD CHCTEMb, MpH
HOMOITH KBalpaTyp’h, B TOMB NPeII0I0KEHIN, YTO PA3CMATPHBAEMLIA YpaB-
HOHIA TOTYCEAOTH TR HABLIBAEMYIO wMmMepupyeyio wynny Gesroneuito-
MATBLED MPeoOPas0saniii 1),

Ur00BL COCTABUTH NOHATIE 00T wwmewpupyenoii wpynnm, HATHENT Ch
OHpeTbIeHIA TAKD HABBIBACMBIND WPOUIBOONBITY WpynIs OanHol . pynist Ges-
KOHEUHO-MAIBITS NPeoopa3osamiii,

OGo3HATHNT wepess

[de—(X)df] =a,,

kb e e s (11)

TPYINY # PAsIHYHLIXD Oe3KOHETHO-MAIBIXG NPe0OPasoBamili CHCTEMH ypas-
Heriit (1).

Iyers mocabunss Tpyliia sariouaert nodupyiny 2) n, O€3K0HEUHO-
MAJIBIXD OpeodpasoBaHii

U6, Tyl .. U, (),

eb i, <n; mocabIHAA HAsBIBAETCA mpouseodioii wpynnoli, ecin Beh Gesro-
HETHO-MAUBLA TPe0OpasoBatia JaHHOE TPYIILL YIOBIETBOPADTS CIb Iy
YCIOBIAMD

(T,), T0)= 3 ¢, U,(F),
=l

129 BeBXD DasIMUARIXT 3HAUCHIH s 1 r, 015 1 10 ®, TpH 9eNT ¢,
NPEICTaBIATD NOCTOAHHLIA BEJIUNHEL

Hpexmoxoxnys, uro yrasammasm NpousBORHASA IPyUIA AMNBETH BT CBOW
UUEpPEelb TaRke UPOUBBOIHYIO TpymOy; »Ta NocabIHAd BB TaKOMD cayuab
HASDIBAETCA 6mopott npouseodnoii JaBHON TPYHOEL M T. 1.

OueBujnO, 4TO ZamHas TPYyIIa TOTYCEAETDh ROHEUHOe UMCI0 NPOM3BOJ-
HBIX'D TDYIIGD.

<0
iz

) 8. Lie w Engel.—Theorie der Transformationsgruppen. Bd. 1II, s. 679.

?) Mur roBopuMS, UTO HECKOIBKO GE3KOHEUHO-MAIHINS 1peo0pazoBaHiil JAHHOM TPy UTEL
o0pasyTh TOITPYHNY, 6CIN OHH 00pasgyloTh CaMOCTOATEIBHO TPYONY, HEBABUCHMO OTh
OCTAIBHBIXD 0e3KOHeYHO-NMAIbIXD IPeoipasoBayiil faumoir TPYIIIEL




1;1“

Ecan mocabaaas mpousBoiHAS AaHHOI TPYINE HPUBOIUTCA Kb OJHOMY
TOJABKO Oe3KOHEYHO-MAJIOMY IIpeodpasoBaHil, ‘TO MBI HA3ZLIBAGMD DPascMaTpH-
BAEMYI) TDYLLY uUnmerpupyeroi.

Ilpeamoxomums, 9ro rpynua (11) HHTErpEpyeMad H nnbers ¢ mpo-
H3BOJAHBIXD IOATPYIITG. IIpeicTaBUNG KamIylo HOCIBI0BATEIBHYI0 HPOU3BOT-
HYI0 TPyInuny BbH HOBOW cTporb cabiyloimuMs 00pasoMb:

U0, Ol T, (Do O U)o Ul

A TS e PN et

'nq ==

Gl T, e Ty ) Dl

U,(H). U6),... T,
U

B takoms cayuab, corracwo ¢ C. Jlu, unrerpuposatie ypasHemii (1)
COBEPUIAGTCSA IPU TOMONIL % DAsINUEBIXD EBagparyps !). Ho mbr nubems
BB BUAY NOKA3aTh, UTO THCIO KBAJPATYPD, HEOOXOIMMBIXT JIA HHTErPHPO-
BaHigZ cuCTeMH (1) BT PAscMATpPHBAEMOMT ciydah, paBHsercsa YuCIy mpo-
M3BOAHBIX'G IOITPYIID JAHHOM TPYNIEL, yBeanmueHHOMY Ha eimmdny. Tarmws
06pA30MD BCARIH Pasb, KOTJa YHCIO PasCcMaTPHBAEMBIXH IPOH3BOIHBIXD IOJ-
TPYIIG MeHblme 7, T0 uscabiywas sajaua HHTErpupoBaHia paspbuiaercd
I[PH TOMOIIM MEHBINATO WHCIA KBAIpaTypD, Hememr sroro rpedyers C. J.

B1 camows nbrb, ma ocHOBamin IOHATIA O IPOE3BOLHBIXG TPYIIax®,
CTAHOBUTCS OYEBHIHBLIMB, UTO PABEHCTBA

X(f)=0, U,=0, G()=0,... 7, )=0 (12)

00pasyoTh 3AMEHYTYI0 CHCTEMY JHHEHHBIXD YPaBHEHIH ¢h YACTHLIMH TPO-
M3BOIHBIMII TIePBAr0 LOpAjka HewssberHOM (yHEmim f, m uT0 MOCKbIHAA
CHCTEMA JOIYCRACTD SUMEHYWYW WPYNNY W — 0, PasiuinbleLs heskonenno-
MATBIZTS NPEOOPA306ANLIL

BT g (13)

TBficTarersno, ckookn Ilyaccoma, cOCTaBICHHBIT M3D IBBHIXG uacTell ypas-
HeHifl (12), YHIUTO&AOTCA, Ha 0CHOBAHIN 9THXD CAaMbIXDh ypaBHEHiil, & CROOKH
Myaccona, W3h 03EOHEUHO-MAILIX'D IpeoOpasosaniil (13), BEHPAKALTCA JTu-
Heitmo ¢ MOCTOSHERIME Kos((uuienrann tepess rbaois qacTn ypasHenii (12).

H S Lie.—jzfathe-maﬂ'sche Annalen, Bd. XI, s. 517—518.
S. Lie u Engel.—Theorie der Transformationsgruppen, Bd. I1I, s. 708 —700.
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Tlosrory, BL cury mpepaomenis, TokasaHHATO B 793, MHTerpupoBaHie
CHCTeMBL ypaBHCHII (12) coBepIraerca mpu HOMONIM OXHOA TOIBKO LBajpa-
TYpBl, M MBI II0XyYaeMb Ju(hepeHmupoBamieMs # —,; DABINYHBIXT ed
HHTEIPAIOBD, KOTOPHIE 0003HAUHMT Uepess

oy

Mocabpuia pyrsnin aprmores Bwberh o s HHTeTpaIaMu YpaBHeHis (2).
[los10My WHCAO BXOJAMNXD BH HETO HE3aBHCHMBIXE nepeMBbHEBXD U BMbBCTH
¢b TBMB MOPIIORD CHCTEMBI YpaBHeHi (1) MOryrs OBITH HOHMKEHH Ha
==ty euEnID. IIpejmolokuns, UT0 MOIYYEHHEE WHTEIPAIL PasINUHBL
OTHOCHTEIbHO NepeMBHHBIXE

Ltar Fyppar o &,
Beoza swbero mocabamuxs, moeMu mepebrEBNML, (ymELin 7. loiiandyin.
MEL 1IDE0GDPA3OBHIBACMD ypaBHeHie (2) kb cabiyomenmy Buiy
"y
of Jf
et 14
(= of Yoz, ()

=1

Tars raw®L QyEENin f caymars mHTerpazaMu ypapHeHill (12), To mepsas
HPOMBBOTHAA Wamieidl rpynmsl (11), Gy1ywTn npeoGpasoBaHA TAkKe Kb HOBLIMD
nepeMBHHBING, 1IpejcTaBIgers unmepupyeryo  pynny 7, PAZIUTHBIXD
Oe3EOHEUHO-MAXBIXD [Pe0dpasoBamii, JOIIYCRAEMBIXD YpaBHEHIEND (14), Ko-
Topad TpelcTaBIdeTcsS Bb cabayomemn Bunh

Ui, Uyth), ... UL,

r1h BBegeHHI 0003HAUCHIT

e 7y )4/0
L

=1

i IIOCTaBIEHHBIE CBEPXY OYEBD 3HAUKM OTMBUANTE pesyrbTars COBEpIIEH-
HATO TpeodpasoBaHid.

Taknyns 06pasoNs MBI HPUXOIUME KD sajiaub, aHATOTHUHOL HCXOTHOI
sazaub, HO mMopaika Goxbe HE3KArO Ha 7— 1, eIMHHID.

Hpurarag &L ypasuenin (14) IPeABIAYIIIA PASCYHAACHIA, MBI IOXY-
JAGAh,  IIpH NIOMOIMH OXHOM  TOABKO EBAJAPATYPH I JAu(epeHInupoBamis,
¥, M, HHTErPaJI0BDb YpaBHeHid (14), IIyCTb

fn—nl+1’ f;b—nl—{—m e fnwng’
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PA3IMYHBIXD, IMOIORHMD, OTHOCHUTEJIbHO IIEPGM'}&HHI}IX']:

'I‘n,__}_p ;L'”2+2, SR ;'l'.rz.l‘

MpeoGpasoBsBaeMs ypasaemie (14) Kb HOBOHIMD nmepembHEBING, TPAHIMAA
3a TALOBHII TOJLKO UYTO HANUCAHHBIE HHTETpaidnl U T. 1.

Haxomens, mocrh g—1 EpaTHATO MOBTOPEHIA YEA3AHHBIX'D omepatiii BE-
WHCAeHIA, MBL OPEXOIEMD Kb COCTABIEHIIO saMEHYTofi cHcTeMBl IBYXD c1b-
AVIOMUXD IMHEHHBXD YPABHEHIH ¢ UACTHBIMIL TPOH3BOLHLIMI mepearo Imo-

PAJEA (PYHEIIH f, MO HE3aBHCHMLIMD nepeMBHHBIND &, %, Zys - - - &y g

Xe =0, 100
JONYCKAIOUUXD 3aMKHyNylo TPYIILY GeBEOHETHO-MAIBXD IpeodpasoBaHiil
ga-v(f), U&=, ... U)(gq—_ll)(f).

BHIOIANBH elle 0JHY, ¢-I0 MO cueTy, KBAJpaTypy, MBI COCTABIACND,
npu moMouw AudepeRnupoBanid, n, ,— 1 HHTEIPAIOBD mocabIHUXT IBYXD
ypaBHeHifl, KOTOPHE Mbl 0003HAUUMT Yepesh

fn——nq_ﬁ—l’ fn——nq_ﬂ—Z’ R fn~1

bt 6YILBM'}3 npejuaoraraTb Pa3THIHbIMIT OTHOCUTEIbHO HGPGM'}SHHHX’L

Byy Tyy oo By -

Ilpuunyasg IOIYUEHHBIE HHTErpainl 33 HOBLIA nepembuHbLs, BMbero mocabj-
HIEXD BeIMUAND, MBI IPAXOJUMD, HAROHENH, Kb YPaBHEHIO BHIR

of of
= e )
o Xl dx, £

JoIyckaouieMy 0e3R0HEUHO-Maloe npeodpasoBanie

U0(f) =&l 9

=& e
oz,
(rado OTH, cooTBBICTBYINIEe OOLIKHOBEHHOE MH(PEPCHIIAIbHOe ypaBHeHie

3 1 i
umbers UHTETPAPYIOMI LT MHORHITE.Ib @ 0 HCKOMBIIL HHTETPaNDh pascMaTpu-
11

BaeMaro aBHeHig [ moIyuaercd IpH [OMOIIH LBaLpaTypbl
n

1
S@ ((lxl — X(LQ) dt).

=



IpupaBHABL NPOU3BOIBHEIMG HOCTOSHHBING BeJUUHHAMT BeH BHIUIN-
CICHHDBIC HHTETPAJHI M BO3BPATHBIINCL KD HCPBOHAUYAIBHON cHereMbB mepe-
MEBHHBIXG, MBI T0IYYAeMD TakUMDL 00pasoMb IOIHYH CHCTEMY HHTETPAIOBT
T4HHBXD 00BIKHOBEHHBIX'D zzH([)(I)epeﬂmauLHbmb ypaBHeHiii (1).

Camo codowo pasymwbercss, uro IpPHBEIEHHDIT PAsCYAICHIA MPUIATAITCS
0e3Db CyMECTBCHHBIX'h M3MBHeRif Takike K MHTEIPHPOBAHIID CHCTEMHL YDAB-
HeHIT B MOTHBIX'D Iu((epenniaTaxs, IOUyCRAONUXS HHTETPHPYENMYI0 IPYIIIY
0E3KOHeUHO-MAJBIXD IIPE00Pas0BaHIil.

v mpegsigymraro msromenis crbIyers, UTO UMCI0 HEOOXOTUMBIXE
EBAIPaTyph, A HHTETPHPOBAHIA ypaBHeHill BT 000UXBH pascMOTPBHHBIXTD
CIVUQAXD, MeHbIIe CpaBHHTEIbHO ¢b Tpedopamigmm C. Ju, woropeit pb-
WACTD KAKIYO 13 00BHXT 3a1aub, UPH NMOMONIN 7 DPAsIMUHRIXS KBAIpa-
TYpb. Memay ThMEh orasniBaercs, urto, BB cayuabh apymuwnt 63 uneosouiu,
AOCTATOUHO BCELO OJHOIN KBAAPATYDBI, & IPH UMMeLpUPYeMoil ypynnty, THCI0
HEOOXOJUMBIXD KBA/IPATYPT DABHAGTCS UHCIY NPON3BOTHBIXD IPYIND, yBe-
THIeHHOMY HA CIUHUIY.

BBojmvoe yupoienie BHTCRAETT W8T 0CHOBEOTO TOJOKEHId, UT0 kascdoe
deskonenno-naaoe npeoopasosanie C. Ju cuemennt danwwizs dudepenyiann-
HULED YPAGHENIE ONPeOnIAems UHIMEPaNs COOMBILINCMBIYIUETE RANOHUMECKOTL
cucmemvt JAiysunn.

JTOTh Pe3YABTATD, KOTOPHil ocrarca HesaMbuemmbiwn C. Ju m ero
NOCIBAOBATENAMH, SBIACTCA CYNECTROHHLIMT XA PAsBHTIA Teopin Gesro-
HEUHO-MAIBIXD IpeoOpasoBanii. bBaarogaps ToMy ke pesyasTary mpiodph-
TaeTh HOBOG sHaueHie mpeoOpasopamie JiyBHIns JXaHEBIXD ypaBHEHIi Kb
EQHOHHICCKOMY BH]Y, KOTOPOMY 10 CHXD IIOPh HE NPHIACHBAIN S3HAUCHIA.
seabicreie HEOOX04UMOCTH YIBONTH [DH STOMB UHCIO PASCMATPHBAEMBIXE
nepeNBHHBIXT. OIHAK0, Kakh OKAsHBACICA, IIPH PASCMOTPBHIN Ge3KOHETHO-
MAILIXD 1peoGpasosanifi, Msr BBOTUNE TH ke cambid mepenbms JiyBnmis,
00pasylonis, cOBMBCTHO ¢b JAHHMLIMI, 1BA KIacca KAaHOHHYECKHXD mepeMbH-
#pIXh.  TakuwMb 00pasoMb ABIAETCA BO3MOKHOCTH IPHIOKATS Kb H3YYEHI
O3EOHeTHO-MAJBIXD IPe0OPA30BAHI TEOPID KAHOHHUCCKAXE YPABHEHI 00bIE-
HOBEHHBIXD M BB HOJHBIXD JIH(GEpeHiiaTaxbh, ROTOPAL, MBI I0IAraeMb,
AoxkHA pioGpberT mepBeHCTBYOIIEe 3HAUECHIE IIPH HHTRTPHPOBAHIN andge-
PEHIIAIbHBIX'D YPaBHEHIH, T0IyCRADIHXD Ge3R0OHETHO-MATBI IPe0GPABOBAHIA.

Bospyems, mag mpuvbpa, cucremy tuddepenniaibHXD ypaBHeHii 1)

dr=Xdt, dy= Ydt, de= Zdt,

AONYCRAMYHD CIBIYIONyo Tpynny OesKOHeYH0-MAIBIXD NPeodpasoBamiii

1) Cp. 8. Lie.—Vorlesungen itber Differentialgeichwngen mit bekannien infinite-
sumalen Transformationer, bearbeitet und herausgegeben v. G. Scheffers, ss. 545—553,
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U, (), T(f), Uyll),
YEOBIETBOPSIOMHXT JCIOBIAMD
(0,1, Uplf))=0, (0,(H), U(H)=U,(f), (V). To(H)=0,
IIPH 4€MDb BBELEHH 0003HAUCHI

G0=6 24T

=4 e ol
Y ox Loy

+& 0z

IlepBag upon3BOAHAS IOATPYNIA JaHHON TPYNIGI COCTORTD M3 OLHOTO
0e3koHEUHO-Ma1ar0 Ipeobpasosania U, (f). Ilosrowy, HHTETPUPYS CHCTEMY
ypaBHeHiit

X(H)=0, U,()=0, U,(N=20, Ul)=b,,

M0JyYaeMb, IMpH HOMOUIL KBAIPATYpPLl, YpaBHEHie
F=T(t, a, y, 2, by, b)+b,

rib b, b, u b IPEICTABIAIOTD TPH IPOUSBOILHEIXD NOCTOSHEBIXD BEIHTHHEL.
Craxo ObITH, jABa MHTErpala JaHHON cHCTeMBI IPEJCTABIAINTCA ypaB-
HEeHigMu
oV oV
e =a, OE =

1

ys

b @, 1 a,~—1Bb IPONSBOJIBHLIXD MOCTOAHHLIXD BETHUHHDL.
Beerens maabe cabiyomee o0osHaueHie

= o ol |

Sy ;5
L=l 8 Mtk

-

S Ay Sy ‘

H HA30BEMH Uepest A . MUHOPE mocrbimaro omperbimrers, COOTBBTCTBYIO-
mifi ero SIEMEHTY, PACIOIOKEHHOMY Ha IepechueHiH r-aro croxtma u ¢-oi
crporu. IlosToMy, Ha OCHOBAHIW YKA3AHHBIX'D BHINE COOOpAKeHidl, 002 Ipe-
ISIYIINXT MHTETpaTa IPeJcTaBIAnTca Takike Bb crbiyomens BALS

j [ 2‘2 (dor— de)-;—% Gl 232

(dz — Zdt) ] =1

\ [2‘3 (dz— X dt) - 223 (dy — Ydt) - —ﬁig(dﬂ—Zdt)]:ag.
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IIpemoxouns, 4To NOTYyIEHHEE HHTErpadbl PaspbITHMbB OTHOCHTEIBHO Ie-
peMbEEBIXD y 1 2. Bo rakonn cayuad rTperift merowmi HHTETpaIDL Haxo-
AUTCA HPH MOMOIIHE EBaIpaTypH

S 1 [do— X'dfla,
Sy

b @, 0603HAYAETH HOBYI IIPOH3BOILHYI0 MOCTOSHHYI0 BEJHYMHY.

d. Bs XI rowbs Mathematische Annalen (p. 521) C. Ju IPHIORUTT
Kb pbimenin cpoefi 3&;111114 uscrbjoBannrofi 85 raash VIII-ofi wacrosmaro
COUMHEHIA, TEOpil0 TPYNND Ge3ROHEUHO-MAILIXD IIpeodpazoBamifi. PasBuThia
BBIITE C000PAKEHIA MOBBOMAIOTT Takke 1 315Ch BHECTH VOpOIIeHisd B U3J0-
wenie C. Ju u npusolars phmemic pascyMaTpuBaeMofi 3alaunm Kb TPHLIO-
wkeHio reopembl HroGu-Jiysmiig.

Bosspamaeycs &p cucremb m ypaBHeHiit ¢ wacTHLIMI IPOUBBOTHBIMA
Bb WHBOJOIIN

];,i(xli xzi"'mn’ pl’p2..'ljﬂl):0’} 15)

Bos N2

VIOBICTBOPAKWIINXD YCIOBIK

D(F 1*,,...11”\70
R )4 '

Ipexnoaokuyms, 9T0 coorBbTCIBYMmIAs CcHCTEMAa IHHEAHEIXT ypaBHeHiii
Bb HHBOIIIHN

(F,, =0, = i=1,2,...m, (16)
IIM'E(:‘T'}) 77’6+7‘ PasiuYHBIX'D HHTETPaJ0Bb
7, e B e et (r < 2n— 2m) (17)

00pasyOIUXD (fynnuionasbnyio wpynny, o mn -+ q cywecmeenvimu  fiynn-
HLAMY.

OueBHIHO, UTO KamkI0e BLIpAKCHie

=47

NPEICTABIACTE OEBKOHEUHO-Mal0e TPeo0pasoBanie CHCTOMH ypaBHEHii (16).
10 e KacaeTcs GEBROHETHO-MAJBIX'H IIPEOOPAsoBaHiil

VA VD on . V() (18)

—*




aﬂ

cocraBreEubixs BB VIII raasb (cm. »02), T0 OHH YHHYTOKAOTCA JLiId
sgaueniil f, TpeIcTABICHHHLIXT DPATOME HHTErpatoBh (17), m Epomb Toro

b
00pA3YI0TL TPYIUNY GE3KOHEUHO-MATLIXD NpeodpasoBaniii BD MHBOIOUIL !).
Kawp u pampie (cx. loc. c¢.), Ipm TOMOIHE IHOCKBIOBATEIBHBIXD
HHTErpUpoBaHifl, HAXOAINE DAL 7 — Wl — ¢ — O PABINYHBIXD WHTETPAIOBD

Bh HHBOIONIN cmcTevbl ypaHeHift (16)

f;ui—l’ fr—}—‘z’ i fu—m-H) (19)
W COCTABIAEME 7 — M — §—0 HOBHIX'D OP3ROHEUHO-MAILIXT IpeoOpasoBaHiil
Vqu(f)ﬁ Vq+1(f)1 R ]7”_.7"+P (]L) : (20)

Beb Brpamenig (18) u (20) 00pasyord Ipyuuy #— m-— ¢ OGe3k0HETHO-
NAIBXD IPeodpasoBaniii Bb HHBOAIIN, KOTOPHIA EPoME TOTO YHHUTOEKAIOTCA
nag Behxb sHaueHifi mmTerpanosn (17) m (19) CHCTEMBI JIHEHHHIXE ypas-
HeHifl (16). 910 mocrbimee cocOpamenie JBIAETCA BECbMA CYUIECTBEHHBIMD
1rd gaapEbiiuraro msIomeHisd.

Ipexmoraras uHrerpaisl (17) 1 (19) pasimuHEBIME OTHOCHTCILHO IIe-
peMbHHBIXD g1 Tu_piar e Tys P Pasoo o Py, TPHEEMAGHD pyHE-
win (17) 1 (19) 3a HoBbLA MepeMbEHbI BexnynHnl BMEcTo mocabIHnxs mepe-
whaasxs. CaMo co6ol pasymbercd, uro ypasHesid (16) mpeodpasoBHBAIOTCT
BT YpaBHEHIA cabiyomaro suia

n—m- P o
ng h] Xw'a?f“zof
(3 s=

.

(21)

G=1;2a,
H IPyIOa XL n—1 —¢ Oe3KOHEUHO-MAIbIXi IPe00pasOBaHill CTAHOBUTCA

n—m—p ‘ df

V= S b
= s§1 i dxm-'f—s

6 =1, 2,u-i—m—0,

rib seb xosdpguuientst X, £ 3aBHCATH OTh OCPeMBHHLIXD BEIHUIHD

By, Ty, ... %, o B OTH BHAYCHIH LR RN NG e > KOTO-
DB PABCMATPHBAIOTCS EAKD IMOCTOAHHBIA Belmudabl. B rasows cayuab
HHTErpHpoBaHiec cHcTeMb (21) 3aRAHYHBAGTCA HPH TOMOIIH OTHON TOXBKO

kBagparypsl. Bb camows n1bib, BBelewm® odos3HaueHie

Y Cp. E. Goursat.—Legons sur Uintégration... p. 30—51 n woe mserbjopanie:
FEtude sur les transformations infinitésimales (Journal Jordan 1905, p. 74—-T75).



St S oo Samopn
D= §12 §22 5 §n--m—P, 2
§1, n'—-th §2, n—m—p e gn-—m-—P, n—m—p

I Has30BeMDb uepesd [, MuHOPS nocxbamaro ompenbiurens, coorsbrersyio-
il ero axementy &,
HponnrerpupoBass Tounbiii ruddepenuiars

n-m—p n—m—p

df = 21 2! ka(dx s Zde)',

s=—1 =1 =1

IPEICTABUNT MCKOMBIE HHTETpaibl crbIyomumu (popMyIaMi

of
0_b;5

k=1, 2,..0—m—p,

WM TIPH IOMOIH CIBIYOIMUXT EBAIpaTyph

n—m—0 T)

> “’%d ZX d),

s=1 =t

k=1, 2,,..n—m-p.

3arbys wETErpHpOBaHie JuepeHialbHbIXT YPaBHEHIH ¢'b YacTHHIMI
IPOMBBOAHBIMII (15) coBepmIaeTcs Ha OCHOBaHIM Teopid XapakTepUCTHRD.




O6mia w3eabiopanis, OTHOGAMiAEA Kb HHTErpEDOBAHIH
B, KOWGYHOND BN NHQ(epenmiadbHbIXD  ypaBHeHl
nepsaro opajka.

Cmamvs 1.

0. Mopayxaii-BonToscHOrO.

§ 1. MuOrouHCICHHBIA uscrbroBamig, OTHOCAINIACA Kb MHTETPUPOBAHII
BT KOHETHOM'H BHLB AGEIeBHXD HHTErPAJOBDL, OCHOBHIBAKTCA HA TOpeMaxh
Jeosuag ) u AGead 2).

TepBrii Tokasais, uTo, ecid AGerTeRh WHTETPAND BHPAKAETCA BD KO-
HETHOMH BHIB, T. €. BbIpamkaercd UePesh OCHOBHBLA TPAHCIEHICHTHBLA pyHE-
mH (10KA3QTeNbHbIL, TPHIOHOMETPUUECKS, JOTAPHOMITCCKL 1 KPYIOBELA), TO
5T0 BbIPAKEHIE MOWETD 6HITH NpHBEIeH0 Kb cabayomedi dopyb:

k=m

[ Pe par =16, 9+ Closp . v) 1)

V=i

b G, mocrogmEbid, ¥ (2, y) I w,(, y) aaredOpanveckia QyHELIM OTH (@, ¥)
AGexrb pbraers Kb aTOMY CYHIECTBEHHOE 100aBICHIe,—O0Hb 10KA3LIBACTD,
uTo (YyHEEDH % (%, ¥), @, (*, y) MOKHO BCOIAa UPEJTOTOKUTE pamioHAIb-
HpiME GYHEMIAME (2, ¥).
Meronst JpoBnas n AGerg Moryrs OwTh npuwbmems &b phumenio
porbe oomaro Bompoca, o (opwb mEterpaza /== C HENPHBOIIMAr0 alre-
Opamueckaro Ju@epeHIialbnaro ypaBHeHld TEPBAT0 IOPATEA

f@, y, ¥)="0 (2)

BE TOMb G.Hy‘la'h, KOrJIa 3TOTH HHTErpalb BLIPARACTCI BB KOHETIHOMD Bﬂ,[["ﬁ.

1y Liouville. Intégrales dont la valeur est algébrique. Journal de Crelle B. X.
1833. p. 342, Sur la détermination des Intégrales dont la valeur est algébrique Journ.
de I'Ecole Polytechnique. t. XIV. Ch. 22. 1833. p. 124. Mcmoire sur I'integration d'une
classe des fonctions transcendantes. Journ. de Crelle. B. XIII. 1835.

2) Abel. Précis d'une théorie des fonctions elliptiques. Journal de Crelle B. TV.
1829 m Oeuvres t, IL. p. 545.



OYECE ') mpH mOMONE COBEPIICHHO APYTHX'B METONL mscabmoBamig mo-
KasbIBACT CIBIYIOMYID HATEPECHYI TeopeMy:
Fea o6uiii unmepais nenpusodummo dufigepenviavnaio ypasnenis nep-
8a10 nopadka (2) amedpawueckiii, mo ons ecerda mocems Fuune npedcmag-
ACHD BB CAIOYIOUEE (fopmm:;

P, y, N)=C (3)

P pavionavian Gynkuia (x Y, A),w /N onpedwaaemes nenpusoounmia
ATCOPAUNCCEUMS  YPABHEHICMD

f(weya A):O (4)

M 1okaieNs He TOmBEO TO, WTO BTOTH PE3YIABTATT MOKETH OBITL 110-
Iy4eHD OOBYHBING METOJ0ME JBOBHIA, b GOIBUTHMT yenbxout yike upu-
wbrasmuycs Kenurcoeprepons ?) Kb phmenio MHOTHXT BONDPOCOBH, 0THO-
CAIXCA ED TUOPEPeHNialbHbINTG YPABHEHIAMD, HO MBI TAKKE 0000 IHM
pesyabTaTh Dykca, 10KasaBh TeopeMy, uTo
FEeaw oowiii unmepans nerpusodumaro Jugieperyiasvnaro ypasuenia nep-
6ar nopadra (2) ewpascaemen 6 womeunos 6UON, MO 0Ns Geerda Modcems
Ovimb upedemaeaens 6o caundyiowedi (fopar:

k=m gFe=r—1

Glog [| w7, 9, &, ) VGG 0 25 )
J=u

P2, y, \) YV Gz, v, A>+Z
k=

=]

D, G pavionasvuvea dymriu ( . W, PAIONATBHAA Pynryia (z, 1, G)

? l y > ?P;LZ b, 9 3
A onpednasemen ypasuenienrs (4), « nepsoobpasiwiii Kopens  08yrULCHNALO
ypasuenin o =1,

§ 2. Ipucrymas kb uscakiosanino, 3aMBIHNT, UTO BeAKoe auredpan-
TecKoe 1H(epenniarbaoe ypaBHEHIE MOMmHO IPUBECTH Kb BUAY:

Mz, y, t)de+ N(z, y, Hdy =0, (6)

b M(x, y, 1), Nz, v, !) pauionasbuna (ynknin (=, -y, £), t oupexh-
IAGTCA HEUPHBOAMMBIMGE AITe0paHYeCKIMT YpaBHeHieMT,

Caall i (D

Br camows pbrb, moraras

Ye=ole, g, 1), B

1) Fuchs. Sitzungsber. der Berliner Akademie 11 Dez. 1884, . 1171
) Konigsberger. Allgemeine Untersuchungen aus der Theorie der Differential-
gleichungen. Leipzig. 1888 u APyria ero crarhu BL mypmark Rpexxs.




rib «(x, y, t) Kakad yroJHO palioHaIbHAd ¢ymknig (x, y, ) MBI OpUBO-
1B ypasHeie (2) Kb Bugpy (6), ecau ¢ MOTINHEM'D YPaBHEHIO

f[x,y,a(x,y,t)]=0 (9)
uin (7). Bb wacrTHOMDB cayuab MOKHO LOIOKHTH
b=/, (10)

b A omperbagerca ypasaemienn (4).
TloowkuMs cIepBa, uro rbsag uacrh ypaBHEHId (6) mpejcTaBiAeTD
moannifi pugdepennials du , TAKb UTO

~

ON oM

0 (11)

Torga obmiii mETerpaxs ypasHEHIA (6) 0yIeTH
i ==

b U:S(Mclm - Ndy), Tab g KpaTkocTH TOIAraeMb M=M(x,y,1)
N—= Nip., 4, ik

Hawmp NpHEXOEUTCS BOCHPOMBBOIUTL TOIBKO Cb HeOOIpIIUMH H3MEHe-
HigMu pascymkjieHis Jb0OBUIA, YTOOB JOKA3ATh:
e S(]V[dx - Ndy) evipascaemes 6o KONEUHOME 6UON, MO MOJNCENS Gvlmy
6cerda mpusedens ko GUOY:

k=m

f e+ vt =16, v, 0+, Glozw s v 0, (D)
=1

W ¥, W, amebpawiecria gyniuin (x, ¥y, 1), Ck ROCIOAHHOE.

Buberh ¢n Jponrens ') nasssaews Gymkuin e, e .. lgu,, lgu,. . .
oib w,, w, arreGpamveckia QyHRIIH (¢, ¥, t) OCHOBHLIMH TPAHCUPHIEHT-
HBIMH IEPBAT0 KIacca, aaredpamueckis (YHELIM OTD HUXD IPH yCa0BiM, YTO
ons e IPHXOJATCA Kb aireGpanueckuMb QYHRUIAND (x, y, t) HA30BEMD
BoO0IIe TPAHCIEHIGHTHLIMH TepBaro Kracca.

QyHRIiN ¢, lgv, b v TPAHCIEHJIEHTHELI IepPBaro KIacca OYAyTDH
OCHOBHEIMH TPAHCIEHIEHTHHIMHE BTOPOTO EJIACCd, IPH yeaosin, uro oub me
TPUBOAATCS KB TPAHCHEHICHTHEIND MepBAro RIACCa, aarefpanveckis QyHRIin
0TH OCHOBHGLIX'D TPAHCIEHIGHTHRIXD BTOPOIO KI1aCCa HPU TOMDL KO yCaA0BiN
OyIyrb TpPAHCHEHJCHTHHA BTOPOTO kracca H T. .

1) Liouville. Mémoire sur la classification des transcendentes m 7. . Journal de
Liouville t. IT 1837. p. 36.



IIpegnonraraems, uro U TpaHCIUEeHAEHTHAA 7-T0 KJacca, TaKb YTO
i S (Mda + Ndy) = = (607", 6. . ), (13)

rib m aareOpamueckas QYHKIIA 0TH OCHOBHBIX'D TPAHCIEHASHTHBIXD 7-TO
KIaCCa: 6(1“’, g%, m TPAHCIEHSHTHb XD HACHHXD KIaCCOBH. HM3b Ge3ko-
HEUHaro vucia BhpameHifi prg U mbl 6epeMsd Th, BE KOTOPHIXD UHCIO TPAHC-
MeRJeHTHRYD #-T0 Kracca: 67 moBegemo 10 Mummayma.

U3b aTuxd mocAbIHUXD BHpaskeHii 6epeMt TH, BL KOTOPHXE THEIO
TPAHCIEHICHTHEIX'E 7—1-T0 Eracca: 0" 1oBejeHo 1o MummMyma u T. 1.
Hpu Paxomsd BEIGOPE OyIeMB TOBOPUTD, UTO ewtpascenie U dawno 6b npiu-

1W0MoeAeHHOMs 6w, Bb aTOMB cryuaB BeAkoe PaBeHCTBO
N6, 67...]=0 (14)

rrb N arre6pamueckas (BYHEIA OTH TPAHCIEHISHTHBHIXD n Kriacca: 6 u
HICITHXD KIACCOBDB, JOLKHO OHITH TOXKIECTBOMB, MO0 BB MPOTHBHOMD cayuah
u3h ypaBEeHia (14) omperbaman Gu 0 wepesn 65 ... ¥ HOACTABHBL BL
ypaBHeHie (13), moxyumau On gad U BHpakeHie uUepe3h MeHBIISE UHCIO
OCHOBHBIX'h TPAHCIEHIEHTHBIXE #-T0 KIACCA.

Takums Ke 00pasoMd yobmraeMcd, 4To PaBEHCTBO

N 6 =0 (15)

b N airre6panueckad QyHRII OCHOBHBIXD TPAHCHCHICHTHBIX'D j KIACCA: 8y’
U HUCHIUXD KIACCOBD IIPUBOJUTCA Kb TOHICCTBY.

Beabjcrsie aroro Jpae:{euee (14) u Jpamfeme (15) ocinaromen 6s cuarw
U NO 3AMIHIL 65 NEPEOMD 6 , 60 GHLOPOMB 0 wamumu yro0no  hynruianu
oms (z, y). Taxs momno sambmars 8 wepess m 8" wim 6 -m, ik m
TOCTOAHHOE.

Ioapaydch sTUMD 3aMbuaHieMb, TORAKEMDB, UTO 65 ewpasxceniu U, ecau
MO 0aHO 6% NPULONLOBACHHOMD BLL@%, HE BLOOAMD B06CE NOKASWIMEILNBIA djy]{)i"w&.l-t.

Moxomums:

j (Mdw -1 Ndy) = a(8) (16)
f— en (17)

U TpaHCUeHfeHTHAd #—1 Kiacca, & aaredpanueckas ¢yukmia (6, z, y) n
APYTUX'H TPAHCIEH/IEHTHBIX'D 7-T0 U HUCIIUX'H KIaccOBD. Tuddeperuupysa (16)

uwbems
Mdz - Ndy — "J;() daz - 0” 6)

dy
OTEYA om(8)
0

 or(b) {18)

dy




niu '
{ ox(t) an(e) a0
M_( ) s = (19)
[ 9=(b) dyt(ﬂ) 09
N——( i )+70—d7/, (20)

5

ox(h) oy
I'ﬂfh o bid ()_lj ‘ 0003HAUAI0TL YACTHBIA IPOM3BOJHDLIA, B3ATBIA II0
= :

Z W 10 ¥, BL IpPeANOIoKeHid, uro O pascMaTpuBaercsd, Lakb onperbien-
Hag QYHELiA (2, y).
Ypapuewie (19) ma ocHoBamin ypas. (17) HPUBOIUTCA KL BH]Y:

[ 9=(Y) dox(9) ou
M_( 3 )+ K , A

910 mocrbiEee ypaBHeHie aare6pamvyeckoe M JOMKHO O0CTABATbCA BB
curb u mo sambmb 0 makoii yrogmo ¢ymrmiefi ors (x, y), HanpuMbpn ml,
b m moCTOAHHOE.

Ho mocabrnss sambma 1aeTs:

/ dn(mﬂ 0]:(7%0 du ,
i (\ )+ d(mﬂ) Lt
1
dr(mb)
M=——>" ’
M e (18"

OTKyJa 9Yepesh CpasHeHie ¢b ypasHeHieMd (18) mwbems

on(mb)  ox(h)
gl T g o

cIbroBaTeIbHO:

7 (mh) = x(8) |- ().

b 6(y) 3aBUCHTD TOABEO OTH §. TaruMb &e 00pasoMb ypasHenie (20) Taers
7 (m) = a(8) -} o(x),

& (mb) = x(4) 4+ C, (22)

MO3TOMY

o C mocTogumoe, KOTOPOe MO®ETHh 3aBHCBTL 0TD e
Bsapp uactayo mpomsBofuyb 1o 0, mabems

()Jt(mﬂ) oz ()
d(m@) o4




s NG
a B3ABH M0 m, uMbems:
: dx(mh)  oC
SN e
o omb)  om ?
b C' mocrosmmoe. Mexmouerie 0_3*:(_742_6) JaeTD:
d(mh)
gy st
6 Tﬂ — O nm = E

OTEyzA
n(0)=Elyo - F

I’ He 3aBHCHTH OTF 6 wiu
) =FEu-+ F : (23)

T. €. Ja U noayuaent BhIpakemie yike He cofepkamniee 6, vero OHTH He
MO®KETD, TakD Kakh 10 yciaosi U 3ajam0 BH IPHUTOTOBICHHOMS BuIb.
Hoxoxuns temeps

b= low, 7 (24)

Irh w TpaHCIeFEeHTHAS n— 1-ro Kracca. Bb 5ToMT cIyyal moayuaems
OnATh ypapHeHie (19) m (20), n3b KOTOPHXS HOEpBOe HA OCHOBAHIL ypaB-
HeHia (24) OpuBOJMTCA K BHJY:

ox(0) on(f) 1 ou e
oot (‘a?) o6 wow )
YDABHOHIC 5T0 aIre0pamveckoe OTHOCHTEABHO §, 0cTAeTca BH cuuh I o 3a-

ubEb 0 makofi yrogmo (ymrmiei (z y), HanpuMbps, 0 - m, rags uro

[ Om(6 - m) on(f - m) 1 ou J,,
M*( o )+ 06— m) u oz e/

IR
W dﬂ(’ﬂ’@ “}* 6)’ (17")

X
OTEYZa Yepesb cpaBHEEHie ¢b yp. (19), moaygaems

om(0 -~ m) L om(0)
o T e

7 (64 m) = a(8) -+ o(y)
I TARHMD e 00pasoMD, HA OCHOBaHIH yp. (20), umbems

7 (8- m) = a(8) 4 (),




OTEY2
7 (6 -m) = a(8) + C, (26)
rib C mocrosHHOE.
Tugpepermupys mo § w 1o m Hubews:

om(h +m)  dx(h)

: a6 + m) 0h

om(0 -+ m) _oC _ o
o0 Fm) om °

OTEYIA
on(®)
0 E
z()=E8 L F, (27)
rib E mocrogmmoe, a F HEe 3aBHCATH 0TH O
I
m (0) = Elgu+ F (28)
B0OOOIIE :
U= a(ly, by...) = ), B, logu,+ T, (29)
=1

b F, mocrosHHbIA, F' TPAHCHEHAPHTHASA ¢yEEIiL 7—1 KIacca.
Mpbl JIOKA®EMB, UTO U, Uy, ... U, JOLKHH OHTh TOMKE axredpanmye-
cRuMH QYHELIAMKE (2, ¥).
Tean Ont U Oblia TpaHCHEHICHTHOM (ymEnief, To MO BHIIEI0KABAH-
HOMY BDL Hee He MOTIH OFl BXOAUTH NOKA3aTeIbHbIA dymxnin. Msr mwban Ob
u,= P, (30)

rrb P, aarebpandeckas PyHEIIA } = légv (v TPAHCIEHICHTHAL n—2 K1ACCA)
% p y »

#, y 1 JPyTHXD TPAHCUEHJEHTHEIXD #—2 H HACIMHXD KIACCOBD.
Ypasrenie (29) u (30) JaoTB:

*'i“ 5 [(oP)\ oP dx]  OF
W= L |\a) o o]

910 TocIBamee ypaBHeHie aire0pamvueCKOs OTHOCHTEIBHO ) M OCTaeTCA B
curb mo sambub y Ha ) - m U MBI, KAKB BHIIIE, U3D Y. (25) moxyunau (28),
I0AyYaeME 0TCI0JIA:

x(8) = Dlogv -G, (31)



e

D mocroannoe, G He 3aBHCATT OTH x-
Boo6mze:

7::.0
:
Z(8)= Z D, logv, |G, (32)
i |

rib D, mocrogHubig, G- TPAHCHEHIEHTHAS 7—2 k1acca, mocrbanee ke He
Mo#eTh UNbBTh MBeTa, Taks Kakh TOrga MPOTHBHO Veiosin [ = () ObLIa
OBl TPAHCHEHJCHTHAS HE 7-TO, & HUCHIATO KIACCA.

§ 3. Teneps, MaI0 OTRIOHAACH OTH pascymaeHii AGead, I0Ka3pIBAEMD,
U470 BDL YpaBHEHIH (12)
(2, 9,8 u P (%, y, t) yoxeno mpednoaaiamy paionatsusiy Q-
wmn (z, y, t).

JIg I0KAsaTeIbCTBA TOJOKIME:

k=m

f(de -+ Ndy) = &V Z C, log &, (33)
ik Ef, ), Ci” aareopameckia Gyusnin (z, y, {) ouperbiseMya HeIpPHBOI-
MBIMH  ypaBHEHIIMIT

e(w, v, £, §)=0 (34)
k=0,1.2._ .m
OGosnauas uepess:

1) ~(1) ~(1) ()
:0 7 S T §m
~(2) (2) =(2) +(2)
Sg » §1 2 ;2 SN Sy

e el L (35)

516 TN ) M5 ) R
Gg 0.5t ey,

CUCTeMbl 3HAUEHIl:

YAOBICTBOPAIoMIA cucremb ypaBHEHIA (34), COCTABHME (VHEMIO:

k=m
(z

1B IoCTOSAHHDIA @, T0A0UpAaeMT Tawb, 4T00H BCH T, ObLam OBl M1y codoii
PasINIHEL

JTH (PYHEOIM 7, OYAYTD ONpeAbIAThCS ypaBHeHiAME:

v e L (=) 4, =0, (36)




S e

BL ROTOPOME Kospuiientst A, a crbposarcibmo # BCAKIA DPANiOHAIDHLIA
CHMMETPHUCCKIS QYHRUIM 7, OyAyTD PANIOHATLHBIMI CHMMETPHUCCRUMH pyHE-
nigyu Bernunnn (35), a Ha OCHOBAMiN ypapHeHIil (34) pamioHaIbHBIME (yHE-
miAME (2, ¥, t).

Jerko Buybre, UTO BeARasS PpalioHAIbHAA (YHROIS BEIMUHHD EaKL01
n3b CHCTEMD (35):

@ @) @) -(@) a
goa o1 ég"" ém (3‘)
BB UACTHOMD ciyuab, Eamkiad H3D STHXH BeIMUMED (37) BRIpamaercd pa-
HIOHAJIBHO BB T,.

Bs camom® nbab, moraras

Sizr, &, ¥, =0t —m)lt—2s).. \e—T_]

1 0003HAUAS YIOMAHYTYH (yHENiO uepess P, a wepess Py, P,... 15 e
(QYERIiE 0T BEAMUMHD APYTHXD CHCTEMD (3D). Oylemb uMbTEH:

=N

o ;
H:E:?z: (r, 2, ¥, t)’ (38)

=1

i TR

b U (z, x, y, 1) pamionarsuas QyERHiA (T, @, ¥, 1).
[Morarag Bb ypasHenin (38) =17, MOIyUAEMD

Fat (’f(r@-, z, 4, 1)
POSL Y, 0)

rib S oramumO OTH HyId, TAKDh Kakb 10 IPELIoN0EeHilo 7, UPOCTOH KO-
‘1

peHb ypaBHCHiA (36).
Bp uwactEoM® cayuad nmbems

S dPte o (89)

b pamioHaipHEad QYHRIIA (T, 2, ¥, !)
g depenmupys ypasHenie (33) mwbems:

(1) k=m 1 055'(‘)
0 k
oz h=1I Sk &
0 1) k=m 1 agd)
0 k
y =1 k y



—

lepsoe u3® sTHXT ypaBHEHili Ha OcHOBAmIN ypaBHeHia (34) IpuBo-
JUTCI Kb ypaBHEHim:

k=m
M — w5 e Ll t 42
—-770(5073-”’ Y, )+ kﬁ'ﬂ};(skax7 Y, )7 (-‘)
e g]t
b e
' () 0z
ﬂk:‘ﬂk(sk > Xy Y, t):_—ﬁ(fa (43)
dlk
(1
98"
€CIH 1na RPaTKOCTH UHOJ0EHATH:
1) =(1
2‘,55 _lk(sgg)) x, Y, 1)
nnn
x(ty, &, ¢, )=0 (44)

b & wbras ¢yremis (z,, 2, y, f)
Iloxouys  Temeps, uTO HENPUBOLMMOE YpaBHeHie, onperbidomee
T =1, 0y1ers:
S'v, =, ¥y, H=0, (45)
TAKD UTO
8(e, #: 9, =8, 2, %, 0 8%, 2, ¢, 1),

IpUYeMD Ha DALY Cb T =7, ypaBHeHie (45) yIOBICTBODANTSH emre:

T =0t T,

Beabaersie menpusogumMocTn, ypapHemie (45), umba cb (42) ogund 06-
mifi KopeHb 7= 1t,, OylerL nMBTh H OCTAIBHLIE KODHH, YA0BISTBOPAIIILie
ypaBHEHII0 (42), Takb YTO: :

g !
‘ﬂ(t@'-. L, Y, t):O (44)
il 208 .

T ; ; 1) 1)
Ho sanbua v, Wa ¢, Bb_ypasmeminm (44) pasHOCHIbHA sambub §,

HA, gﬁj’ Bb YpaBHEHIW (42), Tak® 4TO

F=m ¢
A 25 t)—}—z g G s, (42))
K==1 Sk
d, Takbh KaKD Ha OCHOBAHIM ypaBHEeHIiA (34): :
04"
(2) !
R T t):—"—&"(i)— (43")
L3
0§




ik P =1 (“5:), x, y, t), TO HOIyUACMD
Og(ﬂ k=m 1 afk(.l;) ’
M——" Z 0 10/
ox i g‘“ 0w 0o

Takuns e 00pa30OMb, HCXOJA M3D YPaBHEHId (41), moayuaeMb
u(z)

41'
]: g(4,) d_j ( )

Yuuomad (40°) ma dx, (41') Ha dy, CKIAIBIBAS M METErpHDPY, LOTy4aeArs:
k=m
I(de + Ndy) = &2 + Z C,log & (33)
k=1
ge—1v 2.0 M

CrragpiBag [MOWIeHHO U Abrd Ha a, TOXYYAECMD

k=m

f (Mdx - Ndy) = Z *“Ur 2 o 1ogH(§§f ;

%—1

sambuag e, 9ITO
T=M i=n

@ i
Y &ou [] e,

=1 =

KAKD PAIiOHATLHBLT CHMMETPHUCCELT (yHRIIH E(“) §”"., a HA OCHOBAHIM ypaB-
Hemid (39) pamioHATBHBIA CHMMETPHUECKIST ¢yERmin 7, 1 pamioHAILHDIL (pyHE-
mwin (x, y, t), OyAyrL, UPWBOLHTHCA Ha OCHOBAHIN ypaBHeHm (45) wp pami-
OHAJIBHEIMD (PYHEIIAMD OTD (¥, ¥, f), MBIl IOIyIaeMD JLIS S(IV[dx+N(ly
BBIpaKeHie:

f=m

f(MdHNdﬁw(x g, O+ Y, Glogpge, 9, 0, (49)

=1

b C, MOCTOAHHBIL ¢(Z, ¥, t), (@, ¥, t) pamoﬁ'mbﬂbm ¢yurnin (z, y, t).
BD TI&GTHOM’B cayua’s 1mpH t= A\ BeIpaskenie (5).

§ 4. Temepdb IepPexoIUMD Kb CIyUal, EOIA JBYIICHD Mdz + Ndy
He NpeJCTABIAETH IMOIHAro JHpgepeniiara. MaTerpupyonliii MHORUTEID
1ol
== o
moxHOMY jinpdepentiany, YAOBICTBOPACTE ypaBHEHII0 IiepBaro MOPALEA Bb

qepesh YMHOKEHIe Ha EOTOPHIE Mdg -+ Mdy upuBOoJuTCI KD

Y3, CTHRIXD TPOH3BOJNHDIXD:




—*

it 45 e
u du g oN
N oo e
0x i dy # ( oy 0x)
n o = log ¢ ypaBHeHiD:
0w Jo
b O Sl
b
oM oN
e I\r = — 3 e S e e
ity L = s ag

PAIiOHAIBHBLT (PYHELIN 0TB (2, ¥, t).

Eeaw wemerpans U ougicfepenviaawnaro  ypasnenin Mdx + Ndy = 0
BLUPANCACICA 6 KOMEUNOMD 6udib, MO EMILCMIL b MIbMD GOIPANCACICA 65 KO-
HEUHOMD 6UOIL W UHINEPUPYIOUTTL MHOHCUMETD

Lalr
8= oz
U o=logu.
Msr temeph Gyzewmn passickuBarh (JOpPMY LIS @ BB TOMB caygab, rorga
@ BBIpaiKaeTCs BB KOHeuHOMD BuAb. Popwa jqum U mafiterca userbirona-
HieMD HHTerpala

| (e~ vay),

AHAIOTAYHRIMT M3cabroBamiavs §§ 2 u 3.
A HMEHHO MBI JOKQKeMDb, UTO:
Feaw wimerpas ougbepenyiaasuaro ypasnenia

M, y, )dz+N(z, y, Hdy=0 (6)
BLIPANCACMCA 65 KOHEUHOMD BUOIb, MO 6CE10A 0L HEW CYUECIBYEMT WHINE-
WPUPYIOUGEL MHONCUMMEN, INUNA:

E=am

=¥ ”H[HL_(J}, g, O], (46)

k=—1]

we Hx, y, 1), H(z, y, 1) paionamuvs dynxuiv (z, y, 1), A
CIMOAHHLA.
Teopena Gyners JokasaHa, ecIi JROKAKEMD, UTO, eClit AMeGpauneckoe

AHEIITOE pes oHIe
: (5] dw

do | Jo
b oy

I no-
= (47)

NEPEao  NOPAOKA UMIBEIT UACTIUBIE  UNMCPALD, GUPAACAIOUTICA 65 KoHe-
HOM GUOI, WO OHO 6COWOL UMIEINT UACINLLITL UNINCPAND WUNGL.




et G

k=m
o=H(, y, )+ Y 4lgHyle, y, b, (45)
W=
ww H(x, y, 1), H (v, y, 1) payionawnota dynkyin oms (z, ¥, 1).

Coxpaﬁﬁﬂ Imaccuq)mamm TPAHCIEHIOHTHEIX' § 2, MBI JOKAKEMD ClepH.
4TO HA PAAY ¢’ YACTHEING METETDAIOND, COLEPHANIMb TOKABATEABHYIO (yHE-
1in 6= " ¥ TPAHCHEHICHTHEA 1 — | KIACCA, BCELJa CYLICCTBYETDH HHTe-
rparb, He cojepkamifi es.

Toxaras o= (b), (49)

rab 7 (0) mwbers To ke smavenie, uT0 BB ypaBHeHim (16), Oygems umbrh
Ha OCHOBaHiM ypaBHeHIZ (47)

oz (9)
ox

o (B)\ , o (B) dz (0) oz (0) du
9‘7[( or ,)T a0 dw] i {( )+ 027]:" el

1
\

oz (0) i

+ @ % (50)

nin

Ypaprenie 370 aareGpamueck0oe OTHOCUTEABHO O M IPYTUX'H TPAHCICH-
JEHTHBIXH 7 — T0 M HHUCIIHXD MOPAZKOBL N OyIeTh 0cTaBaThed BE carb 1o
sambab 0 ma mb, Takn uTo

oz (m)h ox (mb)  ou oz (m0) dm(mb) ou]
P [( e ) i () mﬂ%] +v [( oy )+ 5 (mh) mB@] =z (51)

HIy
2 ox ( mh oz (mh)
e ) e o (mf)

dJ

= (50")

OTEyJa Uepest CpaBHEHie b ypaBHenieMsd (50) mwbems:

0H®, m) ,  o0H(®H, m) ;
ey, ey { pois v 0, (52)
b
H(6, m) =z (mb)— = (0). (53)

3nbch cabryert pasiuuarh JBa CIyvyasd, CMOTPS II0 TOMY, 3aBHCHTD
i Hesagueutrs H (6, m) orp . Bb mepBows ciayuab, moraras

By wmy=w

oyzems ambres w=— P(a«, z, y), rib P airedpanueckas PyHKROiZ « H Ipy-
IEX'h TPAHCIEHIEHTHBIX'E #—T0 U HUCUIHX'H IOPAZKOBL, IPHIEND & YacT-
HOe phlrenie ypaBHEHId:



de oa .
o + ay (54)
Torna
do (0P 0P e
%_( ) da dx
dor  faP ﬂj o
dy — \ oy ) da dy
do  Jdw 0P 0P OP| oa
(p?);;ﬂ‘*way* _rp((h;) +¢;(Ue/) st da 7 W+ ® 0/]
WIN HA OCHOBAHIM ypaBHeHid (H4):
0P oP e
¢(3) +w(0y)——x (55)
YpaBHEHIe 910 aIre0pamuecroe OTHOCHTEALHO § M APYTHXD TPAHCIEH-
AGHTHBIXD % —-T0 I HUCIIAXT IMOPAIKOBD M ocTaercd Bb cuab mo savbeb 6
TARIND SHAUEHIEM'D, IIPH KOTOPOM & PaBHO MOCTOAHHOMY ¢, T. €.
0P : 0P %5 54
ey OJ)H.“X i
BosbMems Temeph
dw ()P (()PO
d:(; Ox \5)
do_oF, (0P
dy oy \oy)’
OTEY ]2 ,
| L i Bl T
" N il e i A
Ho rtaxs rak® 0ueBHIHO
(()P ) apP dr, GP)
i (M)a_c g e
TO IO ypaBHeHIn (56)
Lol ‘ b, ; ;
R e (57)

n Pp=P, », y), yme He cojepEamas § = ¢*, OyJeTdb TOKE UACTHBIMD
HHTETPAIOMD ypaBHeHIA (47).




RS

Bo sropont cayuab, koria H (6, m) He 3aBUCHTH OTH 6. HOTYIAENE
ypaBHeHie

x(mh) ==z () + C (22
§ 2, KOTOpOE HAMB A0

(1) = Eu—+-F (23)

7. e. #(f) BL BETE TPAHCUEHIEHTHOM, ITPOTHEHO JCIOBiO, He Cojepwartes
aaredpanueckn . ;

TaxuMp #e TOYHO 00pasoMD, H3CABAys cayuall, KOTla b=1logu,
TpaHCHEHIeHTHAA 1t — 1 kracca, IPAXOAHND WIH Kb ypaBHeHilo (57). Tib

‘ Bl v

yiEe He cofepknTd O, mim Kb ypasuenin (26) § 2

x4+ m =m0, (26)
KOTOpOe 1aeTh HaMb
gy == Z Elogu,+ I (29)
=1

(E, moCTOSHIbIA, F TPAHCHEHIEATHEA 7 — 1 KIacca) W Ha OCHOBAHIL KO-
TOparo, Kakb Bb § 2, I0KA3BIBAEMD, UTO u,, I aaredpandeckis QyHETIN.
JTarbe moraraemMs:
k=m
o=H"(z, y, )+ ), Clog HY @, ¥, (55)

k=1

b Hl(,l) (z, y, t) amredpauteckis QyHEIIN (#, y, t), C, HOCTOSHHLLA.
; do  OJw
Onpejbiad u3H ypaBHEHA (58) = i} o H TMOECTABIAL BDL YPaBHE-
Hie (47), moxyuaens arredpaudeckoe ypaBHeHie ;

k =

(dﬂg)‘ i’"c R - e aH“)Jr
s T L go ) Z
oz H,' ox

=1

Hnan

W 1l 4 ;
+v QO(H‘”,x ¥, ) Z i g0 PHD, 2, 9, =1 (60)

k=1 k




b

PlgrV e gty (61)

QH, "y e (62)

r1b
Bt gy g,

B, =1 (63)

arrebpanueckia ypasuenis, ouperbrgommis i

Haw® ocraercs TOABEO IOBTOPHTH pascymmeHia § 3, UT0GH HCXOLT H3T
ypasueRift (59) u (62) monasarh cymecrBoBamie crbIyOmEYD ypaBHeHili:

(%

=m

Z LoH (aﬂg’“ ’"i’”c 1 aH;“) -
OAH“ e )T§0 o = k@——dy =1

=1

r1b
HA— A er | o At g (64)

panioraxsEas ¢ymenia (T, =, y, 1), T, ompenbisgercs HempHBOLIMBINE
YPaBHEHIeMb:

S(T,, #, y, =0 (65)

Ypasrenrie (59') mim, uto TORKE,

0(02. ()U
o ox A oy A
r1b
k=m
coﬁH”) +y0100H(“(w ¥y, )
l:l
JTaKTE 10 CIOKeHIiH:
0L 0L
BT -+ @ =




e 50 =

r1b
=N k=m i=N
: i i
sz:l_IVZHg)(x, ¥, t)+1\72 C, log II H(x,y, )=
F=1 k=1 t=1

k=m

=H@, ¥, t)—{—ZJ.klong(a:, W, 1),

E—=1

b H(x, y, t), H,(», y, {) pamionaupHsst QVHEWH (2, y, 1), 4, 00~
CTOAHHDIA.

§ 5. Taxuwn 00pasoMs, ecim uHTerpars [/ BHPAKAETCA BL KOHE-
HOMTD BB, TO OHD MOKeTH OHITh NPEICTABICHD CIBIVIOMUMD HHTETPAIOND

k=m

v= o0 || @, v, 0701, y, 0de+ NG, g, D). (66)

=1

Kb sromy maTerpaiy OyAyrb OTHOCHTHCA HAIIN naspmbiinrig uzcab-
J10BAHIA.

Ilpu noMomu Dascy&ieHifi aHATOTHYHBIXD DPASBHTHIMG Bh § 2, M
MOEEMD JT0Ka3aTh, UTO

Eeau otwiii unmepaxs (66) vpascagmea ¢o KOHEWHOMs Gudib, mo ois
MOJCEMD BLIPANCAMBCA 65 00101l U3D CAIBOYIOUULD 0BYLD hopae:

k

[l

g

U=t 0\ [H (2, y, 91V Gz, y, ) (67)

=1

k=m

U=, y, t, VEE, ¥, t))+2 Clogp, (z, y, t, V Gz, y, D), (69)
1

wnw H,, G pavionavivs yniyin (2, y, 1), D, @, POYIOHAILHDIA ymi-
win (&, y, t, g), 10n g= f/@ (x, Y, t), 2, C, nocmoanHLa.

Mbr GyieMb OUSTh HMOIB30BATHCA KIACCH(UEALieH TPaHCIEHISHTHEIXD
§ 2, HO TOABKO BBeifL BE Hee crbaywouiee mswbmerie. 3a 0CHOBHEBII TPaHC-
NCHIeHTHEL 7—T0 EIAcCa IPHHUMAEND HO TOABKO MOKA3aTeIBHBLT (YHE-
nig e u lgw, TAB % TPAHCIEHIEHTHAT 7n—1 EKIacca, HO elle CTEIeHIbIA
pymeiin u* = "™, b 2 kakoe yroguo HecomsbpHMOE THCIO, CHTARNIACA
Bb § 2 32 TPAHCHCHICHTHBIA n--1 muacca.

Hpurnvag 6orbe EpaTkoe 0003HAUYCHIE:

U= 9P, y, t) [Mdo + Ndy], Gl



W 51 —

r1b
k=m
r@, v, n=|] @, . o1 (10)
k=1
0JaTaeND:
U=u=(9), (71)

rib 7 are6panveckas (PpyHRNIA OTD TPAHCHEHIEHTHHXD O — ¢ mim 6 = u’,
KOTODPEIS [OJATaeNDb TPAHCICHIEHTHBIME RIacca 7 >> 1 U IPYIHXH TPAHCIEH-
TEHTHEIXD #—T0 I HHCIIHXD LIACCOBD.

Mbl J0KameMDb, UTO, €CII HPEeIIN0IaraTb, 4TO YHCI0 TPAHCIEHIEHTHEIXD
7—T0 KIAcCA, BXOIAMHNXD B {J, ZOBEJEHO J0 MHUHHMYMA, TO TAKid Tpamc-
NeHICHTHSIA ¢, w" BL [J BOBCE He BXOIATS.

Junddepennupya ypasuenie (69), ubems:

H(z, y, 1) — “he == i
¢ Pz, y, t)M—( " ) SR (72)
, oz () oz (6) 06 .
H(z, y, 1) et o aw :
e Bad P NS L ( 5 ) 5 oy (73)
Taks Karb

06—( ou ot %_ﬁ/_ﬁud_u

0x  ox Ox uw oz

a8 ﬁ_(.)j_t 08 28 ou

dy oy oy~ u oy’

TO YpaBHEeHiA 5TH OYAYTL THIA:
NG, a, 8, 8,...8)=0, (74)

rib N aaredpanueckas (YEEUiA 0T TpaHCUeHJeHTHOfl O, Ipyraxb TpaHc-
HeHIEHTHBIX'h 7—T0 KIACCA U TPAHCICHJEHTHRIXD HHCUIMX'D KIACCOBD, MERLY
POYINE IIepBaro Riacca:

o B Y

A, wncro HecomsMbpumoe.

Jro YpaBHerie (74) ocraerca BbH cmab mo 3ambat O raroft yroamo
(Gyrguief (z, y, ), sampunbps mb. IlosToMy mapariesbHo ypaseemilo (72)
Oy1eMb UMBTh:

(72')

R Pl 'y, § M= (dl(m())) oz (mhb) 0 (mh)

ox o(mb) oz




LN
' or (mh)
H(SC, Y, i) e
e Ple g3 M = =
OTRYy1a
oz (mb) o= ()
g 0
00 )1 _
& (mb) = 7 (8) 40 ().
Ypasrenie (73) Tawnntb ke 00pazoMBb IacTh
7z (mb) =z (0) + = (),
0TRYZ2

w(mh)==0)--C {22)
C nocrogHHOE, Ha OcHOBamim ke § 2 mubews
a()=FEut+F (23)

FE nocroaunoe, F He saBucutd 01h 6, 1. e. 7 (0) mpoTuBHO yCI0BiIO HE €O-
Tep#uTsh 6. '

Tloxaraems temeppr O =Ilogw, ra1b « TpamcuenzeaTHaa % — 1-TO
KIacea, » > 1.

Torna ypasmenig (72) n (73) omarts JagyTh ypaBHeHid (74), ocramo-
migca Bp cuab u mo 3ambab 6 HA O 4w ® BocHpOH3BOAA OIATH PasCyk-
Ienid § 2, moayyaems

7 (b - m) = x (B) - C (26)
OTEYTa
n(l)=FElogu-+F, (28)

FE nocrogunoe, F' He 3aBUCHTH OTDH 0.

31bch u MOEHO BCerja IpejIolaraTh HIN TPAHCIEHIEHTHOl mepBaro
KIacca MIM axredpamueckoil pyHEMied, ecId TOIbKO YHCIO TPAHCIEH]eHTHEIXD
BCBX® KIACCOBD 0 2-TO BRIOUHUTENbHO JOBEJEHO J0 MHHIMYMA.

Brn camomt mbab ma ccmoBamiz pascympemifi § 2 uwbemt, ecam mo-
T0RITH

u=P(y)

rab P azredpanvecras (yHEENiA y = log v TpaHCHEeHIeHTHON # — 1-r0 Kracca
O JpyrUX®b TPAHCUEHIEHTHHIXD 7% — 1-T0 H HUCHIAXD KIACCOBTD, TO

x()=Dlogv+ G (31)
I
i—

a (6) :ZD" logv, + G (32)

F—1



D, mocroauunsg, G TpaHCHEHIEHTHEA 7% — 2 Elacca, T. e. 7z (H) mpormsHO
JCIOBiI0 TpaHCHEHIEHTHAA 7% — 1 Kracca.

Ilepexond Temeps Kb TPAHCIEHISHTHRIMD IEPBATO KIAcCa, MBL e Gyodems
RPEINONaIING, YN0 YUCAO ULH 080€HO 00 MUHUMYMA.

W31 GeskoHeuHAT0 ymcIa BhIpasKeHill 1ag [J ¢b HAUMEHBITHME YHCIAME
TPAHCIEHACHTHLXD 7, % —1,... 2 KIACCOBB, ME OyAeMb n1biath cabayno-
miii BeiOops. By U BXO,ILHT”I) ImpOM'fS «, B, eme HBKOTOPHIA TPAHCIEH/EHT-
HBIA TepBaro KIacca 6 , MBI OCT@HOBHMCA HA TOMD BBIpakeHiH, BbL KOTO-
POMT He THCIO BBXD (pyﬁmliﬁ: a, B,, b a roxsko gymsnift 07 rosezeno
10 MHHEMYMA.

1lpn TakoMD BHBOIB BCAKOE PaBEHCTBO:

AT((:” a, 1@1 ﬂg---ﬁq):(), (75)

rib N aaredpanmueckas (yEEnig 6, «, £, M IPYTHXD TPAHCIEHIEHTHAIXD
IepBaro kJacca 6“ OyIeTh TOXZECTBOMB H OYIeTH OCTaBarbcad BB cHIb 10
sambrb O rawoll yrogmo (yErumieft ors (z, y, t), u60, B IPOTHBHOME CIy-
uah, onpexbisa 6 uepess «, 8, 6;1’ MBI IIOJY4mIN OBl BeIpaskeHie [ uepess
MEHDBINEE YHCI0 (PYHKIif 6“)

OTHOCHTEIHHEO q)yzmum «, B, Bamuo cibrars cabiyomee sambuamie:
MOEKHO NpeITmorarars, 4To Memly ¢, 8, HE CYMECTBYeTh COOTHONeHIf Tuma

& ﬂp(z ﬂpm . ﬂgq,;i):wx, b (76
15 Q(x, y, t) awreGpanueckad PpyEruia (z, y, 0), p =0 L pfj’ 1oc-

TOSHHBIA.

Br camows pbrb b mporuBHOMT cayuab, omperbisa usm coormomre-
Hifl (76) EbKOTOPHA ¥8% £, Bb (DYHEIIH OTD ¢ M OCTATBEBIXD (3, MOIYIAEMB
114 w BbIpaXKeHie THIA

k—=n
H(z, ¥, 1)

p=""" 1B, @, v, 146, 4, 0.

=1

rib O (z, y, {) amrebpanueckas QyHEmiz orh (x, y, f), a U3D 3TOTO BH-
paikeHid u, mOJAyuaeMb BRIpameHie
k=m
H(.’I}, Y, t) i)
p=—¢ Il[Hk(x,y, £)]°*s

i1

b Memay =700 g =l v w, H]'r yke He CYIIECTBYETH COOT-
HOIIeHIfT Tuma (75).

Bosppamasnce kb Brpamenin (69), noraraems 0 =e", § =", rrh w
arredpauueckasd ¢ymenia, 1 umero Hecomsmbpumoe. Ypasuewmia (72) u (73)




LR

nim (74) BB HacTOSUIeNDb cayuak Oyiyrs ypapEemisyum Tuma (75) I JOJKHE
ocTaBaThed BB curb mo sawbeb 6 ma mb. Kcemm 6 me pasEo Hum a, HE 3
T0, Kakh BHIIE, IoiyuaeMb ypasHemig (72), (28) u (22), OTEYIR BaKIK-
yaens, uro 6 He BXOguTL BH U, Kcim e 0=« um =4, T0 ypaBHE-
Hie (72)

) (0 6) 04 :
aP(z, v, t)M:(dﬂa; )erﬂa%)% (72)

Oyrers ypasmemieMb Tuia (75),
N(a, 8. 8,...8)=0, (77)

rib N arreCpamueckas ¢yHENiZ «, ,. Jpyruxs TPAHCIEHTEHTHRIXD MED-
Baro Eracca 6., He JONEHO BXOINTH BH ypasHemie (77), n0o BB UPOTHE-
HOMT ciydab, ompexbmas opmy 65” Yepesb ApYyridg, Ml moayumin Obl g U
BHpAmEHie ¢hb MEHBIIMMD YHCIOMT TPAHCIEHICHTHHIXb ﬁf,”. Jderro BuI1bTH,
uro ypasHeHie (77) MOIKHO OLITH 0043aTeIbHO THHA (76), eCam TOABKO OHO
He OyIers TOMIECTBOMD, T. €. He OyIeTh YA0BIeTBOpAThcA Io 3ambub
6 =, @, xagofi yrogmo ¢yuxuiedt (z, y, ¢). Bp camons rbab, ecau ypas-
Herie (77) He uwbers Mbero TOMKIGCTBEHHO IIA BCAKATO @, TO OHO JAeTh

a=F(8, 8,...8,), (78)

rib F arreopamdeckan QyHEOL £, 8,. .. ﬁq , OTEYI&

(014‘(31.) ) " OF(8,) 08,
MM

@ A Fa) o
(d]f‘(ﬂi)) N OB 08,
oy F(g))
910 YPABHEHIA, BH KOTOPHXD
08, 1,8,0H, o8, 1,8,0H, :
o R (20)

% H, ' 0y H 0y’

Oyl1yTs aIre0pamuecKHMH OTHOCHTEABHO £,; M 31BCH MOIYTh LPEICTABHILCA
ABa cayuasd: uam oTH 00a ypaBHeHid (78) u (79) TomzecTBa II0 OTHONIEHIIO
TBROTOPBIXD é’i:ﬂ I HOTOMY OCTalnTcAd BDL curb mpn saybab & na mgB,
WIH ke OHH JaloTh § BDL aaredpamueckoil (YHROIH 0TD (3

B=TF,(8ys Ba- 1 8)). (81)



—

Bt mepsoms cayuab moayuaems ush ypasHemidt (78), (79)

OF(8)  OF(md)
0x dx

== N\
F@) . Fmd) i
02@ ()F(m@
i S R b
@) Fod) -
OTKY2
F(mB)= CF(6), (84)
rb C nocrogmuoe. Jaddepennupya 1o 8 n m nmbens
oF(mg) 0 0F(B)
= o(m3) 08
oFm8) .. . adC
B3 omp) F(8) 5 s
OTKY2
AF(B) 90 . ,
cg g T F(8)
1
F(8)=Ef, (85)

rib E He 3aBHCHTH 0TDL &, s MOCTOAHHOE, 1M, onpexbisa gopuy F(8) or-
HOCHTEILHO JPYPHXD TPAHCIEHIeHTHHXD &;, BooOule,

Pl = gy (26)
FEcru ypaBrenig (78), (79) To®iecTBa IO OTHONIEHID BCBXB f§,, TO
o= F (@)= BFL 87 ... B2, (87)

rib E He 3aBHCHTL 0TH £, 8- - - ,6’9, T. e. uwbems ypaBHeHie Tama (76),
roTopoe He mowerh mwhrh wbera. Ilostomy bt mybews ypasmemie (81),
135 KOTOparo, Kakb BHINE I13% (78) BRBOXMMD, YTO HIH

B=EH T i (88)
rib E me 3aBUCHTH 0TH ﬁw yero OBITD HEe MO#EETDh KIN
B=F,8,, 8,...8) (89)
jod

2 omare onma web (ymEuifi A,. Lpotoakas Tarmnb ke 00pasoMb JATbIIE,
OpOX0IUME Kb cIyUal, Korja j==0 T. e. Kb CIyuai, KOrAa

1[.}1' T [Hq (‘T7 Y, t)]M

pasuo aaredpamueckofi ¢ymrmin (z, ¥, ).




Takums 06paszons ypapmenie (77) TomTECTBEHHO YIOBISTBOPACTCA 1O 3a-

wbab =q, 8, sa mb. IlpousBoia reneps Bb ypaBHenin (72) nam, 4TO TOXKeE.
BT YPaBHEHIAXD

P,y t)M=(9%)+0“T§“’g—g (90)
5 om (8)0 |
2pB @, ¥, t)M:{ ”aff))+ ’gﬁ(,")g (01)

BD IIEPBOMD, BWECTO &,— e, BO BTOPOMD, BMBCTO £,—mB, moIyuaens

: : __ (07 (ma) o (me) 0 (me) °
s s i s ey (__dx )+ d(me) ox o
_ r__ [(0m(mB) ox (mB) d(m@3) ;
maBRx, y, t) M= (T) AL b o (93)
HAXO0IUMB
Om (mfh) dm(h) )
e B (94)
I8 6=ea, #, 0 TAKEMD Ke 00pasoNt M3B ypapHeHid (73):
dzm (mb) dx (6) =
§ " ais m By (95)
OTEY1a
7 (mb) = mzx (0) - C (96)
15 C me saBuenrs ordb 0.
Jugpgepeanupya ypasrenie (96) mo 0 m m, mwbeus:
om (mbh) oz ()
m 0_(’)’]1_67 = T
dr (mh) oC
ed(mﬁ)_n(ﬁ)—'—ﬂ’ it
OTRYIa .
oz (6) ___[ =
ey | B
0 .
oC
i Pl
.. T i
m(0)=Eh L F, (97)

ik E He 3aBHCHTS 0TH 0§, a F HOCTOSHHO.
IlosroMy mMoZHO Hammcars, ecim «, £, BXOIATE BB [:

U=ab, 8,...8,0, y, i, (98)



r1ib O (z, y, t) arredpandeckas QYHENIA TPAHCIEHACHTHHXD THIA lgu, T
w arrebpamueckas QYHRLIL 0TB (2, ¥, 1).
Bawbriws, uTO, €CIH BB @ BXOZATE: ¢, B, 8, ... ,@q, T0 BCH aTH
TPAHCIEHIEHTHEA BXOAATH U BL U, Takhp 49T0 BbH ypasHeHin (98) r=gq.
Bp camons nbrk mia seasodi pymemin b=, @, He BXoAAmed BD U,

nbeNs:
om (m4) Oz (9)

0x 0z
ox (my) _ ox (9)
.,

OTKYTA Ha OCHOBAHiM ypaBHeHifi (94) u (95) mwbens

om (4) om(9)
s e g
1
7 (4) = const, Mdx-+ Ndy=0, M=0, N=0

1 ypasHeHie (6) oOpamaercd Bb TOEIECTBO.
Myl ocTaHABINBAEGMCS IOKAa HA TOMDL cIyuab, KOTZA @ CONCPEUTD:
g, BEBy, ﬂq. Ml IOKA®EeMb, 4T0 BL STOMB cayuab

h=lg

y=cero [ @ v, 0V E@, 3.0 O

Bl

Ba)IﬁTHM'B Hpe;{i;[e BCEro, 4To Ha OCHOBaHiI/I TOKa3aHHAT0 BLIIIG:
i=m

U= Elju+F.

g1

rib E, mocTosmEbA, F TPAHCHEHJCHTHAA IepBaro KIacca. Msr uwbens 1o
HTOMY TOXTECTBEHHO

L=

B (x, y, 1) ap; ,82...3q=ZEilguz.—|~F, (99)
vl
rrh BB 25BYI0 I OpaByH 9acTh BXOXATH TH iKe TPAHCIEHJEHTHBLI.

DTO0 PABEHCTBO J0JKHO TOHEISCTBEHHO YAOBISTBOPSITHCS IO sanbab lg u,
RARUMI yrojmo (yHruiaMm (z, y, [), 100 BL IPOTHBHOMD cayua’s MBI MOTJIH
OB, BHIpasusD lgw uepess lgu,, «, 8, Hafity, Jaa U BhlpaskeHie Cb MEHb-
MG YHCIOMT TPAHCIeHJEHTHEIXD lg u,. Iloaroyy, mozaras lgu,=0 nvbeMs

Pl g GRS G0

rik O,(xz, y, t) noxyueno usb 6 (z, y, t) sanbmofi lgu,=0.




o IR

Y pasuenis

i=m

¢e - det E.d‘l—t. oF

2 =l =  tpadmie bl

(Xﬂ] ﬂZI'Iﬂqax-—{_@ﬁl ﬂgui.ﬂqu—’—,;___ uq: ax_l_dl
’ =1
i=m

00 oa | EEQ du%. or

afy By 8,50+ 08, 8y g s

CyAyTs anreCpamTeckuMiu OTHOCHTEIBHO &, 3, H APYTHXT TPAHCIEHICHTHLIXE
nepsaro kracca. OHB JOMKHBI TOXIECTBEHHO YIOBIETBOPATHCA IIPI BCAKIX
«, $;, 100 Bb NPOTHBHOMB cayuab mwbim Gel ypasmenis tuma (77).

IToxraras a:ﬂiu——o uwbeMD, TAKDL Kak® NIpH 9TOML Ha OCHOBAHIN

: gF  dF
ypasHeHia (100), T
02 02
r1b

i:ﬂl

Q:ZEﬂilgui,

72—

otkyia & = Const, a noromy O (z, y, t) agf B, ... 8, HA OCHOBAHIN ypaB-
HeHig (99) we cogepwuth lgu,. Ilomaras t; AITeODAMYECKAMI (DYHEIiAMT
(@, y, 1), nomysaewn ypasmenie (99), ryb F aaredpamueckas (VHEDIL «, 2
Tana (77), moaTomMy

Oz, y, 1) ap, ﬂ2..iﬂq=F(a,ﬂl,;§’2..,ﬂ). (101)

q

Taruws obpasows U, a cxbroBareasuo u O (z, y, t) He OyIeTs co-
AEPAATD TPAHCUCHIEHTHBIXD (YHENIA, @ HOTOMY OyAers aareGpamueckoii
(pyEEmiedi. OcraeTcd TOIBEO 10KAsaTh, 4TO 3Ty (YHRIIO MOKHO npegrmoaa-
raTh BHIA:

O, y, =V G, y, 9.

Jas 97070 Hpemie Bcero 3aMbuaeMT, UTO MHOKHTEIL ¢ MOKETH ObITh
[IpeIcTaBIcHT BB Bub:

]f:g
‘u:eﬂ(”"”’t)H[Hkx, y. 0 VG (=, v, D, (102)
=1

eCclin yepesrn #n 0003HAQUATh HauMeHbIIee KpaTHOe 3HaMeHaTelrell paﬂiOHaﬂb-

HHIXD UHCOIB: Ay ys Aoy« .. A, HHTErpars U mpuBogures EH BILY:




o TR

U:Sea(x'q‘t)Q(aﬁ, 2 t)f/G(x, y, t) []lfdx—I—Ndy], (103)

it
k:g
Q(Jl?/. Y, i):H[HL(T: y: t)],.kzﬂl ‘82 e ‘gq'
=1
Tuggepennupysa ypasuenie (103) n, mywba Bb BuIy, UTO
[YZO(T: Y. ZL)A,
b
A =uap, ﬂg...ﬁg,
ImoJyyaeNs II0 cokpallieHin Ha af, f, . .. Bg
B 6
MVGx,y, z‘):%T@B (104)
e 96 4
NV G, y, =5-+60, (105)
b B u C pamiomaapubia QyHEDIR (2, ¥, ).
Ecin © omperbiagercs ypaBHEHIeMD:
20,V G@&, y, by, z, 4, )=0 (106)

HeIPUBOIUMBING BEH 00IaCTH (f/ G, y, 1), z, y, 1), 10 6y1eMd HMBTH
ypasuenie (104) B® (opmb:

MVG&, v, D=P W G@, 4, O, %, 4, t, O)--6B, (107)

T1h
T e dx
P(]’/G(‘T) Y, t);:l:) Y, t, 9):—7/: V (108)
00

02 0A dz 0g "y
- (dr) Ogdx,m’sg VG, ¥y,

\

()g__f/G(x, g5 1 oGis, u, 1)

ox - nG@w, 4, ) 0x '

oTEyTa crbryers, uTo ¢QyHRmiL L (]n/ G(x,y, 1), «, y, {) pamioHarbHAT
(pyHELiA (i7G (z, vy, ), £, Y, 1) B ypasuexie (107) THma:

n(@,f/G(x,y,t),x,y,t)———O. (109)




910 ypasuenie, unba ¢b (106) 01uEDB 00l KOpeHD, 6YAeTH 0CTABATHC
Bh cmrb u mo sanbubh @ ipyruvu kopuamu ypasmemia (106); saMbEAT me
Bb ypaBHeHim (109) miu, uro Towke (107) 11d Kamiaro usb 6 QysEmiu P
ero smauemiem® (108), norasmiBaeMt, 4T0 ypaBHeHmie (104) (M TaKUMD &e
00pasows ypaBHeHie (105)) ocraboTcd BL cuab mocrb arofi sambEsL

OGosHAYAL Uepess O, KopEn ypaBHeHig (106), mOIyYAEME:

7

MVG@,%th=a?+8B
ot RN
LY ‘ i == 2
NV G@, g, D=5+,
rib
f==p
e—1Yg
P =
=it

Ha OCHOBAHIN ypaBHeHid (106) poxxma OBHITH pamioHaipHofi (yHEmiei:

.9, t VG, 9, D),
0TRY 1A

U=8(@, y,t, VG, y, D) 4. (110)

Vb B BULy BoIpamenie 1i1g { (103), MBI DOayuaeMb, uTo £, pas-

% L —
cMaTpuBaeMad, Kakb QyHENiE ¢=1/ G (z, y, {), T0LKHA VA0BIETBOPATH
yCIOBIIO:

2(a'g) =o' 2(g), (110)

rib « mepeooOpasHHfl KOpeHs IBYUIGHHATO ypABHEHIA:

s —u=
OTRYIQ, eCIH I0JOKHTH
k=n—1
k
29 =Y Qg
k=10

W, HAKOHEI'b, Ha OCHOBAHIL ypaBHeHig (110) noJyuaems
U= Q]_'A {;/G(xﬂ y! f)’

rib 2 paunioHanpHas (GYHKDIA (#, y, f) WIN, UTO TOXEE, ypaBHeHie (67).
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Ilepexoguys Temeph Kb CIydamo, KOLIa w4 HE COAEPRUTD & I B, TOIIA
HA OCHOBaHim ypaBHeHiTZ (102):

E=V 0@, ¥ 1) (111)
U= VG, y. 0 [Mdw-+Ny]. (112)
Pascyarpusag U B5 Qopyb:
U:S[S(W-,y,G,g)flx+T(w,y,6,g)cly] (113)
r1kb .
6 =at—-8g (114)

onperbisgercs HeIPHBOIUMBIMG BB 00.IaCTH (x, y, t, g) YpaBHEHIEMD

fle, g9, 9y, x)=0 @lEs )

vbl nvbent Ha ocHOBaHim § 2, pPAsCYmIEHIZ KoTOparo He MBHANTCA OTH
3aMbBHB BBRIpaKeHlT

U:S[M(x, y, t)yde+N(z, y. t)dy]

Ha Bbipamemie (113):

k=m
U=¢"+ Z C,lg & (33)
k=1
-(1) ; aan
b &, ompexrbisiores ypaBHEHIAMI:
)“k(m’ ¥, b, g;gk):() (34’)

Ilosropss pascy&leHid § 3 ¢b TOI TOIBKO pasHumefi, uTo Besxb pa-
moHAIBEES (YHEIIE 0TB (%, ¥, 1) saMbHAEMT PALiOHATBHEIMI (DYHRIISMIT
(x, y, t, g) TOIyIaEMb!

k=i

U=z, 4,1, 9, 6)%2@&1%(& Y: 1, 9, )
=l
WA, Ha OCHOBAHiN ypasHemig (114):
k—m
Pl | % o ——————————u
U=8@,y, t,VCG, v, D), Glon e, y, t.V GG, v ). (68)
Bl
BrBenennbiss Hamu opMsl (67) @ (68) 214 HETETPAIOBD U MOKHO
sawbanrs apyrmvm. Eeam U mHTerpans, 10 lgU = C=¢ 0yiersp TomEe
pETerpazows, Beabicrsie vero gopumy (67) MOKEMD saMbHEUTH CabAyloImei:
k=m

U=d, v, H+ ), Claw, @, v, 0. (116)

k=1




P EETIR WY S

- L e e e
Sarbys, ecanm w XId 0IHOrO 3HAUEHIA g/ G(x. y, t) Oy1eTh HATETPU-
PYOIIAND MHOKHTEIEMB, T0, KaKb 9T0 CIBAyeTt ush ypaBHedid (47), w 0y-
AeTs HHTETPUPYOIIMMDL MHOKHTEIENs U [IId BCAKATO JPYraro 3sHAUYeHid

kopus: &’ /G (@, y, ). Ecan mo stoxy

U(g=0C
(e g) = Up f=0,1, 2. 90—,
TPUYEND ]
¢ :5 o« u(Mdx - Ndy) =&’ C,

a TakRHe =
J=—n—1 J=n~-1

o T e e o A
Za U(a 9)*‘_46]'“ =0
J=U j:O
OTEYla TOJyuaeMt CIBIYINIYID TEopeMy:
Eeaw obuiii wnmewpais dudiepenyiaavnaro ypasrenia:

M, y, Hde-+N(x, y, t)ydy=0 (6)

BUIPANCALMCA 65 KOMEUHOMD 6U0Tb, 1O OB 6CEL00 MOJICENs Gblinh NPEOCHIs-
Jdens 6o candyloueil fopmn:
k=m J=n~—1
(o, y, 01/ GG, v, D+ ), g | o7 @, v, 0, VG v =0 (117)
k=1 j=0
wn Pz, y, t), Gz, y, t) payionawnva Pynryiv (x, y, 1),
vz, y, t, ]”/G(x, Y, t) paionavnad Gynryia oms (z, y, t, jN/G(x, Y, ),
C, nocmoannvia, o nepsoodpaswvili kopens Osyuaennaro ypasnenia " = 1.
Hoxarag t= /A muolygaem® TeopeMy, BHICKA3aHHYD BB Hadalbh co-
UHHEHId.
Ecin noxarars U (ynriieli aaredpanueckoii, To wiews ¢b lg BH 1b-
Bofl wacTd ypapHeHia (117) I0XEeHD HCYE3HYTH, H MBI MOJIYUIAEME:

U=®@, vy, DV G (@, y, 0.

Ho oueBngno, ecin U= C, 10 u U"= C" = const H MBI I0IyI2END
yuoMAHYTYI0 BB Hadarbh crarbm teopemy DPykca.

Mpumbyanie 1. Torasammag obmad QopMa 114 HHTETPAIOB® Judepen-
MIAABHHXD ypaBHEHil mepsaro LOPAJIKA 1aeTh BOBMOKHOCTh pPHMUTH cab-
JYIOIyD 331a4y.

Haitmu obugyo dhopmy oxa pwiwenis iy, y008IeMBOPAIUAI0  HENPUBO-
JuMoMy Ypasuenito nepsaio nopadka (2) npw Yeaosin, WO I GHPANCALIEA
65 KOHEUHOMD GUON?Z
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Bagaua sra cBogmTes Kh mscabrosamin phiureHill TPAHCUEHAGHTHATO |
ypapHeHig (117) mpu yeaosin, 4T 9TH pbmenis BepamaoTes Bh KOHETHOMD
BH1E, KOTOPO@ MBI OTJIAaraeMb [0 crbayiomaro pasa. ;

Mpumtuanie 2. Beb uscabrosamia macrodiieil craThbl J0MYCKAITD 0000~
meHis BH TOMD e HAmpasleHin, Bb KaKOMD obo0manres u3crbropamis |
TpoBuIg 0 Alers, OTHOCAIIIACA KDL HETETPHPOBAHID Bh KOHETHOMD Bu 1. %
Hawp mpifizerca BoCIOIB30BATHCA uscabropamiamun Hemurcoeprepa ') u Ha-
muMu Bb mameii Goapmofi padork: ,0 upuBeeHin AGeIeBEIX's HHTETPAIOBD ‘
Kb HECIIAMD TpaIfCIiéH,H;EHTHBIM’L“, nmowbmenuoii 85 ,Mspberiaxs Bapmas- |
craro Tomnrexauueckaro Mueruryra 3a 1905 roxn® *) uT0OBI J0KA3aTh, YTO:

Eeaw ofwgiil unmerpas nenpusooumaro Sugcbepenyianviar YpasHenis
nepsao MopAdKa (2) eupascaemen epess Abeaesvr unmerpaivt u Pynryin
obpamenia, mo ons 00a91ceNs Oblib dpopat:

|

k=m J=n—1
2w, v, 0TG50+ ), G || w7 o1 VEE T
k=1 =4
i=q Jj=n—1 Ik=mi (&) (&

St

C o+ E Y Y B 0, (118)

i—1 k=1 (Eo, o)

SR
wn Dz, y, D, Gz, ¥y, 1), w(r, ¥y, t o ]/G(m, ¥, 1) umvoms npexc-
wia anauenia uw 10 (§U” ; n(k)) ONPEOAIIONCA YPACHEHIAMY MUNRCL:

ay (2, 4, £ 0ig) 4, (@, y, b Ig) E5F 0 @, b @'g)=0(119)
1D =B1E, 2, ¥, ¢, @' ) (120)
¢ (-, st ¢ g) pavionamwan Pynruia (@, ¥, t, ocjg)
e e ke
9= I/G (z, ¥, 1)

S(ggf) e & g) paionaawnan iynriin (gﬁ.’”, 2, gu#, «’ ), ¢ nepso-
oGpazHvlii  KOpPens  YPasHenii a"=1, = nopadoxs Aberesa wunmerpac
Sd”i (&, 7)dE, ecam moMs UNMEPAND NEPEALO poda. :

Npumbyanie 3. He TpyrHO TaKKe BunbTh, YO MPUXOIATCA B HEOOIb-
mmMi HswbHeHiAME BOCHPOH3BOTHTH BCH pascymeid HACTOAMIEHl CTaThi,
uTOOR JOKA3ATH, UTO:

Eeau npednoaiams  ypagnenie (2) ametpauneckums OMHOCUMENHILO
(Y's Y) w MPaAncyeHIeHIMHLLMG OMHOCUMENBHO X , O NPU YEAOGIU, UINO UHINE-
WAs  BLLPAIICACTCA 65 KOHEUHOMD udn wepess y (Mo ne uepess 1), o0uyaa

1y Koenigsberger. Ueber die Reduction Abelscher Integrale aut niedere Integral-
formen, speciell auf elliptische Integrale. Journ. de Crelle. B. 89. 1880. 8. 89.
2) Yaems I. Trasa 1 §§ 15, 16, 17, 18. 19, 20, 21,9295




ew Popua Gyoems evipascamves hopmyaoit (117), no co dpywums yarce 3na-
uewiems Pynkyiv P, G, p,, a unenno P, G Gydyms pavionasvrvii hiynr-
iamu we (z, y, t), a mowxo (y,t) a p, payionassnas Hyukyia e
(z, 4,1, 9),a (y,t, g), omuocumenvuo & 6cw amu Gynriite Moryms Obims
MPAHCYECHOCHMHBLMU.

Toxe sambuanie orHocuTca H KB (opyb (118), (119) u (120). Pas-
HEIME 00pasoMb MBI OyleMb UMBTH AId 3TOT0 cIyuad obuwyio hopmy ilre-
POBA MHOINCUMEHA

k=mn

Hie; Yut 8
u=e"? )H[H,,(w, ¥, Y1,

k=1

6o xomopottc H(x, y, t), H (z,y, t) pavionarenvea ymiriv (y. t), 2,
HOCMOAHHBLA.

Saynbrums 31bck, MexIy MpounMD, 9TO BL TOMD cryuas, koraa U adre-
Gpamueckas (GYHERIIA oTB (y, ), To ¢ ' ¥ Y IomKeHT TPHBOIHTHCA KD {YHE-
min 0Th OTHOTO #, W MBI HMBEMB MHOKHTE.Ib:

k=m

M:P(m)H[Hk(x, y, O], (121)

=1

Korza ypasuenie (2) mepBoff cTemeEN OTHOCHTEIRHO ', TOIYIAELMH
HHTEIPUPYIONIifT MHOKHTEIs (aKTOPialbHONl (DOPMBL:

=Py —-ul))‘l (y—nz)}‘2 it 11 —un))‘”, (122)

b P, u,, #,...wu airedpamueckad QyHkniga ors 2. Heodxoammoe cyme-

n

CTBOBAHIE MHOMKUTEAA Takoil (opMbl Tid AnQepeHIialpHaro ypaBHeHis
Mdx -+ Ndy=0, (123)

rib M, N obasld QyHEOIL OTH ¥, aareOpauvyeckl HHTETpHPyeMaro, TOKasaHo
A. H. Ropruspivs 1),

1) Mockosexiii Maremar. Céopumrs XXIV, 2 sa 1904 1. A. H. Kopxunos. Hascka-
Hig 0 MEOKETEIAXD THGOepenmiadbHNYL ypaBHeHii mepsaro mopaika crp, 194, B. II. Epva-
KOBH HA3BIBAETH TAKOHL MHOEKUTEIh (PaKTOPialbHBIME.






06% ypasuesik BH YaCTHBIXD NPOH3BOTHBIXD
(s2—rt) f(x, y)=1 mam s2—rt="=1(p, q).

M. JlaryTtuHcHaro.

Eme »b 1848 1. J. A. Serret omy0rmkosalh HeG0IbIIYIO 3aMBIEy BB
Journal de Mathématique (de Liouville) t. XIIL, p. 361, I8 I0KA3HIBACTD,
RaRD HafiTH IMHeRTATHS TTOBEPXHOCTH H0ocTOSHHOR EpupusHb. Ky yiazocs
HOIyUnTh (HOPMYAS J14 TAKHXD IOBePXHOCTEeH, HE COJCpEATia HE OXHOH
KBAIDATypLl.

Stickel 1 Scheffers ToIyumIn BH HejaBHee Bpems HEROTOPHA CBOI-
CTBA HTUXD IOBEPXHOCTEIl, COCTABIGHHBIXD M35 MUHUMAIBHBIXD IPAMBIXD.

ToBepXHOCTH BT MHUMBIA, B 3HAUCHIO HXTD I reoMerpin Heabss Cui-
TaTh 0COGeHHO BaRHBND. Lopasto murepecrbe, Eawbh MHB KameTcsd, aHald-
Tigeckas cropoEa wbia. DB stown cwsicab mied J. A. Serref, HACKOILEO
MES mapbermo, He morywmia Aaipmbiimaro paspuTig, @ MEEAY by MHTE-
rpupoBaHic ypaBHEHil BB YACTHLIXD NPOH3BOTHBIXD 2-10 MOpAJKEA HAXOJUTCH
elle BB TAkoil ¢Tralid, 4To M TacTHLII nacabioBania BD 910l 001aCTH TOJKHLL
mwbTh cBOH IWBHHOCTH BL KauecTBS HOATOTOBATCILHATO MATEPbhAld JLIA IOI-
Haro pbuenia sTofi Tpyamodi mMpodIeMbI.

Bp xommwh crathn J. A. Serrel yEaslBaeTh MHMOX0ZOMB JH(geped-
niarbHoe ypapHEeHie 2-r0 MOPALKA, KOTOPOe mbers 1000HbIE Ke HHTerpadsl,
HO rhiicrBurersEEe. Db macrogmeld padorh g 0600man 9TOTD PE3YITATD.
Bs camoms ibrb, sagaua J. A. Serret CBOAHTCA Kb IHTErpHpOBAHI0 CH-
cTeMsl IBYX'h ypaBHEHiil:

PP g o s ¢y

I ypaBHEHIS 3-T0 NOPAIEA JIHHENYATHIN'D IoBepXHOCTel.
Pesyibrars, noryuenAmfi J. A. Serret DoRasarb, 4TO 9Ta CHCTEMA

BIOJHB UHTErpHpyeMa.
s 3ajaicsad BONPOCONE onperbiurs, IPH KakKNXD 3HAUCHIAXD GyHRIIL

f(p. ¢) YpaBHeHie

§—rt=f(p, 9 (1)




e N

IpeJCTaBIAeTs HHTETPHPYEMYI CHCTEMY Cb IneperiaIbEbND YPABHEHIENE
AnHefYATEHXTD TOBEPXHOCTEIL.
Ocrapigg BB CTOPOHD oueBHIHEIL cIydail pasBepThIBALIMXCA MOBEPE-
gocrefi, moxyyuMb cabrylomiil pesyrbTaTb:
L Feau sra cucreMa IpmycLaeTh HHTErparh, X0TA Obl HE 3aRI0Uai-
mifi TpPOM3BOJBHLIXD HOCTOAHHEIX'D, ¢ymsuig f(p, ¢) TaroBa, 4TO ypaBHerie

c=V T, 9 (2)

IpeJCTaBIAeTS B NPAMOYTOIbHBIXD TERApTOBBIXD KOOPAUHATAXD IHHEIUaTyio
[OBEPXHOCTH OPTOTOHAABHYH Kb MIOCROCTH 2= 0, WML KOHYCH ¢b Beplli-
Hofi ®L mIocKocTH z— 0, HAM UHIHEIPD Cb 00DABYOUIHMI, Iapalieth-
HBIMH TLI0CKOCTH 2 7= 0.

I1. Ecan ¢ymeniga f(p, ¢) YA0BICTBOPAETD ATUMD yCIOBIAMD, pascMa-
TpUBAEMAd cucTeMa BIOTES MHTErpHpyeMa, T. . IOUyCKaeTdh WHTErpalb, ko-
TOPBIAl 3aBHCHTE OTD Npou3BOAbEOf (YRRIIN, H LI N0JyUeHig KOTOPAro He-
00X0IUMEL PaTioHAXBHBA (TOBOPA BooOTIe) airedpamdeckia ABIHCTBIA I HHTE-
rpupoBanie TOTHAr0 Jugepermiara 0ThH ABYXD nepeMbHHLIXE.

Pajin yupomeHia BoruucaeHill 4 npeoGpasyn ypagmenie (1) ¢b TOMO-
uiio ¢gopyyrs Jdekanipa Bh HOBOC

& b= A (3)

rrh uepess 4 A 00osHAUAD (PYHRIID —__—L:
Vi@, ¥)-

Bropoe ypaBHeHmie CHCTEMBI He manbEAT, cBoell (POPMBI, TAKDL Harb
npeotpasosanie Jemanipa CeOMETpPIIECRI npeobpasyers JNHENIATYIO MO-
BEPXHOCTh Bh IHHEHUYATY Ke.

Br camowd nhab, modas IuHefiuaras HEPA3BEPTHBANILAIC HOBEP-
XHOCTh MORETD OHITh 3ajama BbH Tanofi Gopirb:

s=uaxr+ b
(4)
y=ct—+d ;

rh @, b, ¢, d pyHENin TepeMBHHATO mapaMerpa &.

= dee  da 4
TudpepeHUEpys ypaBHEHIA (4) M0 & u y, HCKIDIAA —- i HAIIeMD
) = a ' wereh c
1 ¢ v-+d
: o x--0b'
iy —+d'

b o', b', ¢', d' nepsniA MPOUBBOTHBLI (ymEuii @, b, ¢, d 10 TAPAMETPy &.




T p—

Breca MOIyUEHHBIA BLIpAKeHIA 114 p U g BD (opmyns Jlekamipa
A=
d =
L=z—pr—qy

MOJVUNND ypaBHEHIe MPeo0pPasoBAHHON MOBEPXHOCTH BB BHJH:

R—a—V
()
Z=0—Yd

IloxydeHHBIA (OPMYJILI HE TOILKO JAOKABBIBAIOTH IIPABIIPHOCTD HAIIETO
VTBEPKICHIA, HO H TOSBOMANTE HepeiitH 0Th ypaBHEHili TepBOHAYAIBHOL
MOBEPXHOCTH Kb YPABHEHIAMD IIpeodpasoBamHOi 1 0OPaTHO.

Tudeperuiaabaoe ypasHeHie JHHeflaTHXD MOBEPXHOCTE TOIyIUTCA ),
eCIN HCKINYATH U3H JABYXD ypaBHEHIil

r-+2 us+ug f==10 (6)
o’z )’ 2 s 008 )’ 2
: %—LS‘M—O‘) —+3u 4 ,+ug( S (7
0% dx” dy dx 0y dy

BCIIOMOTATEIBHY0 (YHKIIIO 2.
DT0 ypaBHEeHie J0MyCKAeTH IPOMEKYTOTHEIH HHTErPalb BTOPOTO II0pAIKa,
3aBHCANI OTh TPOU3BOJALHOIN (PYHEIIM.

. e 0
Tloasepraent ypasHenie (6) omepamin EE*’“E&' PesyisTars BB
CILAy ypaBHeHIA (7) IpUBeleTcA Kb IPOHSBEJEHIN
. Ol ou
s+ut) |[——+u—|=0
et (()x Sy
Ho eciy MBI NPHMEME DPABHBIMDG HYIO I@PBHI MHOMUTEIb, TO ypaB-
menie (6) cmejercd Kb TaKoMy
r 4+ us =0
a 270 cOBMBCTHO €b ypaBHEHIEMD
s—ut=1~0

MO%ETH CYHIECTBOBATH TOJIBKO I MCKIOUEHHATO HAMH CIyYad pasBeprhiBa-
IONTIXCA MOBEpPXHOCTEl.

1y (. mamp. Salmon, Traité de géométrie analytique & trois dimensions. Deuxiéme

partie p. 228.
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Hrags

ou o
% + i d_y = (8)

970 ypaBHEHie HTPAETH OCHOBHYI) POJIL TALAES U BD BLIIEYIOMIHYTOI
crarph J. A. Serref, Xord H IOIYUEHO HMPB IPH UOMOINH JIPYTHXD CO00-
pameHiil.

ITaTerpals €ro HAMUIIETCS TAKD

y— xu =@ (u) (@

U ="Mnt .

HIn

b @ mpomsBoipHAA (YHRIA, a 0 HPOU3BOJAbHAS HOCTOSHHAL.

Ypapuenig (6) n (9) coBMBCTHO UPEICTABATS HCEOMBII IPOMERYTOU-
HBIl HHTETpaATD.

OTHMT MBI CBOJUMD HAImly 3ajauy KD H3CI510BAHIO CHCTEMBI ABYXD
ypaBHEHIfl BL UYACTHRIXD IPOH3BOAHLIXG BTOPOTO IOPSJEA. OTOTH BOIPOCH
paspadoTaEh TEOpeTHYeCKH '), HO g npuMBHD BDL JAHROMD ciyuab dacTHBL
mpiems, Bexymiifi Geicrpbe ©p mbam.

PBurag ypasmenie (G) OTHOCHTEIBHO u, MOIYTAEMD:

—sbYE :

] =

t —sil/sj—?‘t.

2 . . <5
Bawbugag s — ot ero sHaueHieMb U3L YpaBHeHId (3), HalizeMb
r-Lsut+ud=0

(10)
s—#uTE A=10Q.

Hama cucrema cBeaach HA JIBL MHHCHHBIA, pPasiidyalollidcd 3HAKOMD
nig  (ymemin 4. Yclosie e HHTEIPUPYEMOCTH, Kakb cefiuach yBHIIMD,
0IHO M TO®KEe NIA 000HXD CHCTEMB, T. €. He 3aBUCHTDL OTD 9TOT0 3HAKA.

Juepenmupysa mepsoe H3b HUXD 10 ¥, a BIOPOe N0 & H BHIYATAI
OJUHD Pe3yIbTaTh H3B APYLoro, MOIyIHMD

04

0
S +——A+u-—=+-—=0.
dy or "~ 0y gy = 0%

. 0w i
3aybmag BDH MOIVUEHHOMD YpaBHEHIS o oo 3HAUEHIeMD U3h YpaBHE-
Hig (8) W CpaBHUBAS PE3YIALTATH CO BTOPLIMG H3T ypasHewii (10), HallzeMsb

 0u 64" o4

3 A-+u 5 55

or

(11)

1) Ow. E. Goursat. Lecons sur lintégration des équations aux dérivées partielles
du second ordre.




e (G i

JT0 W ecTh HCKOMOE yciosie. ®ymknig A yioBrerBopsers 1uddepen-
NiaIbHOMY YpaBHEHIN BTL UACTHLIXG NPOUSBOIHBIXDG IepBaro mopaaka. Omo
HHTETPUPYeTes IPOCTO.

Iloaomurs
)
—1:(—M —
VA oy
PEOE RN .
U TOJABEPTHYBEL 3TO TOXLECTBO ONEpAIlil O—I—,L-ua—y, Hait1eMs

gy { 04 0u | 04 o _ M( 0_@)}:&
2/ A3 dy oy oz oy 0y 0x 0y ox

Junddepenmupys yp‘lBHeme ( H) 00 y I BHECS B TOIBKO 4TO NOJYUeH-

o JOu gu\*
HOe ypaBHemie BwbcTo w —5 - —— ero sHauerie — |— |, yobamueca, mHa
J d

oy dx 0y Y
ocHOBaHin (11), uToO
oy
5 0
T
S dut
— = (u. (12)
VA oy
ou ; 5
Qupenbags - H3h ypaBHeHig (9) M BHecd TOJYUGHHOE 3HAYEHie,
HalIeMT ‘
{ )
wiu) e+ g (u) (13)
Gl

rib @' (1) mepBadg IpoussoiHAS OTD @ (1) WO .

Ypasuerie (13) m (9) MOKA3HBAITL, YTO [OBEPXHOCTH, BHIPAKEHHAS
YpaBHEHIEMb

— 1/1;1 ]‘ (xy) =1y (u) {z + ¢ (u)} (14)

Jerko omperbauTh reoMeTpHUeckiii XapakTeph 3TUXH NMOBEPXHOCTEI.
Hagmens co cayuyad pasBepThiBAONINXCA DOBEPXHOCTE .

©

JnHeiyarad.

Wssbernoe ycaosie Iid 5TOr0 NPUBOLATCS BH BIHIY:

' 71,) "(u) »'(u) @ . 2(2)0—{— w (1) ¢ (1) ’—~¢(“) @' (5e) =0

rib »'(u) mepsag mpomsBogHAA, a @'(u) BTOpad NPOM3BOIHAA II0 © OTD
PYHRIIT » 0 @.



IloryuerHOe ycaoBie ITOKABBIBAGTD, YTO ¢ IHHeiiHa OTHOCHTEIBHO .
Tlorarag e6 pasmoii aw— #, Hafilennb ypaBHeHie IOBEPXHOCTH BL BUIE

5
= (Lo o

T, e. 9TO GyeTDH KOHYCH, BODIIHHA KOTOPAr0 HAXOIHTCA BT ILIOCROCTH &=
IIpeguoroxuns Temephb, UTO HOBEPXHOCTH, BEIPAKACMAS ypaBHEHIEMD
(13) u (9) HE KOHYCD.
Tloxarasg BH ypaBHeHim (14) # paBHBRIMD HYIIO, Haii1eM'b

p () & + ' (W)} =0

ypaBHeHie, KOTOPOe COBMBCTHO Cb ypaprenieMs (9) ompenbiurTs KPHBYIO
nepechuenis MOBEPXHOCTH CD IIOCKOCTBI0 &= 0.

IIpupaBHsgeND CHAUAIA HYI0 BTOPOil MHOKHTEID
x4 (w)=0.

Hro ypabHeHie coBMECTHO b ypaBHEHIEMD
y =uz+ ¢ (1)

0KA3HBAETH, UT0 IpOBKIiA obpasyomiefi Kacaercs IIHIN nepechuedia 1mo-
BEPXHOCTH Cb INIOCKOCTHIO, H CI10BATEILHO MPOGKTHPYOMAA IIOCKOCTE, CO-
qepka IBB KacaTeJpHbld Kb [OBEPXHOCTH: 00PAasyIIYI0 i e IPOeRID cama
racaercda mosepxHoctd. OTcofa crbayers, UTO PascMaTpPHBACMA auHefi1a-
Tasl [OBEPXHOCTH OPTOTOHAJIBHA Kb ILIOCKOCTH 2= 0.

Uro e KAacaeres MepBAT0 MHOKHTEIH, TO OHB, 00palladch B HYIb,
omnpepbasers 1h moxocTH MOBEPXHOCTH, KOTOPHA nepechranTca ¢b MIOC-
KOCTBI0 2= 0 10 00pasyoUHWws. BB sToMb cayuab ofpasyoumasd coBIAIACTD
co cpoeil mposkmiefl M Ha Takig MOXOCTH HANG 3akmoueHie 00L OPTOTOHAMD-
HOCTH KB ILIOcKocTH 2==0 He¢ PacHpocTpaHaeTcd.

Nokazenms u 00patiHO, ecad LOBEPXHOCTh OPTOrOHAIbHA Kb INOCKOCTH
z=0. To ed ypasHeHiZ unboTH (popMy ypapHerifi (14) 1 (9).

UroGsr na0bmars HeonpebIeHHOCTH, YHOTPeOUMS TaKofl mpiens: Ha-
IHIeMh YpaBHEHie MOBEPXHOCTH BL ¢opmb

y=1p)lz+06W)-

15
z=wuzx+ ¢ (). (15)

OmperbauMs BXOLANiA BDh HAXTD (YHKNLL TAKD, 4TOOB [IOBEPXHOCTH
GBLTA OPTOTOHAIBHA KB IIOCKOCTH y =0, 1 3arbML 1epeMBHEND K0OpIMHATEL
y Iz MeKIy c000m0.



Tlpoussograd # 1o y ¢ foxEEA PAaBHATHCA HYJII 0JHOBPEMEHHO ¢Bb y=0.
Judpepenuupys Bropoe uszs ypasrenifi (15) 1o Y, TOJIYUAMD

e
g={z 4 gpl(u)}(Ty:O'

o
Ho mepBoe usn ypasmeHifi (15) IOKasHBACTH, UTO 5y 110 MOEETL Pan-
HAThCA HYJI; cabioBaTeapHo .

+ o' ()= 0.
CpaBHHBag €10 b ypaBHEHIEME
w(u){z 4+ @)} =0
yobmtaemcd, uro O (u) = q¢'(u).
Mepenbraa » ma 2, maiizems
o= () {z -+ ' (u)
y=ur+ g (u),

YT0 U Tpe0d0BaJI0CH.
Temepr mepefitens &b ciyuaio «=m. Hama cmcTema OyIeTE co-
CTOATh H3TL IBYXH YpaBHEHill, ypaBHeHIZ (3) H ypaBHeris:

2
7 2ms - mt=0.

Ecan m oraimymo ors 0 n oo, To MOEKHO IPEINOXATATH » U ¢ OTINU-
HBIMIL OTD HYIA M crb1oBareIpmo saMbBHHTH M0J0GHO UpeIBIIYIIEMy HAILy
CHCTEMY IBYMA YPaBHEHIAMH BIIIA:

rt+ms+mid =0

(16)
S+mlF A =0.
Herpyiro yobinThea HemocpeicrseHmo, uTo cayyam m =0, M=o,
TaR&ke BaRIOYAOTCI BDL cucreMb (16).

O%03HawmBE p —-mg Uepess ¢, NpuBeleMs cucremy (16) BB BUIy

ov
ey FmA
o i
W =4+ 4.
OTEy 18
& A dA
dy

H C.I'}S;LOB&TGJIBHO MOFRHO IIOJORHATH




S e
A= 0'(y—ma) (18)

ril @' npoussogEas npoussoisHOil yHENID 6.
Junefiuaras MOBEPXHOCTH
i
F——
Y4
Oylerd Ha ceff past DUINHADOMD, 00pasyomid KOTOPAaro HapallelbHBL ILI0C-
KocTH 2z = 0.

Takb Kakb Ipu mocabIoBATEIBHEIX'D PABCYHEIEHIAXD Mbl IPEINIOJIaTAIN
TOIBKO, UTO CYMECTBYETH Kakoe-HHOy1p PhIIeHie Hamreli cHCTEMBI, TO MOKHO
CUMTATh JAOKASAHHLIMG 1ePBOe MOI0EeHIe:

Eeau pascmampuecemMad cuUcmemd  UMILEM D ’HCLHO’ZY-H‘Z!CT&/()I) UHMELPATD,
mo ¢fynryia f(p, q) makosa, wmo ypasrenie

:= VG 1)

npedemasaems €000i0 AUG0 JUHEUMAIMYI0 NOGEPTHOCTIL, OPMOWOHAIbHYI0 KD
naockocmu 2= 0, auo Konyc» ¢ sepwunoll Ha naockocmu & =0, auoo
YUTUHOPD, 0BPASYIOWIA KOMOPAIO NAPAINbNbL MAOCKOCU 7 = 0.

IToramens TeIeps, 4TO 9TH YCI0BIA A0CTATOYHBL JAS MOTHOHN HHTEIPH-
PYEMOCTH CHCTEMBEL.

HaunmeMs ¢b TOCIBIHATO ciryuas, Kagb Haudoabe mpocroro.

Yumomaa yparmenig (17) cooTBbTcTBeHHO Ha dz U dy, CRIAIBBAL H
HHTETPHPYS, HallIeMb

p—+mg =+ 6 (y = mx).
Orcoga
2=+ 6 (y —mx)x -+ O, (y — mz) (19)

r15 6, mpousBoabHAA (YHEIIA, BBEICHHAS HATETPHDOBAHIENTD.

Ionyuennoe ypaBHEeHie ecTh ypaBHeHie komomja, Beh 00pasylomlis ko-
TOPAT0 NAPATICIBHLE OJHOH I[IOCKOCTH, - A HMEHHO MEPHeHTHKYIAPHOR Kb
IIOCKOCTH & =

Yrofp HepefiTh oTH MOIYUEHHATO HHTETpala 1A ypaBHeHiA (3) KD
HHETerpaly ypasHenig (1), mpejcraBuMTb ypaHenie (19) Bb Buib IBYX®D

=+ 0(fz+6,(8)

y=mx -+ 0.
HpuvbEEED KB HIMD (QOPMYyIH llepexofa (4) 1 (5), HaiileMs:

x =+ 0 (8)=—my
Z:—;Ql(t@)_ﬁy'




BroBL HoxyueHHas TOBEPXHOCTDL- 0YeTH TakKke KOHOHIE TOTO #e THIA,
KakD I TPeIBIIyIii.
HepeiiieMs Teneps ®H MHTETPHPOBAHII IEPBHIXD ABYXH CIyJaeBb.
IToxomns
ptug=rt(u, ).

.. 0
Onepanis (T+u0—y, NpoH3BeTCHHAA HALH STHMDE TOKICCTBOMD 1aCTh

BE cuay (6)
ot (1, &
I )y
0x
7
pt+ug =1 (u) (21)

T1b 7 COBEPIIEHHO NPOH3BOIbLHAL (YHRIIA.
Jupdepennupys o6b uwactu ypasreHid (21) mo o u, TpEEEMAL BO BHI-
MaHie IepBoe 3L ypasHeHil (10), moayduMsb
. wA
g g
g

o

b 7' (w) mepsagd UpoH3BOAHAA OTDH (PYHRLIM T (u) IO .
IlopcraBaga sHaveHie ¢ BB ypaBHeHie (21) HAHIeMT

2
v
o

ox

p=t(u)—ut () F

TakuMD 00pasoMb MBl OpHBEJH HALly 3aJauy Kb HHTEIPHPOBAHIIO TOYU-
Haro jpudgepenmiaia:

dz = | v (1) — ut' () T~ Al du |- [ e R (22)
s L —
0% | 0x
Mo#HO TOI0ENTH
s Vil (28)
b :
dV = {7 (uw) — ur' (w)} de 7' (v)dy (o)

ud .
aW = - (udx — dy).

ox

Nss ypasmenig (12) HAXOJIHUMT

Bl
ay

w (1)’




n crbroBaTeIbHO

ng(gﬁr U (%)2 l
aW = : % dz oy dy .

p?| v Ju
ox ox

ou . ou
Ho ——u(Ty 1o ypam?[emm (8) paBHO o B M nubeMs

du
W (1)

i /()_u
) (u)2 ( ox

W S‘ diut i
Jw(w)

BosbMems Temepb mOambi puddepenniars ors BEpameria V—zz(u).

dW =

dx % dy) —
0y

1 cabroBaTeabHO

B® cumry ypasmerig (24) oHB IpHMETH BUIL
d{V—azt (W)} =7 (u) (dy — udz — zdu).

Baapp noxmmifi gmddeperuiart orw ypasHenis (9) u cpaBHEBAg Cb
TOMIBKO UTO IIOXYYGHHLIMD, Hafiiems

A{V—ar(w))=1" (u)¢' (u)du.
OTEy1a

V=ur(u)+ S ' (w) ¢’ () du.

Breca moayuenunia sHaueria V' m W BB ypasmemic (23), maiizems

=7 j‘ wiz)Q S 7' (1) @' (u) du - 27 (u).

MoxH0 H30aBATBCA BB 9TOMT BHPAKEHIH O0TH BTOPOTO 3HAKA HHTE-
rpata, TOIOKHBG IPOMSBOABHYL (YHENIK 7 (1) pasHOfi o {@'(w)}, r1b o (v)
nepBas NMpOM3BOJHASA IPOH3BOIbHON (pyHruinm o (v). Ilo BBUIOIHEHIM HHTETPH-
poBanig, HaiijgeMb

s g W ol W49 (09 (¢ )+ 20 (¢ @) (25)
Jy ()

9TO BBIpakeHie 114 & cOBMBCTHO ¢'b ypaBHEHiEMD
y—ux = ¢ (u)

I TaeTh HCKOMBIi HHTEerparb.



®opuyrnt (4) 1 (5) 1aIyTh COOTBBICTBYIOMIN MHTETPAID 11 ypaBHE-
Hig (1) Bb TakoMb Buyh:

x=0"{g"(u)}-—uy

e=7F j W sy )y o g ) — g Wy (20)
w ()

MaTerpalh, Kakh BHANND, 3aKI0UAeTT NPOU3BOILHYD (YHRIIO.

Hurerpamia 3aBuCHTS OrL ouperbienia ¢QyHENIE ¢ H % IO ypaBHe-
misws (13) 1 (9). Bo cayuab, pascvatpusaemonmd J. A. Serret, 00b on'b
PaBHAIICDH a1/ T—u?, r1b « noCTOAMHAL, BHAB ATHXD (PYHEMIN OLLID 0YeHb
npocTs. Boodme we onperbienie IXT TPH COBPEMEHHOMD COCTOAHIN aareGpol,
paomell T0IbRO HEH0IpI0e THCIO0 PaspBIIMVBHIXD YpaBHEHI, MOKeTDL IpPel-
CTABHTD HEIPeosopHMBLL TpyAHocTH. MOKHO 000fiTH 5TH BHMHCIEHIT cab-
ayomuyws 06pasons. Ilpemie Bcero HeoOXoAMMO JATh APYTOE AHAINTHIECKO®
yea0Bie, ROTOPOMY YAOBICTBOPAETD (PYHEIIA o, .

: AR e
Ilogseprag ypasHenie (13) ABAEILI OIN€PALLL —,de—v, TMOJYIAMTD

ox
9 ., ol
i 0 Vi 02—/:
A 9
—l/., -+ 2u A%w‘ \‘ _,A: (27)
ox” 0x 0y 0y

Hosoe mopropenie omepamin DpUBOIATH Kb YPABHEHID

e it 7 1 e 1 0371*
]/;1_ , I/Z s VA 3 V4
S - 3u—5— 43U — s - ——— = 0. (28)
da” dax” 0y ox 0y~ dy”

IMegaouas o W35 000UXDH YpaBHeHiH, MOIYUHMTD IIepBOe yCIoBie: OHO
[0KA3LIBaeTh, UTO ypaBHeHie

4 L=
AR .
.:=]/f(3:,;2j) (29)
JuHeiivaTasg HOBEPXHOCTD.
. - dul :
Tngdepenuupysa ypasuenie (27) mo y u sanbudad =, CT0 BHIPAKEHIEND

135 ypaBHeHid (11), HailleMb

3 il 2 1 <3 i 2 1 <9 il tii ()JA
e s e 4”01

Yl g, YA e 4 _ 4 AGO8 o OHfE o g
— =y gl _ = U =0, {30)
ox” dy 0z dy dy 0x 0y oy A

HMekmouas « U35 ypaBHeHia (27) 1 BHOBb NOTYIEHHATO, HAMIENTD 10-
[OAHATEIBHOE YCIOBiE, ROTOPOMY HOJAUHHEHA (YHELLA o




J1000EITHO, YTO BT JAHHONE cayual ycaoie oproroHalbHOCTH MOBEDX-
HOCTH Kb ILIOCKOCTH 2==0, COCTOAIEe BEH TOMB, 4YTO p U ¢ OOpaNlawTCHd
BB OC3KOHETHOCTH 0JHOTO NOPATKA A4 BCHXT ROODIUHATL 2, ¥, JIOBIETBO-
PADIUXT H3BBCTHON fynnuionaavnoil saeucumocm, BHIpaKkaeTcsa 10I0IHH-
TeIBHBIND Tu(pepennialbHLINGD YPABHEHIEND, HioHciecheenno YIOBICTBODII-
IHMCS 6CIbMU 603MOHCHLIMI ROODTUHATAME 2, ¥f.

Hepefizens o onpexbienio GyHrmifi w, ¢ (u), w (1), ¢’ (1). OYHEELIA u
omperbagerca kawDn o0 KopeEb TpexDs ypasHesiii (27), (28) u (30). Ibii-
CTBIA, HEOOXOAMMBIA 11 er0 ompejlbremis (TOBOPA BOOOME) PAIiOHAIBHEL

CoorsbreTBylomia Bhipaskenia B & H y 414 @) 1 p(u) 131yTH
qopuyasr (9) u (13) m Hakomems ¢ () moIyuHTES WS YpaBHeHim (9)

1
ABHBIND — — .
P du
oy
1 oromuaTeapHaro ompeibienia mETerpaza (25) OCTamHETCA EBApa-
du .
Typa X_W’ KOTOpad mpefcraBuTCA BB BULb Toumaro imddepentiara o1
wu ;

IBYX'h HEPEeMBHHBIXE.

Camo coGoil pasymbercsa, aro mpm sToMD crocodh yike Heabsd 0YIeTH
BOCIOIL30BAThCA (popmyramu (4) u (5) gag ouperbiaenis wHTerpala ypapHe-
HIF (1), a mpujerca npuObrEyTs HemocpelcTBEHHO KB (opyyiant Jekamipa.

CyMMHDYA BCe HpEIBLAYHIee, BHIAMDB, UTO I BTOPOE MOJOKEHIE MOKHO
CUHTATD J0KA3aHHBIMND.




Phmenie ypasuenii
»OdBKTDOMATHHTHON TeOpin NpOBOLHAKOBE,

A. TpysuHuesa.

DIERTPOMATHNTHAS TEOPis UPOBOIHHKOBE, JaHHAA MHOf BL 1899 roay,
IIPUBOIUTE Kb TPEND CHCTEMaMD IudepeHuialbHbxXs ypasmeHii; 1sb usn
HUXT NIpeACTaBIANTD CBASH MEEIY 2JICKTPHYECKUME mepembBinemiaymum i
CHLIaMI I MarHATHBIMH CHJIaMI I CYTh B TOXEe BpeMsa 0000IICHIE NBBBCTHLINE
ypasrenifi Marcsesza manm Iepmia; TpeThsa :ke ciucreMa 1aeTh COOTHOIIEHie
Bb BUIE Ju(depentiarsBrxs ypapeewifi MEIYy HepeMBIneHIAMH YacTHIb
aupa u MaTepin WM APYIHMH CIOBAMI, T4 CHCTEMA ypaBEenifi—upeicras-
JACTD IBHKCHIE 10HOBL HOID BIAHIEMD, Kakh COGCTBEHHBIXD CHID B3alMO-
nbHCTBiA, TARD M CHID €O CTOPOHLI slekTpuyeckaro Ioag. Kcam o6osma-
anh (', g, h) mpoeknin mepenbimenia wacruim apupa; (fy, ¢,, h,)—wa-
TepianbHoll wactunpl (ioma); x, v, 2 ROOPAUMHATH,— (¢, £, y) HPOERIin
MAarunTHOd CHIM BH TOfi e Tourb (4, y, 2) uposojnura: (p, q, )—co-
CTABIADINA TOKA HTPOBOIUMOCTH I { BpeMd, TO VIOMAHYTHIT CUCTEMBL OY1yTD:

=Y 08 oy

H JABA MOI00HBIXD AL  2-XB APYTHXD KOOPIHHATHBHIXD 0Ceii.

du 4z [d(h—hy) (g —9,)]

i 24 T K S o s

I 7Ba OOZOOHERIXD JIA APYIUXD oceii. :

Bb stuxt ypasreniaxts K jisaerTpuueckas mocTosEam CPETbI, (& KOa(-
(urienTs MarsmTHOR IpoRMUAEMOCTH, a A BelnumHa o0paTHasg CROPOCTH
cebra BB mycrorh (wiposown a(uph).

OTH YDaBHEHIS TOro #e BHBIIEATO BHTA, RaKD H BB Teopinm Jucrepcinm
PeabMroabiia, HO CYmECTBEHHO OTIIUAITCS OTH HHOXD 3HAYCHIAMI COCTAB-
LTOMWIXE TOKQ NPOBOXUMOCTH; Y HACH 9TH COCTABIAONIA BHPAKAITCI Ta-
EOMI (DOPMYyJIaMA:




p:é}ﬂg—o(f{—eﬂj) ¥ 7. B

npuueMt C ko3 pUIIeHTHs 3IEKTPONPOBOJIHOCTH, A & MOCTOAHHBIH Rosdehu-
miedTs, cBasamunil ¢ K 1 C 0 ¢b coOTBBTCTBYIONIUMI KO3(DpHIICHTAME,
XapakTepuayomiIMA MaTepiaibHEe 10HB, a HMEHHO !.:

C, VK
e=|—=—1]=.
- C X
IIpusToMs TORY TPOBOIHMOCTH NPHIAHDL Ooabe IIMPOKIH CMBICITE.
Vpasrenia jppumenia ioHa mMBOTH BHIL:

¢ s
- —{—ka—; +df,=fur L

L n

5

rb m, k u o nocrosmmsie kosgumients, uvmbomie omperbiennoe mexa-
HUYECROE 3HAUeHie.

BT OpUBEJCHHELIXG CHCTEMAXD II0J1€EKATD ompeibieHin, Eakb QYHRIIN
KOOPIMHATH U BPEMCHH, KOINYecTBa:

Fo @il gl T sag,

Mpl He OyZeMD B3aHHMATHCA OOMIEME BOLPOCOMT HHTETPHPOBAHIA STHXD
ypaBHeHil, 114 gacH €L ToukH 3pbHiA porTpedHOCTENl (PHBMEH—I0CTATOUHO
B3ATH HBROTODPHIA UACTHRA HXDL pHiieHia, JpieMIeMba €O CTOPOHH THXD
O0IMUXs BALAAI0BT. KOTOPHIE COCTABHIa COBPeMEHHAd (DI3UEA 0 BHYTPEHHEMD
MeXaHn3Mb 5IeKTPOMATHHTHLIXD (ONTHUECKHXD) ABIEHI, a MMEHHO. UTo BCH
9TH KOINTECTBA M3NBHANTCH nepioduvecki BO BPEMEHH 1 BL IPOCTPAHCTBE.
Cramens 6oxbe. Jlrg morpedmocTell (DHSHEI Gadcitvt 6o HAUEMD CAYUWL HE
opave proaueniii, a miy coomiowenia Meacdy usuueckuin kodpfinuienmani
(K, C 1 T. 1), xomopvle NOIJUMIOMCA 05 HOOCAHOGKIL MIbLD Wik OpY-
s pentit 6o naw Judbdpepenvianvivta ypasnenia. He 0esloresno mpu-
BECTH eme ojH0 cooOpamkenie. M onperbienis gopubl phiienis Halo 3HATH
MEXAHH3WD ABICHiA rayOike, ubMb TO I0SBOXAETL HAMDB COBPEMEHHHIT ypo-
BeHb HAIINXD 3HAHifi, a moromy jig maGbwamia TUIOTe3L, BOBCE HE Tpe-
GYeMHXT CYIHOCTHI0 rhira, MBI MOKeMB I0BOIBCTBOBATHC UACTHBIMIL Phure-
migyau, He npeipbmas Bompoca 0 MOIPOGHOCTAXH MEXaHHSMa PasOUPAEMBIXD
SABJIEHIIT.

TeapMroaprs 118 uaTerpuposania ypasuenii (1) u (II) BocmoassoBaics
IPEJII0I0KE N, UT0 Me®Iy f, 1 [, ¢ u g,, h m Joy MOKHO IOMyCTHTH
HOCTOAHHOE COOTHOIIGHIE:

1) DIEKTPOMATHHTHAS TeODIS NPOBOIHAKOBE, ¢Tp. 38,—T0abK0 34bCh HANNCAHO & BM. 7.
Yuennia Bamumexn Xapprosckaro Yamsepourera za 1899 r. Km. 4.




fo=uf, g,=ug, hy=uh (a)

npuueMb [elbMroapl’b CUMTAETH # IOCTOSHHBIMT KOMIIEKCHBIMT KOIHUE-
CTBOMD, LA OIpexbieHia KOTOparo OHG II0JATalD BOSMOKHEIMG BOCIIOIb30-
Barbea cueremoil (III), paromeidl Torza mo moxcramoBkb 3mAuUeHifi ():

1
a® —mp® -+ kpy/—1 :

=

I

27

P=—-—, 7 [eDiOFs

T
n
f=M ur m

Q=ptV—1 + ax by J-ce ).

Torg #e mpiema jgepmaijca M I BDL cBoeMb mscrbiosamin,

Ho mporuss Takoro npiema MoEHO crbiarh 0UeHb CEPHESHLIA BO3pa-
wenig, m onn Oputw MED crbramst mpog. B. A, CrerzoBoiMs.

JIblicTBuTeapn0, eciu

fy=uf,

10 ypasremie (IT1) obpamaerca BL oOHEHOBEHHOE Iu((epeHIiaIbHOE YpaB-
HenHie:

_‘j__

0 0 .
w 2L X afu— 1) =0,
dt

roTopoe mymbers obmee phmenie Buja:

fe=e % (F]em & F.ge_m/_l)

2 2
k o au—1 k = ;

Bl g = & e —-——5, a F, u F, QyEROix TOIBEO KOODIHHATH
2m il 4

I TOJIeKATH ONperbreHilo H3H OCTAIBHBIXD HANMHXD Ju(QepertiaIbHhxs
ypasueniii. Ho stu pbureniga He mpieMIeMsl yme TOTOMY OJHOMY, 4T0 Tpeji-
CTABIANTD TaKbh HA3KIBAGMbld ,3aTyXawllid® KoIedaHid, KEOTOPHIX'L OITHKA
He BHACTD; KPOMB TOTo, BOIPOCH OCIOKHACTCA BBEIEHIEMD HOBHIXT (YHRIIH.
Ha srux® ocHOBaHIAXD # HCRaxrh Jpyrofi myrh phbireHia HAUX®b ypaBHewif,
me npudbrag we ramorest [eapymroasua. ORasaloch, UT0 MOKHO IPHITH Kb
THNT #e 00IEME DesyIbTaTawsh, KOTOPHe JaHH B Hallell ,dIeKrpoMarmr-
HOIl Teopim NPOBOIHHKOBL®, He HOAb3yAch rHHoresofi [expmroapuma, ame
Gorbe TOro,—MOKHO HOAVUHTH YCIOBiSA, MPH KOTOPEIXH AONYCTHMO NOA0KCHIC
Teapyroapna. dra sagaua W CAVENTS TPEIMETOMT HACTOAmeHl 3aMbrim.

1) 9x. Teopia, crp. 42.




mmasers

e

==

Tar® raws oxexrpmuecras ueprypdamia (7, g, h) BoBcaroMB cayuad
€CTH lepiojuIeckas (PYHRIIA BPeMERH, T0, PYROBOACTBYACH IpHMbpOMT Teope-
Tuyeckoll aryctuen (I'eapyroabion, KupXro(gyp), MOmKHO MOA0EHTH, uTo

f= F sinpi| F cospt (1)
1.2 L, 0087

IpHIeNT p Yacrora IepeMbrT (T. e. umcao mepewbus roka 3a 27—CeEYHID),
a I, u F, yhiicrureisnsia (pymEDiN. KOOPAMHATT (2, ¥, 2).

Takuys 00pasont ypasHemie 1aa onperbienis IBmkeHis MaTepialb-
Haro ioma Oyaers:

O°f, ofe

m —,O +k— agfo = F sin pt 4+ F, cos pt, (2)
i dt i

T. €. OOBIKHOBeHHOE YPaBHEHie ¢o Bropofl yacrhio.
IlpounrerpupyeMt cHaualza ypasHeHie:

o Byt 4
e eI (3)
S :

2

2,

ITyers
st
fy==10€
Oyrers wacrtHoe phmenie ypasmemim (3).
Torma amt onpepbrenia s uwbens ypasmenie: -

ms?—4-ks+-a2=0,
0TCI0Ja HAXOJUMB:

Se=—ub 0, e :
1k
k ]/4 a‘m — & A
B omr P om “)

2 2
npuuens & BooGIIe Mad0 H MEHbINE 4a m.
Tagmws obpasows moxmoe phirenie yparmemis (3) 6y1ers:

i il B 6,8 (5)

b

S=—8F+pV—1, ,——s,—p,V~—1. (6)

Toxcrasasgs Temeps smavenmie (5) BL HePBOHAUAABHOE YpaBHeHie (2),
DOXYYHNT JIS OUPerBIenis NocTOSHELIXD ¢, M ¢, crbiyoulid 1Ba ypaBHeHIA:

st 96, 5, 06 :
ms e o + ms,e” = F sinpt - F, cos pt.




OTcoga HaXoTuMD:

Slf 001 T =
m (s, —s,)e G F, sin pt 4 F, cos pt,

8ot acz (7)
m(s, —s,) e ovE =77 sin pt — F, cos pt,

A1g umrerpuposanis sTux®  ypasmeniii IIPEIBAPATEILHO 3aMBTHME,
qr0 BOOOIILE:

(®

J Fe *sinptdt — — 7 +§ er_” cos ptdt -+,
—_ F _‘8t t — -
{Fe * cos pt dt = — LSCOS]? ——g (Fe *sinpt dt -1 €,

Orcoga wafizens:

- —st . : I(Tle_St . I P i 82
F e ™ gin ptdtz——w(s sin pt—-p cos pt) + [C'-= C b
=] 2 4 P

— 7 2

: —st FOB . " P S
Fye " cospldt=-—"—— (psinpt —s cospt) + [C"——C'] ——;
e s sT+p
npudent C' m C" NOCTOAHEMIA HATErPHPOBAHIA, KOTOPBIT MOTYT's OLITh ()yHEK-
IWAME &, ¥, 2.

Hoqbsyﬂcb OTHMH MHTErpalaMy, 435 ypaBHEHid (7) HAXOINME CHa-
Yaga ¢, a 3arbub ¢,, sambuag B ¢, BOIMUHHY s Yepes® s, I 00parHo:

—51
g =R F1p 1 Fys, T
6= — > 5 smpt——igﬁcospt ==l
m(s, — s,) e P +sl
g Fs,— F,p Fp-I-F,s,
= = _,“ sin pt — —Tﬁ— cospt |+ ¢,
m(s, —s,) p —+ 5 p -+ 32

IpHYeNd ¢ H ¢ HOBHA MOCTOAHHGIS.

IloxcraBuws Temepsh sTH sHAUEHIS ¢, U ¢, Bb DABEHCTBO (5), 10 IpH-
BEJGHIH I CORPAUIEHin Ha (s, — s,) HOHY‘IHM’L

A 8,=0) = Fyp(s,+s,) ] sinpt-[F, p(s,+5,) -+ F, (5,5,—p°)] cospt
s m(p°+s7) (p° 4-s)) |
_{_ ée st ¢ Sat




e
Ho mpu IoMOUIM PABEHCTBED (6) HAXOXUMD:

P | vt i
5155 = 8 B, 5. 5B 250

=0 2 2 2 9 e e T 2 I
p +s, =p —i—so—pe—onsol/——l, p s, =p +se—p0—{—2130a01 — 4
a MOTOMY, €CIH IOXORHMD ALT KPATROCTH NUCHMAS

2 2 2 i
P — P Ay 7 : 2ps,

= = sy e =B, A
i [(P) —”]J: + 5) —}—413055 m(p —Pp, =8 = 4130)5(3]

T TOIYUHMD XA f, Bolpamenie:

f. = (AF, - BF,)sinpt — (BF, — AF;) cos pt + fle ™ sinp,t -+

” - E)
+fe “osp, ! (9)

npuueNts [y # f, Oyayrb MIH HOCTOSHEEIME HiH (OYHEDLENE &, ¥, 2.
Tono6uba #e (OPMYIBl: MOIYyUMMD ALL g, I h,, sawbagd c00TBBT-
cteeRE0 F,, Iy, Iy, f, uepesv G, G, gos gy u Hyo Hy, I, By
Tpewae abnb wArd 1arpme, IajiAMb koapuniertans A u B ppyroi
puyh. 1logcTaBisd . BL HEXD sgaueHid p, U s, H3D DABEHCTBD (4), moay-
qUMb II0 HIPUBEJEHIN:

o —m 1)2 B kp
g2

a - — — (10)
(® —mp’) + Fp (@ —=mp’) + Fp

3uag fy, gy fy, COCTABIAEND BhIpameHie:

2

Flef, =[(1+ed) ¥, +BF,]sinpt—[eBF, — +e4) Fy] cospt -
; el sinpi+ efye” " cospf;

n crbioBaTeapHO:

fe b [(L = A) F - BEJsnpt-LBE {1l A) F,] cos pt —

; —Sob _» n —8ot 3
— fle ™ sinpt—fje " cospt;

f—[[—f():—_ [(1 —ll_ A) F1 + Blnz] Sin])t—— [BFl S (1 +A)f12} Cospt_!!_
- ]‘ge_m sin p,t + f:)"e_“’t cos p,t-.

[og00HbISA #e BHPAKEHIA IOIYIHMD LI g, H h,.

[lo7cTaBAME Teleps sHAGeHiA [—f, 1 h— h, BO BTOpOE ypaBHeHie
cucreMsl (3) crpam. 36-off 91 TeOpiH MPOBOJHHKOBD; IO pHUBEICHIN,
Hall1eMD:




AKuog ik,  dH dF, oOH,
45 O_t:l _A)(dz T Oz )—B(dp 13 ()x ﬂ B R
0z ox 0z 0x
i (0][0 ' dhﬂ) sin p f— e~ (df ” 5 %) cos p,t
0z ox dz 0x

mpuuens [, £, h,, k) npermonaraiorcs QyHEmiAMA Z, Y, £; €CIH Ke OHU
MOCTOAHHBLA KOANYeCTBa, TO ocabinie wiens ¢b sin Pel M COSPt HCILZAIOTS.
Wurerpupys mocabinee ypasmenie 1o ¢, Hafinews:

ARup [ v ar, @Hl) g,  oH,
e Ll e isee “B(E—% e

47
oF, o, 0F, o,

0z ox
= é,g—m ofy o,
Py = \04 ox

P —sot  fof" oh”
e (g_a_i’) (p smpt s COSZ)Ot)+ﬂO

)(> sinp,t + p, cos p,f) —

ps -+ sf
npnuens G, QyHROIL , ¥, # HIH TOCTOSHHOE. »
Ilogo0nbEINT ke o0pazoms HaligeMms:
AKup ot Al - oG, Ak,
im ( Tl E_W) (dx oy e
oG d e, IF,
i 8 ey ol e
-I—[b’ ( % % ) + (1 ( % 3 )] sin pt -+
%t (0g 0}‘
pc ( Lo ) (s,8inp,t 4 p,cos p,t) —
+ s

Sqt 0 df”
ne g y
_p]g == (Oxo F ,lo' )(])0 SIL Pt — 8, €08 P L) =47, -
o

185 oTHX'D IBYX'D BHIPAREHIH COCTABIAGMT IPABHA UACTH YPABHEHIT ( 1)

a8 oy 47 | 00, ) - 06, VA
B cospt| (1 —A)|=———A4F,|— B = 2)_T

09, 1 08, ay
L gin it | L] " ‘ i T
— sin pt [B (AFI o ) (1 (Aff v )] - m
pe " 00}
s inp - »E s
: P‘f & Sj (8, sin p - p, cos p,t) (A]‘(; dx) (D

1 4 ( " ()6;;
— {5l p T — S, COS p,t) \Afo = _d?)




e B s

NPITENE M0I0KEHO, KAKD NPHHATO:
@:%_{.LG@_E_E =aig’¢f)g:2 (il:’
e dy: Tige? 8 e Py e £

14 v

I 118 ¢ HAL0 B3ATH IocIBI0BATEIbHO 1 U 2 HIE  H
Toumo Tag®e XLif rbBofl wacTu IepBaro ypaBHEHLA cuCTeMbl (1) cTp. 35

COCTABHMB BhIpAKECHIe:

o (f s
4mA fgt—fo—}—zl Ap———{([xp[(l 4) F,+ BF,| —

— 4nC[eBF,— (1-+e4) F,]) cos pt +-(Kp [BF, — (1 +A) F,] +
4 470[(1-}+¢4) F, +&BF,])sinpt —
o ]‘(’)’e_s"t [(Ks, — 4aCe) sin pt — Kp, cos pt] —
— [ [(Ks, — 42 Ce) cos p,t + Kp, sinp,f]}. (I1)
Tlorarag Temepb AId TPOCTOTHL IHCHMA:

M=Kp(l+ A)—4aCDs }

N = KpB -+ 4xC(1 - A¢) (11

Haxomumd mo cpasmenin (1) m (ID):
[ et 7 (06, ) i
cosptL(l——A)(am =l —B(\ax K
_ 00, 060,\] |
—sinpt | B AFI— - -1 —-4){4 ax) -+

sut (j, 66”
- 26 [(s sinpgt 4 p, cosp, t)(Af — \——(p sinp,t—s,Co8p t)(Af”——J) =
pu ox / et

= A’up {cos pt[MF, - NF,] + sinpt[ NF, — MF,] —
— fo’eks"t [(Ks,— 47 Ce) sin pt — Kp, cos pt] —
— fle”* [(Ks, — Az Ce) cos p,t - Kp, sin p,t]}

HIH IIOJOEHBL:

: 00, 06, :
)L-——:(l —4) EE“—AF])'—B( ) Aﬂl)(MFl—l—NFQ),

0x
" 00, (00, : :
2 _—_B(*—AF1 -+ (1—A) (a—”—dlf'g)+A'ﬂp(NF,—IIIFz),

dx
pp. a0, ps, ([dl; 3 " : 5
:17‘3—_432(_55_41]“0) A appqu +— +0 ( — Af, ) A up(Ks,—4xCe)f;,
o .0 Py
pso (06:) ) 210 ()6” 2
—|——Adf | — 4" yp(Ks —4nCe)f,— ———Af” — A upp KT,
B, 18, g 0_|_ 0, oo



TOAYVIHMD:
X cos pt — ¥ sin pt = ¢ (7 cos Pt Vsinpt). (A)

Tarb Bakb MEL MOEEMT yCTAHOBHTB cayi OTHO yeaoBie a1d ompenb-

JeHis (PyHRmii F, n F,, To BHOepeMt HXD Takb, YTOOBI YIOBICTBOPAIOCH
DaBEHCTBO:

06, 00, >
(1—A)(0J; —dF, | — B —C.);‘—AF;_, =du(MF - NI). ()
HosroMy ypasuenie (A) odpatnres BB cabiyomee:

— Y sinpt = e“s"t(Ucospﬂt + Vsinp,t). (B)

IT0 PABEHCTBO I0XKHO CYIECTBOBATL 1T BCARAr0 SHAMEHIT £, a II0-
TOMYy, morarad ¢= 0. HAXOTUME:

U=0.
Teneps pasencreo (B) Gviers:

B i il e
~— ¥ sippl=—g=" Fain Pyt.

IToxarag sabes:

g JT JT
» ] ])0 9
HaXO0IHMB
Y=, ¥

HIM, PacKphiBasg 3HaueHie Y’ a:

06, 00, :
B 0x =47 -0 =4 (O'E“AFQ = — A up (B2 e

l[pexne ubmb mitn AQIbIIe, 0CTAHOBHMCA HA ypaBHEHIAXD (a) m (h).
N3b HEXD HAXOTUMD:

(7)120’ 9220,

Mraks moxyuaens 1is F, n F, ypapuenis:

— (1 — A)AF, + BAF,= A°up (MF, 4 NF,) | s
BAF, + (1 — 4) AF, = Aup (NF, — MF,) | 1

9TH JPABHEHIA 0013107 HHTCPECHLMT CBOMCTEOM®. Ecrun saybrnys

Bb HUXD [ wepess —F,, a F, uepess F 1 » TO OHN 00paImanTcd 0IHO BL

APYroe, T. e. cumereMa (12) ocraerca memsMBHEON. OTcofa sakInTaens, uro
€CIHI BLIpaRemie




e =
f=F, sinpt— F,cospt u T. I.
YI0BIETBOPAETD HALIIMD AuhepeHialb b JpaBHEHIAND, TO U BRIPAEEHIE
f=— F,sinpi+ F cospt u T. I

To:ke yiosaersopgers mwb. Ho Beb mamm YpaBHEHiA IHHEHHEl, & HOTOMY
oHH OyIyTs YO0BAETBOPATHCA I TARHMD phmeniens pia f:

(= F,sinpt-F), COSpt}JrV‘———;l(Fl sinpt—+ F,cospt) = (Fy-+F,)/ = 1) SV

Kb TOMY e PesyIbTaTy Mbl IPUIeMb, €CIi, NOMHORHED BTOPOE YpaB-
Herie BB cuctemb (12) Ha — V' —1, CIOHHUMD Cb HOPBHIMD. JibiicTBUTEIBHO,
MBI [OJIYyYaeMB TOTAA:

(1 — 4+ BY=TAF A V-1 )=
— Aup (M —V—1N)(F,-V—1F)

HJIH, eCIn TOXIORHMD:
F,+V—1F,=T o

. V1N
o d iV L H (14)
(A—1)—BV—1

PHmuss 910 ypaBHeHie, Mbl 3HaeMb [ 1 Fj. Hayp 10cTaTOYHO B3ATH
Rakoe-HEOYAb uacrtHOe pBmenic pig F', — JIHIID Obl 0HO NPeICTABIAI0 IIe-
piommueckyl (yHEOIO (2, ¥. 2).

TlonoxmyD:

-F=1(10811.7:“}—b_zj-{—(:z1 (13)

b F, n @, b, ¢ KOMIIEKCHBLA HOCTOAHHBIA.
Tloxcrasaad Bb (14), HAXOJHMD:
, ; =
2 “up (M — [ ==
& 0= — e NV,I)
-~ 1—A4-+BV--1

(16)

FEean mojcraBmMb cioja suadenia M, N, A n B, TONOEHABD Tpex-
BapPHUTEILHO:
9 my)/—1

cag—kbg—%cg—_——Azsz e

I e 3 (17)
Ao BY 1=, é??czl)l

TO MOJIYYHMb:

=gy = T — 2 =y
Ku—— e DuV—1= 2 V“e?W <

(1)

1—w 14w




A 9TO DABEHCTBO ecmb TOEKIECTBOHHO HANE IHCHEPCiOHHOS COOTHONTe-
Hie (I) ,DaexrpoMarsuTHOfi Teopin IPOBOTHUKOBT (cTp. 44); mpuYeME KO-
AHYECTBO ev IIPH NOMONIM paBeHCTBA (10) ¢Tp. 6 macTodmledl CTATHH MOKETH
OnTh TpercraBieHo BL cabayomedt (popab:

W= —; 5 1 ——
o —mp - kpy—1
T. €. OHO TOXICCTBEHHO Cb ['€IpMTOJBIIEBCEHMD 2.
Hrars MM HOXYYHIN HAIE OCHOBHOE Jucnepcionnoe coorTHomerie (I),
He mpubbrag kb twmoresh Leapyroubma.
Hams amammst jaers ceepxdb TOTo I YCIOBiA, IPH KOTOPHIXD THIOTE3A

Texpyroabna pbiraercs mpocTssrh 4aCTHBING CIVIAEMD HANIIXTD coodpaskeHiil.
JBACTBUTEILHO, CTONTD TOABKO WPHHATE, UTO

fy ==sonst., [ = const.,
KaKD yCIOBIf:

{F — O e — ()
TaIyTh:
=0 =0,
a Torga phmenie 1id f, 0y1eTs:
f,=wrf.

Ho wb oruwt wacTHRMS yeaoBiam®: mETD HeoGXOAHMOCTH npudbrars,
RakDh MBI BUABIH, 118 MOXyYeHiA IHCHEPCIOHHATO COOTHONIEHI.
B sakmouenie saMbruns, 4r0 KoamuecTBa @, b, ¢ TOMAKHEL HMBTH BHIE:

azﬂ-ao—l—a}/j

b=—g,+8V~—1
c=—y,+-rV—1

I e, 8, 7, BOTKHB OBITb NOJOKHTEABHEI, UTOOH IYUH MOLTH CUHTATHCSH
IIOTIOMAECMBIMY CPeIuHOil.
Ilpejbiaymili aHAIn3® MOKHO 3HAUWTEABHO YODOCTHTH, ECII cpasy
BBECTH KOMIJICKCHEIA BEIHYHHEL
Ioxo®nns, uTo Hamepers BeOpaiu jig f, g, h pbmexie Bumia:
= Fe”tvj, g:(}em/jl, Bt 5

2

rib F, G, H kommiekcEsiAd (YHEME koopimmars (z, y, 2); o
2%

D= —

1 T

II T —I1epioqrs H3MBHEHIA KMHETHYCCKATO COCTOSHIA CPEIHHELI.




Ry

Tagnnb 00pasoMb ypaBHemie jBmmeHid ioma GyleTs:

02fo (3]‘:) 2 =T
Tk —al = T g, o
o’ T ot o

OTcola HAX0INMD, Kakb H HpPEeKie:

=il et e & ur oo
r1b
il
at— mp” + kpV—1

==

CocraBiga sarbwn ypasuemie (3) crp. 36-f m (1) crp. 35-if HAXOZUMD
0 CpaBHEeHiHm pesyIbTaroBDs crbiyomee 00Iee COOTHOMECHIE:

AEe 1 +0pV =1 F T+ 200 Ly e
! St 47[C€ £ 8y " 8; 1—u 0(”)
+ fe, € + fy'5,¢ e = (AF— )_
py—1 ox
es‘t ( 061) Ssﬂt ( 32 668
l ff; ) g.‘AO—'—d’—.Z’)HT‘VII
MpHYEMD:

oG . oH
0m+0@/ 0z

Ho msr Bceria nvbens mpaso BeOparts QyEEmin F, G n H TarmMy,
qTOGH OH'S JI0BAETBOPAIH YPABHEHIAMD BHIA:

o e B e G B L et (A[:,.fl@_)
R Yy —1

HIE Ipole:

] 2 s e W
AE‘—-@—:—AZP [}i—ﬁ Ku— 1+”£D‘ul/¥—1]F
1—u 1 —w

0%

1 TOZOGHBIA ypaBHeHIA 111 G m H, npuueMts MOJXOKEHO:

47 C
p

=D.

TMoa0muND LI KPaTROCTH IIHCHMa:

ﬁ:; Ky — 11+EuD l/'—l_VzezvV_ )



| ——

O

TOTAa NPEJBIIyIIee ypaBHEHie OyIeTd:
06 B0 ON e Y
AF —— = — A’p’ 72V ' .
ox
31 arux® ypasmeniit HAXOAUMDB, 9UTO
_ =

@ THOTOMY OROHUYATEIBHO ypaBHEHIe 114 omperbieHis F GyzeTs:
~ e e BT
AP =—A'p' Ve R,

Ipocroe wacrnoe phmesnie, y1oBIeTBOpsI0MmEe YCIOBIAMD HepioTnIHoCTH
Bb IIPOCTPAHCTBS, Oy1eTh 00LUHATO BHIA:

o r 6 +- By +cz
F=TFe

15 @, b, ¢ ROMILIOKCHBIA NOCTOSHEDLIL.
ITojcranoBEa BB HAlG YpaBHEHie 1acTh:

2 72 2 e e
@ b = AP

T. €. JaHHOE paHbIlIe PaBeHCTBO:

1+ su

11w
b=

Ku Duy S V?g?v}/?}

1 —u

ecmy THCIEPCIOHHOE COOTHONIeHie Halefi SICKTPOMATHHTHOHR Teopinm Impo-
BOJHHEOBE,

Mast ompexbaenia pynguiii £, fo+-+. 0€3B TPyIa HAXOIUMB VpasHeHI:
o ol >
Af; gop A"w(s; + 4nCes)) f; ,
n
o 2 ;
L’/'O —65 — U (5'2 —[—4.7!0652)](; .

Ipocrbiimria pbmenia nxm:
’ "
fo =const.— 0, f’= const.— 0.

Mozno B3ars 118 £ eme Goxbe oomee pbmenie Buga:

fea BVt Boapil =)

1 10100paTh (yHEMiKL I, u I, tarb, 9T00H OKOHUATEIBHO [ 65110 1hficTBI-
TeIBHOI (yHELiefi roopruHATD I BpeMenn. Iloxyuaerca Tome pucuepciorHOe
COOTHOILEHIe.




Sue la déviation pendant la chute liee d'un pesant.
C. Russyan.

On sait, qu'un pesant éprouve pendant la chute libre la déviation
de la direction verticale du point de départ. La déviation composante,
perpendiculaire au plan méridien de ce point, est déja detérminée par
Doisson (,Sur le mouvement des projectils® J. de 'Ec. Pol., t. 16, p. 32):
elle est dirigée vers l'est et est égale a

1mcst3
3990

au petit de Pordre @ prés, ot o est la vitesse angulaire de la rotation
du globe terrestre et ¢ est la latitude astronomique du point de départ.
Quant & la déviation compusante, située dans le plan méridien, il dominait
I'opinion, que cette dernitre soit dirigée vers le sud et soit égale &

1 o 4
gm gsng cs gt
dans la supposition de la forme sphérique du globe terrestre (v. p. ex.
P. Appell: ,Traité de mécanique rationelle® t. IL, p. 979). M. de Sparre
démontre (C. R., 1905; Bull. de la Soc. math. de France, 1906), que cette
déviation est dirigée vers le nord et est égale a

% o' s’y ¢s ot

ot L est la distance du point de départ du centre de la Terre. Je dé-
montre dans ce que va suivre, que la déviation en question est réellement
dirigée vers le nord, et que la valeur donnée par M. de Sparre est la
partie principale du premier terme de son dévellopement en fonction du temps.

Soit 0 le point de départ d’un pesant. L’axe positive 0Z soit dirigée
vers le nadire; I'axe positive 0X, située dans le plan méridien, soit dirigée
vers le sud; Paxe positive 0¥, perpendiculaire & ce plan, soit dirvigée
vers l’est.



Soit, enfin, ¢ la latitude astronomique du peint O en valeur absolue,
¥ T
comprise entre 0 et 5

Les équations du mouvement relatif de ce pesant sont

dx

~px—Lw~511go(£511gp—zc::gp-{—h)—l-ZOanw%

' 5 dx dz
—S=p +oy-—-20 (#sncp——csqo)
sk Y dt dt

— = 0 "es@ (zsng—zes@-Hh) —20cs P — @
dt dt

ol p,, p,, p, sont les composantes de D'accéleration, due & lattraction
néwtonienne, et h est la distance du point de départ de 'axe de la rotation.

Si &, 0, ¢ sont les coordonnées du centre du globe terrestre, ou a
dans la supposition que la Terre soit la sphére homogene, que

M(E—u) BETS b
[(S e .’/’C) -J—y (g S5 ) ]3/27 Y [[g __w)z_}_ya + (g 5 ,-:\)2]3/2’
p,= M —2)
=2 G~ T

Si L:1/§2—i—§2 est la distance du point de départ du centre de
la Terre, on a que

b,

M. M g 5
p,=S5E—a) 1+ p,=—5yA+a) " 3@~w0 +a)™
L L
ou ,%2—{—?/2—!‘22 ALz ng_ng—

~de maniere que
M ; — 3/ - —3/3 : 2
pz=X0_i§x(1+Ct) /—:—-—4?:5[(1+Ct) /_—1]7 Py”—_—“—_gzl([”;_“) 3

_ M
27:_;:Z0—E§5(1—i—a) —{'

Mais comme

o sng(zsug —zese—+h), 0)23/, — o csgrsng—zesgp L)




_ ou que

2

— Ot

sont les composantes de 1’accéleration centrifuge au point (zwz .
celles au point de départ sont

2 2
whsng, 0, —ohcse.
Les expressions donc
G 2
X @hsng, <0y i Z o0 hesg.

sont les composantes de l'accéleration de la pesanteur au point O,
dirigée vers le nadire, et on a que

X @l su =0, e o'l cs‘go =

X, — — o hsng, Z0=g—1—w2hcsgo

olt g est Paccéleration de la pesanteur au point de départ. On a donc
aprés la substitution que

p=—amg—Ta(l+a) "+ Lel1 40 1], p,=— T
"’z=9+“’h0w—ﬁz(1+a)‘”+ AP

En substituant ces valeurs des p,, p,, p, dans les équations du
mouvement relatif, nous les obtenons dans la forme

= - z
d—f:”‘—sx( 1+a) 2+ 3§{(1~—0€ -1]+wzsngo(xsn(p-zcs¢)+Qwsu(;g
dt b dt
d?'u 8/2 Z d

.\)___ y(1+a) Lo’ —-”co(—sncp——csgo)

3 = +ea) Froy ) -~

‘23 Il{[ _L_ _3/2 _‘_ _3/2 5 . )

5 —=g— —4(1-+a) +—3§[(1 Le)” ?—1]— o cs@(zsngp—zesp)— 200 csp
dt L L dt

Si p, est P'accéleration newtonienne au point de départ, on a que
les composantes X, Z, sont

> § S
Lozﬁoz’ Zo:poi
et I
by = ?
mais comme d’un autre coté
X(,:——cozhsngp, Z0=g+w2hcsgo,

il en résulte que

§:~£w2hsn¢, §=p£(g+w2hcsso)-
0

0

dy



g
Eu substituant ces valeurs dans les équations du mouvement, nous
obtenons

dgm _p() —3/3 2 —3/s 9 di/
s———¢(l+a) "—w hsne[(l+e) ‘—1]4osng(rsng —zesg) +20sng—

dt L dt

dgy Po o) = dz o 42

—=——y(14a)” /‘~}—co' ——-Qw(—smp—— csgo)

B ; 7 at

d’z Py 5 5 : = 3 dy

e —-g—~z(l—§—a (gt o hes@)[(1+a) *—1]—o csgo(xsp(p-—zcsqa)——chsgoF.
. L

@ " -2 p, + 22L 0’0 @ — 22 ( g+ @’ hesg)
;)0L2

ol (—

Comme les coordonnées zy# du mobile sont pratiquement trés-petites
par rapport & L, la fonction
¥ —3
(Lsdwep s

est holomorphe aux environs du point (0, 0, 0) et les équations différen-
tielles du mouvement possédent trois intégrales holomorphes

g=a,+ at-—af + ...
y="0,+ bt+bt ...
e=c¢, ottt ...
Comme les coordonnées et la vitesse initiales sont nulles, on a que

a0=(¢l=b0:blzcozclzo’

et
B el B e
Par conséquent la fonction
Ltk 0} 705,

égale &

3 Ja

[t gt
2“ 1 8 3

se développe en série

3 9 oz
1 ——L[coghsngpaz——cz(g—}—af’hcsqf)] £ -+ ..

Dy

En substltuant dans les équations du mouvement au lieu des o O
(1L a)™" leurs développements et en égalant les coéfficents des mémes

degrés de ¢, nous obtenons la série d’équations




o Y i

a,=0 b,=0 ¢=y,
1
a,=0 b=, wgcsep, c;=0

3
} iy I (]) 1 48 g
S 2 e SRS,

a, Sa)gbngp(cqu Lpo 800 I p, pesg

: 2‘)0 " 3
04—:_03 04:" —‘—-—-—(g COhCSQP) —‘Q"C’JQ'CSQP

de maniere que
' e=27 et + .

2
l e
i :—wgcsqﬁt bt
z=at tatf +....
Il est aisé de voir de la forme des équations du mouvement, que
les coéfficients des degrés plus élevés de ¢ sont petits par rapport & ceux
1 g 3 .
des degrés plus bas de I'ordre ® ou = au moins. On en voit quil y a la

L
déviation vers l’est, car le premier terme

lco CS IfsI
T A

du développement de y est positif.
Quant & la déviation z dans le plan méridien, évaluons le coefficient a, .
Nous avons obtenu que

¢"—lco2(sn ¢S —ﬁi looL hy? suc ¢S ¢
(‘1_8J¢(g) L 8 Lp0 e

Dy,

h g g B
Nous allons exprimer g, A ou plutdt —'—, = (—) par L el p;-
; Lp,” p\L :

Si la droite de I’accéleration newtonienne fait
avec le plan d’équateur ’angle aigu 6, nous
aurons que
J _2;0 TR — 2pw hesh,
ou 5
f=ﬁ+ﬁfﬂwﬁ%;

et d’autre coté que
pe=¢ -+ oK+ 20’ h ¢S P .

En ajoutant ces deux équations nous obte-
nons que

OA=wh, 0B=F, 0CF




2 /i
w‘k-{—gcsgo—pozl:o,

d’olt
h_ _gesy

i po——sz.

g h et ;
En substituant cette valeur de T dans la premiere équation, nous

aurons que

2 9 ; P o e
Feg e’ 28 9,00 TEP
(o — 0 L) (py—aw L}
d’ott il vient que
(1 w L)g 1 _EOZ
g\ Dy g po
e 2 4.9\ 7 72 TN (a)
Py o A2 . @ L Po 2l o L
I—sne — l—-—sn(p( oot
Dy by 0 Py
Il en résulte que
2
o L
3 (l *x) ¢S @
gh_ g geso (g)“ 8 Do
e s T 2 4y
by by Py

Il suit enfin de ces formules, que

L

2 5 0 Lo cs @

== =i G 0 402\ 13 °
Po 1_wﬂ b—m%me—wa

Dy
Dy by by

La valeur donc de a, devient aprés la substitution

2
e
a —]cogqan:csgo 1 -
4*§ : e o (om® 42
l—sn‘gp("mL—m{;)
Py Po
=
I 1“i
——o'Lsngcs’y 2“ o
8 O e
I ~sny - ——pz
0 (1}




B )

== T =

ou aprés la transformation dans le premier terme

2
o L
1 —sngcp (2———)
a =—coisn(pcsq>£L L —
: . i " 1———5112q3 (2 m——gL_“ij)
Po 293 i
: o L

Po
2602L = m-lLZ

== Snqu ( 5 ﬂ
Po Py

1 3
_§CO4LSIIQD cs @ l

- : ; g .
Si nous substituons au lieu de I 1a valeur (a), nous obtiendrons:
D

0 -
mgL 9 OOEL 2
ety | T s e Bt
Josa Po - Py -
aé:g(ﬂLSHQPCSQJ wEL m4L2 3
ll——sngcp(Q———— 3 )]
by Py

] + 3
=——0 Lsn @ CcsP - T
8 2 2 el IR
s +snegll——
Ho vl

Nous voyons que la déviation z est divigée vers le nord.
La partie principale du premier terme

4
: a,t
de cette déviation est

1 .
e 'L sua(p cs @ 7

Cest la valeur de la déviation qui a été donnée par M. de Sparre.




Sur les expressions asymptotiques de certaines fonc-

tions, définies par les équations différentielles linéaires

du second ordre, et leurs applications au probléme du

développement d’une fonction arbitraire en séries pro-
cedant suivant les-dites fonctions.

par W. Stekloff.

1. Soit
(1) i dr e

une suite infinie, formée suivant une loj quelconque bien déterminée, de
nombres positifs indéfiniment croissants, lorsque Iindice » tend vers ’infini.
Supposons qu’a chaque nombre 23 n=0,1,2,...) corresponde une
fonction u, (x) de la variable réelle «, continue et bien déterminée dans
un certain intervalle (a, b) (6> a).
On obtient ainsi une suite de fonctions

uy (), u, (), R R RO e

contenant Aj =01, 2.5, .) comme parametre, définies dans chaque
cas particulier suivant une loi déterminée., 3
Le cas le plus intéressant est celui, ou les fonctions w, (n=0, 1, 2,.. .)
se déterminent par une équation différentielle linéaire jointe & certaines con-
ditions initiales ou & certaines conditions aux limites de l'intervalle (a, b).
Signalons, pour exemple, les fonctions trigonométriques, fonctions de
Bessel et de Lamé, les polynomes de Hermite-Tchébicheff, satisfaisant 3
I’équation :
Uy, — axu, + o, =0, n=0,1,2,..)
ol les entiers
O A 50 B viii Bya

jouissent le role des nombres 23 (=019 %
Signalons aussi les polynomes de Jacobi verifiant Péquation

(A=), (a— B—(@+-B) 5w, +n(n—1 -+ at Bu, —0,
7




ot Pon peut prendre pour les nombres l‘i la suite de nombres
a8, 2@+84+1D, 8@@+8+2),..., nlet+B+n—1),....
Rappelons encore les polynomes de Tehébicheff satisfaisant a I'équation
xu% + (8 — ax)u, + anu, =0,

les fonctions ¥, de Sturm-Liouville qui se rencontrent dans le probleme
de refroidissement d’une barre hétérogene, définies par les équations

2) V.4 (Bp—a) V,=0, a<z<b,
jointes aux conditions aux limites
V.(@)—~hV,(@)=0, V,0)-+HV,®=0,

ot p et g sont les fonctions positives de z, h et H deux constantes po-
sitives. :

Les fonctions u, de Pespéce considérée jouissent un role important
dans diverses questions de ’Analyse et, en particulier, dans le probleme
du développement d’une fonction arbitraire f (x) en séries infinies procé-
dant suivant les fonctions u, (n=20, 1, 2,...).

L’étude de ce dernier probléeme conduit tout d’abord & certaines
expressions des fonctions u,, qu’on appelle souvent ,expressions asympto-
tiques“, de la forme suivante

u, = A, (cos§,t+w, (), [ou A, (sing, ¢+ w, (?)]

ot ¢ est une fonction déterminée de la variable primitive z, §, désigne
une constante dépendant du nombre 2, 4, une autre constante dépendant
de l'entier n, w, (f) une fonction dont le module tend vers zéro, lorsque
n croit indéfiniment. \

Il existe beaucoup de méthodes particulieres conduisant dans divers cas
particuliers aux expressions approchées de la forme tout & I'heure indiquée.

Rappelons, par exemple, un procédé de Laplace, appliqué par cet
illustre géométre aux polynomes de Legendre et, puis (en 1864), ') par
Hermite aux polynomes qui portent le mom de polynomes de Hermite-
Tchébicheff.

Une autre méthode a 6té donnée par Bonnet en 1852 2) pour les
polynomes de Legendre et appliquée ensuite par M. Darboux au cas plus
général de polynomes de Jacobi 3).

1) Comptes Rendus, 1864. p. 266.
2) Journal de Liouville, T. XVII, p. 265, 1852.
8) Journal de Liouville, T. IV, 1878, p. 46.




Rappelons encore la méthode de M. Dini 1), différente de celles de
Laplace et de Bonnet et analogue i une méthode de Hanckel, A I'aide de
laquelle M. Dini a établi les formules asymptotiques pour les fonctions de
Bessel o (4,2), ot 2, est une racine réelle et positive de I’équation

ZJ“*H(Z) —(h+ ) Ja(,e) —= 10

I désignant une constante réelle, différente de zéro.

Signalons enfin les récentes recherches de M. Adamoff 2), oit Pauteur
obtient les expressions asymptotiques pour les polynomes de Hermite-
Tchébicheff ainsi que pour un cas particulier des polynomes de Jacobi,
analogues a celles de Hermite et de Darboux, en prenant pour le point
de départ certaines expressions de ces polynomes & l’aide des intégrales
définies. :

Eu égard a Pimportance de Vapproximation des fonctions de trés-
grands nombres pour divers problemes de I’ Analyse, je me permets d’indiquer,
dans ce qui va suivre, une méthode générale et fort simple pour déduire
les expressions asymptotiques pour toute suite de fonctions, définies par
certaines équations différentielles linéaires du second ordre contenant comme
des cas particuliers toutes les fonctions, mentionnées plus haut.

I’idée principale de cette méthode, représentant une généralisation
de celle de Bonnet, découle des recherches de Liouville sur le probléme
du développement d’une fonction arbitraire en série de fonctions de Sturm-
Liouville [I’équation (2)], publiées en 1837 dans le tome II du Journal
de Liouville et perfectionnées récemment par M. Kneser dans ses Mémoires,
msérés aux T. 58 et 60 des ,Mathematische Annalen“.

Apres avoir exposé les fondements de la méthode, dont il s'agit, je
Papplique aux divers cas particuliers: aux polynomes de Hermite, & une
certaine classe des polynomes de Tchébicheff, aux polynomes de Jacobi et
aux fonctions de Bessel.

L’emploi des expressions asymptotiques ainsi obtenues m’a conduit &
une transformation des séries connues, qui servent de développement & une
fonction arbitraire, en somme de deux autres, que nous appellerons série («)
et série (8), dont 'une (série (8)) converge absolument et uniformément,
si la fonction développable satisfait aux certaines conditions trés générales.

Donc la recherche des conditions de convergence de la série primi-
tive se raméne, conformément aux idées de Laplace et de Hermite, &
celle de convergence de l'autre série (c).

L’étude de ee dernier probléme m’a permis non seulement de trouver
les conditions générales de convergence utiforme de la série primitive,

1) Serie di Fourier ete. Pisa, 1880,
*) Bulletin de I"Ecole polythechnique de St-Petersbourg, 1906.

7/
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mais encore de déterminer la somme de cette série toutes les fois que Ia
série (a) converge uniformément.

J’ai obtenu ee résultat en appliquant convenablement mon théoréme
général, établi en 1904 dans le Mémoire: ,Sur certaines égalités généra-
les, communes aux plusieurs suites de fonctions ete.“, inséré dans les Bul-
Jetins de PAcadémie des Sciences de St-Pétersbourg.

Jé suis arrivé ainsi i une méthode nouvelle pour résoudre le pro-
bleme du développement d'une  fonction arbitraire en séries procédant
suivant les fonctions, mentionnées plus haut.

Apres avoir examiné divers cas particuliers, dont I’étude m'a conduit
au résultat que je viens d’énoncer, j'expose les principes de la méthode
sous la forme générale et je termine mes recherches en appliquant la
méthode, dont il s'agit, an probleme du développement d’une fonction
donnée en série de fonctions de Sturm-Liouville, qui présentent une classe
de fonctions trés étendue contenant comme des cas particuliers les fonctions
trigonométriques, les fonctions de Bessel, celles de Lamé et beaucoup d’autres.

2. La suite de nombres

(3) P e e

lim 2.2 = oo

Nn—aoO
étant donnée, supposons que les fonetions correspondantes u, (n=0, 1, 2,. . g
satisfassent a 1'équation

(4) pu, + qu, 423 ru, =0 pouwr a<z=b.

Supposons que les fonctions p et » de la variable réelle z restent
continues, positives et ne s’annulent pas a Dintérieur de Vintervalle (a, b).

Supposons encore que p et r admettent les dérivées de deux pre-
miers ordres et que la fonetion ¢, restant continue, admette la dérivée
du premier ordre dans l'intervalle (a0}

Soit -
r=a, a<a<b

un point quelconque, pris arbitrairement a l’intérieur de l'intervalle (a, ).
Ce sera un point ordinaire pour la fonetion u, vérifiant 1’équation
Jinéaire (4), en vertu des hypotheses faites sur les fonctions p, ¢ et 7.
L’équation (4) admet au yoisinage du point 2= a deux solutions
particulieres indépendantes, continues A Vintérieur de l'intervalle (a, b);
on peut les définir par les conditions initiales suivantes

(5) , (OC) e A'n ’ ’Mln (OC) == Bn 2

A, et B, étant des constantes.
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Cela posé, indiquons une méthode particuliere de Iintégration de
Péquation (4) qui nous conduira tout de suite aux expressions asymptotiques
dont nous avons parlé plus haut (n® 1).

Introduisons au lieu de z une nouvelle variable ¢

Bt %

t= o (z),

@ €tant une fonction quelconque donnée.
L’équation (4) devient

B dt SR dn
(6) p(—~) +[p“+q—]%+lzm = 0.

Posons

dt \* ; l/?
7 r—— i o= 1 —.
(7) P (a'(x) ¥yt jdaz ;

r
| On obtient
l

)

®) dun+20dun (g2 .
¢ u, =0,
dt* P
olt 'on a posé
(9) | nggﬂj‘_@_
¥ 9% 1/7'}9

Remplagant dans @ la variable z par son expression en # & Vaide
de (7), on peut écrire
2

() I% e i, oy
- AT T u — .
1 : dt’ Bt

‘ Introduisons maintenant au lien de u, une nouvelle inconnue v en
‘ posant
(10) u, =2z (), (t).

On obtient cette équation en v _(f)

d2v'n: ' dvﬂ. "
(1 I) 3“%;2‘ -I— [QZI“}' 26 (f) 3’] ’Tt + [Z “f— 26 (t) Z’+ Ziz] v, = B
(2 (1

i oll

2
e e
7= — =

2

o’ dt
Choisissons #(#) de facon que l'on ajt

Z+06@).2=0.
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On peut poser
(12) Z:e—je(tw.

L’équation (11) se réduira & la suivante

2

d v

(13) v 2o, =,
i #()
ou l'on a posé
dO ¢
(14) “+0 @.

Désignons par 7,, = et ¢, les valeurs de ¢ correspondant respective-
ment 44 —a, x—0, £=0-

En se rappelant Uhypotheése, faite sur les fonctions p, ¢ et », on
peut affirmer, en vertu de (9) et (14), que la fonction p(7) reste continue
A Vintérieur de l'intervalle (z,, 7,).

Transformons les conditions initiales (5).

L’équation (10) donne

=u, (Ot) =z (T) s (T) 3
du,, dz I/P («) o

(T) v, (¥) 1+ 2(7) v, (%),

de db| ., ]/?"(Ct
d’olt
4 A
(15) v, () = ( :
(16) F VRO g

v e

3. Cherchons une solution de P’équation différentielle (13) satisfai-
sant aux conditions (15) et (16).
Soit
=, cos t 1 C,sin it

Pintéorale oénérale de 1’équation
g g

dv_‘_l o
at’

Moyennant la méthode de Cauchy nous obtiendrons I'intégrale géné-
rale de I’équation (13) sous la forme suivante

v, =I) cos 4 ¢t + D,sind,t,



ot )=
olt D, et D, sont les fonetions de ¢, définies par les équations

dD, 5 aD, s
5 o8 nt+7t31n JL=10,

dD, dD, @ (t)
——Simad ft——"cosl f==—
7 SIn 4, ap Cos 7

Uy s

"

qui donnent
i

; 5 s ;
Di=tie Yﬂ(s) v, (§)sin 2,§ dg,
v

t

1 g e
D,=C,+ Y.“@) v, (§) cos 4§ d¢,

T

C; et G, étant des constantes arbitraires,
On a done

t
B n—=0 it + C,sin A t — %fﬂ (&) v, (§)sin (& —1) d&

et

! d'U”

¢
PuiFlr e 4, (O sin 2, t— G, cos A, 1) Jrj]‘“ (), (§)cos i, (§—1¢)dg.

T

Il ne nous reste qu’a vérifier les équations (15) et (16).
On trouve aisément :

n

2

n

{3 .
Ci=4d,000d ¢ —"sind v,

’

, B
Cy=4,sinl,t+ —-eos 2,7,

"

et, en vertu de (17),
!

7

’ _B 1 =
(17)) vn=Ancosln(t_r)+,—"sinl,, (t——r)-l—jﬂ@)vn@)sin 4,(E—0)dg.

45

4. Noas allons distinguer, pour plus de simplicité, deux cas différents

1) B,=0, 4,Z0 ¢t 2) 4,—0, B.Zo.
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Dans le premier cas on trouve

i

(18) v, = A; cos 2, t—17) _%S w(@ o, () sind, (§— £) d§.

"
T

Substituant cette expression de v, dans I'intégrale du second membre
de cette 6quation on obtient ~

t

r

: Al
vn:Ancosl”(t—T)-——fj,u(g) sin 2, (§ —1) cos 4, (§—r7)dé -+

%

£ :
1 ; : s
5 —lgj.u(é) sin 4, (§ —?) (S u(E)w, (&) sind, (§—5) dgl) ds.
n T <

Remplacant dans cette derniére intégrale o, (§,) par son expression

qui résulte de (18), on trouve ensuite

t

; 1| : : :
,L:AM[COSAH“—T)"_;T_St“(g)s”‘)‘n(é —t)eosd (§—=)d§ +
”T

¢ £
i S w(§)sin 2, (§—1)ds (S w(g)sin 4, (§ —§)cosa, (§—7) dé‘l) del-—

SP;':VN P

T

¢ £ £
o SH (&)sin, (s, —1) d§S u(§)sin2, (§,—8§) d§15 w(€)v, (§,)sin 2, (§,—§,)dS,-

T

S w

En continuant ainsi de suite nous obtiendrons une expression de
v, sous la forme d‘une série, disposée suivant les puissances croissantes de

1

"
A

Remplagant, pour plus de symétrie, ¢ par &,, & par &, § par §_,
et posant
p(&sind, (& —& ) =9 & &)




=1l

on aura évidemment

£,
?Jn (50) o A:z { cos Z'n (§O o T) S En ‘ng (gl 3 go) C0S l,n (§1 T T) d§1 “l—‘
| 3 g
+ & 5 {5 . 5 )de, j P (&, §)cosd, (§—r7)dE, |-
(18,) £ ¥
E_D . EI ‘?k»«]

r T+ LG )rcg’;pr(g1 =2 dglfso (&, £)d5,. . .Jq)(gk, &_)eosd, (&, —7)ds,) |-

% . & : o : £

+( ‘”"+‘ei+lj‘” 6 &) dgljgu(s“z, £)d5, . .fw (& §k_1)dgkf¢ CREATH G

{ & T T T

9. Revenons & I'équation (18).

Supposons, pour fixer les idées, que ¢> 7 et désignons par M,n le
maximum de |v, | dans Pintervalle (z, b)), olt b, est un nombre quelcon-
que, pris arbitrairement dans lintervalle (v, 1)

L’équation (18) donne pour tous les points de Pintervalle 1200,
intérieur a (z, ¢,),

M

9) i<l A+ (le@iae

Posons
%

by
ffﬂ(§)|d§=K<J{u(§)fd§=N.

T

On obtient, en tenant compte de (19),

(1 —F) <14
”

En se rappelant que 2, croit indéfiniment avec I’indice 7, o0 en
conclut qu’il existe un entier » tel qu’on ait, pour toutes les valeurs de #,
plus grandes que », :

.K K =2
1—Z>1—7:—Q1 pour n>7,
@, étant, pour toute valeur donnée de ¢, un nombre positif fixe, ne dé-
pendant pas de #.
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On aura done, pour n =7 et pour toute intervalle (z, b,). intérieur
aidr, ),

/

(20) o, | < M;E@
Q

1

=Q|A;| pour n=>"7.

~ Nous avons supposé que ¢> 7, mais il est évident que linégalité,
analogue a celle de (20), aura aussi lieu pour tout intervalle (a,, 7). @,
étant un nombre quelconque, pris arbitrairement entre les nombres 7, et 7,
c’est-a-dire
(201) o, | <M, <@l 4, pour u>0
et pour toutes les valeurs de ¢(=§,) appartenant a lintervalle (a,, 7).
M, désignant le maximum de |v,| dans cet intervalle.

Les inégalités (20) et (20,) conduisent & la suivante

(21) lo | <M, <Ql4,] powrnz?
et pour

g, =t=h,

ot M, désigne le maximum de [v, | dans Iintervalle (a;, b,).
6. Désignons maintenant par 7 le reste de la série (18,)

ED El Ek -1 E]C
w,,———(~1>“+‘sig+‘§go(§1, go)d§l§¢(§2, &1 .Sco@k, g,f_l)dgkscp(gk_w £, G.) sy

En remarquant que

Es Es t
(22) S(ﬁ@s, S, )5, gS!w@s, §s_1)fd§ésI#(§s)\d§5=K<N

ba

et en tenant compte de (21), on trouve

2 : kH1
Ir ] < QiA,J(%K)Hl:QlAnI(g) :

k7%

On en conclut qu’il existe un entier k, tel quon ait, pour k=£F,,
(23) | <4,

¢ désignant un nombre positif, donné a lavance, pourvu que

i
B X0

n



= HOT —

Il s'ensuit que l'inégalité (23) a lieu pour toutes les valeurs de % 4
plus grandes que » (voir no précédent), et pour toutes les valeurs de tH(=§,)
de Pintervalle (z, b,).

Les inégalités (22) supposent que s, > T, or il est évident que I'iné-
galité (23) reste vraie pour toutes les valeurs de #(=§,) appartenant
Pintervallé fet. b,), intérieur A Pintervalle donné ot

LI’inégalité (23) montre que la série

B £ &
-4;'ft'Si,‘(§o—T)~€,,sfP(§p §§)Cbsln(§1~ T)(?§1+8i§¢(§], §0)d§1§¢ (€ §)C0SA,(§,—T)dE,+ . . .
T < T :
%0 El E’l—]
.. .Jr(—-l)kefbj(/J@l, §0)d§1g§0(§2, S de -Sfﬁ(s*k, §_e0sd (5, —)ds, 1. . )
; T T %

converge uniformément & Uintériewr de Uintervalle (ty, t), powrvu que
n>v, et sa somme est igale @ v, (&) [=v, ()] V.

Cette série donne une moyenne fort simple de calcul des valeurs de
la fonction v (&), pour les valeurs assez grandes de I'indice n, avec une
: approximation donnée & ’avance.

7. L'inégalité (21) peut &tre remplacée par 1’égalité suivante

vn:AnﬂnQ’

ol
(24) [ bl

L’équation (18) devient

; o, (§
(25) v, =4 (cos A lgy =) = SO)),
ot 'on a posé
£
‘ s = A S (&) 9, (5)sin 2 (§—§&,) ds.
De cette égalité on tiré, eu égard 3 (24),
£, |

(26) ol <elle®ia,  sg>e

1

') 11 est aisé de voir que cette série converge non seulement uniformément, mais
¢ocore absolument.
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et

e}

(26,) |0, @) <@l le@®]ds, sig<z.

T

0

On a done, quelle que soit la valeur de §,, comprise entre les limi-
tes ¢, et ¢,

(27) l-wn_(éo)l S PE— N peur n>9,
ol
By
K
(28) N e K<S|H(§)1d§-
- v
l i

Vv

La formule (25) donne une expression asymptotique de la fonction v,
pour les valeurs de n assez grandes.

Nous obtiendrons ’expression correspondante de w, (x) & T'aide de
I’6quation (10) en y remplagant ¢ par son expression en z, A:, par son
expression en A A laide de (13).

On trouve ainsi

it | (@)
@)  u@=_5#0@) [cos oo (f o ] :

n

A cette éoalité il faut ajouter encore linégalité suivante
(30) |9, @) =|o,(@@)| <N pour n>v.

8. Considérons maintenant le second cas, ol

(301) 4 =6 B 0

€n (1]

1,

4 Bn :
Il suffit de remplacer dans (18,) 4, par ——, €08 A (§, — ©) par

n

sin 2 (§,— v) pour obtenir immédiatement la formule suivante

J; E0 Eo &J
‘Bn . . 2 : ~ . = -
vn(go)———l—{smlu(érr)—anSw(gl, §sina (&, 7)ds €, §0)d§1390(§2, §,)sind (§,—7)ds,+

(31) Eo Ei g’f*‘“l
e ])kr‘?:’§¢<§1, §O)d§18§0(§2, ST sq)(glm gk—l)Sin}"n(gk—_T)dgk} +7

T T




: £ ?1 Er 1 f,
,,—_—(_1)"+18"+1§¢(g1, go)d§1§¢(§2. gl)dgg...g E.5 l)dgs 9§y 1 SIS, (& —7)dG,, .

En répétant presque textuellement les raisonnements du n® 6, on
s'assure aisément que lu série (31) converge absolument et wniformément
a Vintériewr de Uintervalle (t,, ¢) et que sa somme est égale & v, (§,).

Formons maintenant D'expression asymptotique de v, dans le cas
considére. g8

En répétant les raisonnements du n® 5 on trouve, en tenant compte
de (30,),

(32) |o, l“ pour >

et pour

L’inégalité précédente donne

&

Bﬂ
=, 0, b b= i

n .

Substituant cette expression de v, dans (1V;) on obtient

g

B o (
(33) v, (&)= "(Sml e SO))

n

oll, comme au n° 7,

&
®, (§)=—¢ S ©w(§) &, (§)sin 2 (§—§,) d§,
ef 7
(34) o, ()| < Q. E=N  pour n=v.

Moyennant enfin I’équation (10) on trouve la formule eorrespondante
pour u, (x)

o

@, (9 (fc)))

'n

B,
(34) un(x)=l—z'(¢ (z)) (Slnl (@) —7)+ "

oit il faut remplacer B; par son expression en B qui résulte de 1’équa-
tion (16).
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e = e

9. Faisons enfin quelques remarques sur le cas général, oi A_et B_
sont différents de zéro.
L’équation (17,) montre que

i B” : =
oo e LA cosd (T oosinZ, (t—1)| Q pour n=>7.

i

On peut donc poser

;

; : ! Bn
(342) Uy — Q (An 19‘171 _l_ Z_— 19‘211) 1
oit

Pl o e

Substituant (34,) dans (17,) on obtient cette formule asymptotique
pour v,

; o\ B C )
(85) cv — A leosi (E—17) L sind (t—7) -+ - ;
n 2 " | I 3 T ]

A 2

w n

ot ©() et ©'(f) sont les fonctions de ¢ satisfaisant aux inégalités

suivantes
[l e ¢ a=7,

: our n>7.
oP0)|<@Q.K=N
Si nous employons le méme procédé quau n® 4 (ou au n° 8), nous
obtiendrons 1'expression de v, sous la forme de la serie, disposée suivant
: = 1 . ;
les puissances entieres de &, =--, absolument et uniformément conver-
n
gente & lintérieur de Dlintervalle (¢, ¢,)-
10. Indiquons un autre procédé pour déduire les expressions asympto-
tiques, préférable dans plusieurs eas particuliers.
Considérons, par exemple, le cas qui se rencontre le plus souvent
dans les applications: supposons qu’il existe une fonction f(z), positive
dans lintervalle (z, b) et telle qu'on ait, pour toutes les valeurs de »

- plus grandes qu'un entier fixe n,

b &
() S f.ni dr = S n/; & vi dt < A: A s
a %

ot K désigne une constante fixe, ne dépendant pas de n, & désigne un
nombre satisfaisant & la condition

fiplasile




e 1 e

On trouve

4

: TR (9@

(4G
OV )

\

(Yoo, @sinz, c—nas) +(§—(§’—s GOV @29, ©8) <

AR sin’2, (E—¢)dg.

Supposons qu’bn ait, pour toutes les valeurs de ¢, comprises dans
Uintervalle (z, ¢)

. St @@ iaE ('s“-t)d‘f<§ ‘ug@'_) d,.h_MQ(t)<V2
Hewaer e - 1 T kevpede T YT

N désignant un nombre fixe.
o, . - & 3 S
Ces conditiong étant remplies, on peut éerire, dans le cas de B =0,

(37) 0 = A, (coslﬂ (t—z)Jr%*%)),

ol la fonction ‘ ;

(38) ©, () =— Al, S «(§)v, (§)sinl, (§ —1)d§
satisfait & l'inégalité ‘

(38) lo,(t)| < K| M@®)| < KN

pour toutes les valeurs de ¢, comprises entre 7 et #,.
Nous avons supposé, dans ce qui précede, que ¢ > .
Si ¢ <z, il suffit de supposer que
e 2
S u (8 2
e O
JTEVPEZ @)

LE—AE=MH <N

pour obtenir pour v, la méme formule asymptotique (38) jointe & I’iné-
galité (38,). _

Supposons maintenant que A;=0 et que, pour toutes les valeurs
de n, plus grandes qu'un entier fixe #,,



] 1=

b 4 =

= B 9 .on
(&) Sfui dx:jfl/b z%idg < Tg‘Kh 2 s
G

a n

ot K est un nombre fixe, @ est un nombre dont le module est plus petit
que ’unité.
Dans ce cas on trouve, eu égard a (36) et (36,), la formule suivante

el s

Bn m”(t)
(39) v =—(sinu“L (t——r)+—x:a),
n ln [ l% £
olt la fonetion
i
ln
(40; @, (1)=— 5T @ (§) v, (§)sin 2, (§—1)d§
i
satisfait a l’inégalité
(o)~ - jo, ()| <K|M@)| < EN.

11. Les formules (37) et (38;) ainsi que celles de (39) et (40,)
peuvent étre transformées de la maniere suivante:

Substituant (37) dans (17,), en y posant B;=O., on trouve

ﬂz(t)) :

(41) Un:A;(COS L li—Th
"
ou Pon a posé
¢ e t

(42) & @)= -—Sﬂ(g)sinln(gm t)cosln(t;r)ﬁ— gy(s*)sinlw(gw—t)mn(g)dg.

T T

1
7,7F

De cette égalité on tire, en tenant compte de-(881) et de ce que
}.i croit en méme temps que l'indice »,

t i
(43) !%(t)!<S|#(§)Id§+lllfgs\H(g)f\M(é)ld§=?p(t)<

1

ot % (f) désigne une fonction positive ne dépendant pas de =, O désigne
un nombre positif fixe.

La méme inégalité a lieu pour ¢ <z, il suffit seulement de rem-
placer dans (43) ¢ par T et inversement.
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De la méme maniere, en tenant compte de (39), (40,) et (17,), on
obtient cette formule asymptotique pour v,, dans le cas de 4 =0,

(44) v % (sin A (t— 1)+ 93@) ,

" v n

oi1 la fonetion

. i
45) 9 ()= ——j,u (&)sin 2, (§—)sin 2 (t—1) dg—irl_—sjy (§)sin2, (§—1t) o, (§)ds

satisfait, comme dans le cas précédent, & ’inégalité
p 77 2

2,01 <) lw@ e+ £ w1 we =0 <
2

KN

<N+EI_—@

=],

Bt 1. .
I’inégalité analogue aura lieu dans le cas, olt ¢ < 7; il suffit seule-
ment de remplacer dans les limites des intégrales ¢ par = et inversement,.

Les formules (41) et (44) conduisent, en vertu de (10), aux expres-
sions asymptotiques suivantes pour u,

(90 (2))

: B, o.@@]
1) = 2 z(go(x)) sin 4 (cp(x}—-—r)J—»l— , 8id4, =0,

» ”

46) u, = ft)z(go(x))[cosl (@ (x)—7)+——"— J, si B;=O

oit il faut remplacer B par son expression en B, qui résulte de 1'équa-
tion (16). :

Les formules asymptotiques (46) et (47), jointes aux inégalités cor-
respondantes (43) et (45), sont précisément celles que nous voulions établir.

Il y a une diftérence essentielle entre les formules (29) et (34,) et
celles de (46) et (47).

En effet, les inégalités (43) et (45) omt lieu pour toutes les wvaleurs
de n. plus grandes qu'un nombre fize n, qui ne dépend pas de la valewr
donnée de t, tandis que les inégalités correspondantes (27) et (84) exigent
que Uon ait w>w», ol » représenle un entier, défini par l'une des con-

ditions
8







On a donc:

; 7 _ at
(33) . @ (—2—

Lequatlon (51) donne
u, 0 =1,(0), u,(0)="1,().
On trouve donc, pour # pair, en supposant que =0,
(54) A, =(—10d1.3.5...0—1), B.=0
et, pour g impair,
, ' sl
(55) SR e E S

13. Considérons d’abord le premler cas (n pair).
En se rappelant que

m!z

on trouve, en vertu de (54),

1 R 50 18
has e S (n-—2).nl/2_:;
A s e AT ) :

12

Bk |/g =2k

1.3.5... 2k —1

Par conséquent

' e btor s et
dnlcgy/atl zo /i gL V0,
ot a a n a
pour foutes les valeurs de n, plus grandes que l’ur_iité..

Cette inégalité coincide avec celle de (¢) du n° 9, si I'on pose

(56) o e e
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On peut done écrire, en tenant compte de (36) (n® 10); (51), (83)
et (54),
t

5 a a£2 - tat | ot
M‘(t)=zj( e 1) dg <T\1+Z§)‘

0

En remarquant que dans le cas considéré
i(=20)=1, @@ =z=t

on obtient, eu ézard & (46), cette expression asymptotique pour

= 'u,n

: T e S 9
(57) u, =(—1)a’1 Satp—i)e (cosx]/cm—l— "(ic)),
: ‘ Vn

ol, en vertu de (43), &,(x) est une fonction satisfaisant & linégalité

lﬁ(x)l<a{g(“§+1)d§+‘/““3( +1)1/§l/1+ }

En désignant par ¢ zéro ou Punité, selon que <1 ou z>1

peut écrire e ey
a(a—i—2) L/f—ﬂ 1_6&: w(a—{—?)( l/ﬂm a
(58) el (1+ g% ‘/1 l»4.5) 11 9’ l/ i

2
<e(1 "]"'9'7:51/;) ’

_a+)(; Ve, i)
— 5 (1, o l—'|—4.5.

14. Supposons maintenant que n Soit impair.
On a, en vertu de (53),

olt 'on a posé

S S
I 199 e 2Yie e 28 1)
2T wrl = 2 Mvgx
B, At (Va3 he o) al/a &
Or,
94,52k ]/_

; =2+ 1.
5... 2k—1)(2k+1) 1/21/27»—}—1, s=

Par conséquent,

1 T T
= _-;'n =i ) lu'
e a]/a]/n a ak,
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Cette inégalité coincide avec celle de (z), si 1'on pose

__ati
S R B il
f(t)'_e 3 K“—a, ﬂ—ga

La formule (47) devient

_ o =
(G9) u,=(—1) al..3‘5..,(n—2)1/ne (smml/an—{— ),

g2 Vau /
ou la fonction & (z) satisfait & I'inégalité (58). : :
Nous avons supposé, dans ce qui précéde, que z> 0.

Or, les formules (57) et (59) restent vraies aussi pour z < 0.

Pour obtenir la limite supérieure de |$ (x)| dans ce dernier cas,
il suffit de remplacer dans I'inégalité (58) z par son module.

15. Considérons maintenant les polynomes #», (n=0, 1, 2,...) de
Jacobi, définies par I’équation

(60) (1 —2)u,— Qe+ Daw, +n -+ 2004, —0, w=o 1,2..)

ou « désigne une constante positive.
Supposant que :

v D=3 ==
on trouve, pour x pair,

. gr(za)r(nJrl)P(nga) |
(61) u”(O):(——l)2

Pmﬂ{§+QPm+am

u; (0)=0
et, pour » impair, -

tzmmwm+nrﬁi”+d
(62) w,=(—1)" 2

n-+1 '

P(a)F( - )F(n—l—Qa)
ce qui résulte immédiatement du développement connu
(0]

1 n
> b
—0

(1 —2ha + )" o

I'(n-+2a) T
') Dlin+ 1 *

U




ll

e

L’équation (60) n’est qu'un cas particulier de I'équation (4), ol

pzl--w2, g=—2z2c+1), r=1.

Appliquons & I'équation (60) la transformation du n° 2 en lIlthdUI-

sant la variable

{=— gdx‘/ﬁzawc cosx,
= e ] P

ou

= C0S¢.
Les valeurs de #, correspondant a
g=—1, =0 x=—f—l .
sont
-JT
Ifozﬂ, 725, t1:0
Remarquant que dans le cas considéré
1 «’cos’t—a
@(t)=0£00tgt, i et (t)———*——,
(63) sin ¢ sin” ¢
v, (9)
L :
iiein ¢

on obtient I’équation suivante (1’équation (13) du n°® 2)

2

d & cos t—a
e =i
sin” ¢
ou
" —1
o2y = %__) 2,
: sin” ¢
olt 'on a posé
(64) A, =n-tec.
On peut donc prendre pour x(¢) la fonction suivante
i) = g(_a.___) 3
sin’ ¢

16." Appliquons au cas considéré la méthode du n® 10.

Supposons d’abord que % soit pair.
On a, en vertu de (61), (62) et (63)

v, (g) —u,0), v, (%’) =u, (0)=0.




e P O =
11 faut donc- poser

: » I (2¢) P’(ngi I)P(g—l—a)
(65) A4, =(—1)

r(a)r(qu 1) I'(n-+2¢)
Posons ensuite
: fla)=(1 — "7 2.
On a A
e 7 2
Sy I (2e) I'(n + 1)
i3 _1(1‘ x) 2w, de g2a—1 7? (‘1)1"(%—{—20() (n—l—(x)

Par conséquent,

o xrz(g+ 1)F(n-|—2a)

72
4,

't &) Pn—+1) 1“’2(%+ a)
Or, =
(66) Kﬂ%ﬂ:z"p(ﬁ+a)r(ﬁ+a+1).
-8 2 9 0
On peut donc écrire

A

" 2% B dal g
Ivs VEZ i (2+1)P(2+a 2)7’6—'-2‘1—“1 St
Ai2=-2_ <

" F(n+1)p(g+a) gi

n 2 (N
<I/En—l—2a—12 > (§+1)_
2 n+ta I'in—+1)

Cette inégalité a lieu pour toutes les valeurs de », plus grandes
que 2, quel que soit le noimbre positif .
D’autre part, en posant »= 2%, on trouve

n 20 ;
. P(§+1)_ 2.4...2%
TCinF1)- 1:3...2k—1.

Il s’ensuit que

L me-0a 1V PT = e
0 , 7 i
A"2<,2 n—tea ]/n—]—al/"<n'/n+al/"




car on a toujours

et ;
n -+ 1 :
5 281 I

l/n+a< 1a>
on trouve

1;1 2 2 _

P< ,u]/).——Kl
ol 2

1
ﬂ:Z’ K2=JI‘M2,
1 3 3 *
lug=——_, sig<letyw =1.58 a—1.
(29

L’inégalité précédente montre que la fonction #, satisfait & la con-
~ dition (a) du n° 10.
En se rappelant que dans le cas considéré

r=3 (@=sin ¢ L pO=sins, #@=—1, we=""71)
sin § 1n§
on frouve
L :
©(§) g o d§ cost(1-+2sin’f) o -
T o s = =17,
S e ) sin' " e
2 7

ol le signe (4-) correspond au cas de ¢ <§’ le signe (—)au cas de > g
On peut done poser (voir n® 10)
2 2
22 ) = M
sin’ ¢
quelle que soit la valeur de ¢, prise & Dintérieur de l'intervalle (0, x).

La formule générale (41) se réduit, en vertu de (64) et (65) a la
suivante




S e

L

(%) [’(Z—;—[— I)F(n+2a)

oll, en vertu de (43),

67) v, (=

cla—1| , waVa d’la—1]
| tang 7 | i (¢ - 2)" sin™

pour toutes les valeurs de #, comprises ‘entre 0 et x.
17. Supposons maintenant que # soit impair.
Dans ce cas, en vertu de (62) et (63),

(68) |v9()l<

w1 r(ga)r(n+1)p( ng ) |

B’ A,=0,

n

() I’("_;— 1) I (n+ 2@

ce qui nous donne [voir 1'égalité (66)]

. s

o n+1

S {n-—f—a)P(n+’1)F2( -

el ety
4(n+a)P(n+1 ( )

On en tire, en remarquant que

o

+a)

et en posant n=2% 41,
2(n—+1

£<l/7? 2P( 2 ) el E 2.4...%5
B d(n—t+a) M(n-1) 2(n+a)13 2k —1) (2k-1)

T
<4(%—J—-a)]/n ‘/l—I—C{l/lﬂ-




e

Done la fonction w, pour » impair satisfait & la condition (a,) du
n® 10, ou il faut poser

Kzr—:}n]/l—{—a, e

et, comme au n° précédent,
p

La formule (44) couduit a I'équation suivante

P(Qa)r(qz+1)r(ﬁf§l+a))

cos ((n—|— a)tw— 5 )—1— ”(U]

0

(69) v, (®)=2 e

5 )F(n+ 2a)(n—+a)

P(a)F(

ot la fonction &, (¢) satisfait & I’inégalité

(70) a|oc——1’_l_ytl/g(1+a)?a2|a—1]2‘
l&n(i)\ = \tangtl I 9 ((X + 2)3/4 sinwt

18. On peut simplifier les expressions asymptotiques (67) et (69) de
la maniére suivante:
Les relations connues

F(’“; 1) P(g+ 1) Vi Dw-—1D),

I’(k_gl—}—a\) P(%—]—a):‘/52—n‘2a+l f(n+2aj
donnent , ‘ '
- (2+a) Tyl 2 '2a+1 p(n—; 1)
) n—1 .
(§+I)P(n+9a) P( 2 —l—oc)
L ared o G
r(”"“ I'(n - 20) p(§+a) P(g—l-a)



—f9n

Substituant (71) dans (67) on trouve

n—+1
I(2) P( 2 )

9% =1 1) 1’(”’——12‘-1—1— a)

g, (t)]

(73) v ()= [cos ((n —+ a) t——) o

pour #» pair.-
On obtient ensuite, en tenant compte de (72) et (69),

S r n
= L 2a) (2) n [ ( (t)]
(74) ‘Un(t)_22a—lr,(a)r(n 1 a) e cos | (n+a)t — 2)+n+0‘

5T
Or,
an £)
n_?_a[cos ((n @)t — )—f—nia]—cos((n.—!—a)t-—%r)_

am n  T.0 am O (¢)
n+ - (OH_Q) = _)+n Ten e & ((n+a) i _2_)+n—§—oc’

ot 'on a posé

O () =«acos ((n+a)t——g)+

2,00,

L'équation (74) peut done s’écrire comme il suit

7_@
(78) v, ()= 225 (121‘%) F(I;( j_)a) [cos ((n + )t — ) + _{fz()x]
il :

Substituant (73) et (75) dans (63) on trouve finalement, pour » pair,

TOIT] i 0

(76) u, (cost) =
- 2%~ () I’(g-{— a)sin“t
et, pour » impair,

I'(20) r(’—;)

(77) w,(cos t) = [co‘s ((n—{— «)t— ) 4+ %.0 ]

D F(g—l— a) sin“s s

1) Compar. Darboux: ,,Sur Papproximation des fonctions de trés grands nombres
etc“. Journ. de Liouville, 1878, p. 49.

A. A, Adamoff: ,00% acmmnToTHYeCKOMD BHDaKeRiM moxmEOMOBB J (x) H T. L.“
Hasberia C.-Herepbypr. Honntexn. Hucraryra, 1906,
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16,@®)] <e+[9,0)],

&, (¢) étant une fonction satisfaisant i Iinégalité (70).

Ces formules étant établies, il suffit de répéter, avec une modifica-
tion légére, les raisonnements de M. Darboux (loe. ecit.), qu’il a appliqués
aux polynomes

Z=F@+n,—n,r, 2,

£ désignant la série hypergéométrique, pour s’assurer que foute fonction
donnée f(x) se développe en série de polynomes u, avec les mémes par-
ticularités que dans le cas des séries tmgonometmques

18. Désignons maintenant par u,(®) n=0,1, 2,...) les poly-
nomes qui satisfont a 1’équation

(78) - 2zu,+ (1 —az)u, +anu, =0 m=0,1,2,...)

Nous avons ici un cas particulier de polynomes fo), défines par
les équations :
(79) 2 (V) 4 (8 — az) (V) +eanVf =0,

: ; 4 ! s
car il suffit de remplacer dans eette équation « par %, 8 par 5 pour en

déduire 1'équation (78).
Vf (=0, 1, 2,...) sont les polynomes de Tchébicheff correspon-
dant a la fonction caractéristique

pla)y=2"¢"", B3>0, 2>0)

Rappelons quelques-unes de leurs propriétés.
Remplagant dans (74) # par #--1, n par n— 1, on trouve

(@+1)

sV b=y (7Y Lat = —o.

D’autre part, différentiant (74) une fois par rapport & z, on tire

e R i
dx dz

: ; g1 dVE
Ces derniéres équations montrent que les polynomes V.o et v
ne peuvent différer I'un de 'autre que par un facteul constant C.

On a donc
av’

dz

4+
=0V, _,.
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Supposant, pour plus de simplicité, que le coefficient & 2" de poly-
nome Vﬁ soit égal & l'unité, on trouve

B +1
(80) an == up—l .
dz
Posons
Vf =2 a; i
j=0
On s'assure aisément que
nei g @—1). . .(n—j +1) 2 :
4, =(—1)" o = BB +j+1). . .(8-+n—1).
(=101 25i000)
On a done
VPO =a,=(—1'a"8(8+1)...(84n—1).
L’équation (79), mise sous la forme
angl o V”B'z—ifxﬁ ¢ E (PO
o *
donne :
e 2 : ¢ : A2
awzfmﬁ S (Vf)i’ dr = —j V?‘Zl% [xﬁ B (Vf)'] == jxg e_‘a”((Vf)) dw,
i 0 : : 0 s

d’ol, en vertu de (80),

« Yx*“'“’ e py g nf e e e
0 0

On peut done écrire
(81) Feus e

o n—l

€n posant, en général,
If=fx6—1 o (-Vf)z dz.
0

En remplacant dans (81) n succesivement parm—~—1,n-—2.,.%0
et S par 81, 849, 8—mn, on trouve, par la multiplication des
€quations ainsi obtenues,



5 m! _gtn
=" I
Or, '
I§+l Ig prn=1 —ae (Vn+g)2 . =§x§+w-—l Tl P(i;}—nm
(U 0
car
V:H (z)=1.
On a donc
P T@E+n) _ Tat)T (B+n)
n aB+2" o ft2n
Posons maintenant
ok o)
2! 0
On aura ;
(82) 2( )-(—1) Gt E, L (2rn—1),

_;_z +11’(n—§—1)‘1“(n—}’—§)_ T

V2a g V 2
2211,—1. I'(n —l»-%) o Kﬁl%ﬁl :

19. Remarquons qu’on peut poser ¢=1, sans restreindre la géné-
ralité, car il suffit de remplacer dans (78) la variable z par”% ‘pour

reduire cette équation & la suivante
(84) : 2z, (1—a) u,+ nu,=0.
Appliquons & cette équation la transformation: du n° 2 en y posant

p=2, ¢=1—g, r=1

On trouve
t—SdJcl/ 0 m———is
2l—ax)—2

(85) a2 ¥a i
2]/2:0 V2 2

t2

— (@@ =z

e

(8?3; ; » | un(g) e et’;vn(t) =



L’équation (84) devient
d’v, e :
e Van v,=uv

dt 23

TR

=
Food
w(t)= T

L’équation (86) montre que
v, (0)=u, (0), ¢,(0)=0.

Considérons le rapport

o0

=
§ eﬁ u’ () da
e

2
An

A= (0 —(—D L3 bt e 1).

On trouve, en vertu de (83),

S !
filame 2%.7 e
[1.8.5...(2n—1)]

De cette égalité on tire i l'aide de formule de Wallis

R=2aVn(1+6)<4aVu=dzi’,

. X
2," = /n 2 B8 =
Les 'polyﬁomes u, satisfont a la condition (a) du n° 10.
Posons en effet, dans les formules générales du n® 10,

g4
16

a=0, b=+co, =20, C o A D=

(26,) c |
p@=a, s@=e5 M=n, f=L K'=is,
On trouve i

T

b ;
2 4 5
f f(@)u: () de—= l"/T u (z) de < A,) K 22F
: xX
a

n. ?

0
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et
HOR
JF(©) £E) Vo)

i t
d§'=j#2(§) d§<é5( g <’5“_ l“?l.
i) 0

On peut donc poser

4.
(87) Mz(t):__t(t -~ 80) /

5.16"
L’équation (4])'dh n® 11 conduit & cette expression de v,

ﬂn(t))
Val

(88) v,= A (cos tVn-+

o, en vertu de (43) et (87),
t

2 2
. Sl e
| %, @) <Sl§ - ds 2 Vﬂjl : ]62|V§(§2-}—80)d§
J ;
pour toutes les valeurs de g, plus grandes que lunité.
Substituant (88) dans (86) on trouve cette expression asymptotique
pour wu,,

2
(80) o (M)—(—'l) 1.3.5. (212-—1)3 (costl/n—[— V(t))

19. Nous allons maintenant appliquer les résultats obtenus au prob-
leme du développement d'une fonction arbitraire en séries des polynomes,
considérés aux n° précédents (12—18). SRS e

Faisons d’abord quelques remarques préliminaires sur ce sujet.

M. Du-Bois-Raymond fat le premier qui a généralisé la méthode de
Dirichlet, appliquée par cet illustre géometre aux développements trigo-
nométriques.

D’aprés Dirichlet, le probleme se ramene, comme on sait, a la
recherche de la limite, vers laguelle tend D’intégrale

b
5- ¥ () sinn (¢—2) i ,

a—x
@

lorsque % tend vers l'infini, ¢ («) désignant une fonction donnée.
M. Du-Bois-Raymond a étudié l'intégrale plus générale de la forme
suivante
b
Sn=5<ﬁ(a)?/)(x, a, n)de,

o
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contenant comme un cas particulier celle de Dirichlet, et il a ‘indiqué
certaines hypothéses générales sur la fonction @ (z), sous lesquelles on
peut trouver la limite de I'intéorale S, pour n=co.’

Les recherches de Du-Bois-Raymond, dont le bt principal consis-
tait & résoudre le probléme de Ia représentation d'une fonction arbitrajre
a laide des intégrales définies, ont été généralisées ensuite par ‘M. Dini
en 1880, qui a appliqué ses recherches au probléeme du développement
des fonctions en séries infinies.

Nous pouvons maintenant, en suivant une voie indiquée par M. Jordan
dans son Cours d’Analyse, exposer les résultats principaux de ces recher-
ches sous Ja forme suivante:

Bolt w n=0,1,2,.. -) une suite bien détermiinée de fonctions
de « et du paramdtre .

Posons :
Lo u..y(x)( : N\,
5= ) L 09 @@ e — L@,
oll -
2 b
4 =@ @ @, ?1k=jf(a)-uf'€a) e
On peut éerire ) |

Sn g 90(11)?0 (md @, in)de. 3

si l'on pose :

- res et e

0

——

La somme de la série infinie
8 'ZOO:A"
—~ —I;uk (j")
0
est égale A la limite, vers laquelle tend l’intégrale S, , lorsque l'indice n»
croit indéfiniment. :
Le probléme se ramene & I'étude des intégrales
E‘ b

; w($s (Z, 'n)da7 S‘w(xg ag n)da,
i

s désignant un nombre, compris entre g et Z, 7 un nombre, compris
entre z et b. 9




(91) 8,=

i)

Si le module de chacune de ces intégrales ne surpasse pas ut nombre
fixe I, indépendant de §, n et de », et si ces intégrales tendent wais
formément vers une limite fixe G, lorsque » tend vers Pinfini, on aurs

b

lim S, = lim ggo (@) p(x, a, n) da—HimSgo (@) w(z, a, n)da=

Nn=co N =00, Nn=—0co

=G o+ 0+ 9@—0)]

toutes les fois que la fonction @ (z) sera une fonction a variation bornée
entre a et b. '

Ce théoréme conduit immédiatement a une méthode générale pour
résoudve plusieurs problemes du développement d'une fonction arbitraire
en séries des fonctions u, (n=0, 1, 2,).

Dans sa These, présentée a la Faculté des Sciences de I'Universite
de St.-Petersbourg, M. A. Adamoff applique cette méthode de Du-Bois-
Raymond et de Dini aux polynomes de Hermite et aux polynomes du
n® 15 qui présentent un cas particulier de ceux de Jacobi.

Or, je me permets de rappeler, en profitant de I'occasion, que les
développements en séries des polynomes de Jacobi ont &té éludiés deéja
par M. Darboux en 1878, indépendemment des recherches de M= Du-
Bois-Raymond et Dini, dans son Mémoire: ,Sur Papproximation des fon-
ctions de trés-grands nombres ete.”, cité plusieurs fois.

I est aisé de comprendre ensuite que la méthode de Darboux s’étend
& tous les polynomes, considérés aux n° précédents (12—18). On pourra
done résoudre le probleme du développement dans les cas, tout & I’heure
mentionnés, en suivant une voie, indiquée par M. Darboux, sans se rap-
porter & la théorie généﬁﬂeﬁe Mz Du-Bois-Raymond et Dini.

1l nest pas inutile de faire quelques remarques sommaires sur ce
sujet sans entrer en détails.

20. En éutendant par w«, (x)(w=0,1, 2,.. .} une suite quelconque
de polynomes de Tchébicheff, on a toujours ;

b
w@ [0 o
; : 0 5 £ )ty @) w, () = Uy () 0, (2)
ik AL

GM§

a

C’est une formule, établie, si je ne me trompe pas, pour la premiére
fois par M. Darboux dans son Mémoire, cité plus haut (p. 411 ete.)V

1) Voir aussi Tchébicheff: ,0 pasiomenia Bh HENPEPHBHYW JPOOB PANOBE, pacio-
JOREHHHXD 0 HACXOLANAMD CTENeRAMH nepeMbHHOA®. Baunckn Mymnepatoperoil Axazenis
Hayxe, X 3, 1892. -
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Appliquons cette formule aux polynomes w_(z) de nos 12—18.
Les recherches précédentes montrent . que chacun de ces polynomes
peut étre présenté sous la forme suivante ;

n?

9
(92) u, =h, (an 5 ”),

olt g est égal & é— pour les polynomes de Hermite ainsi que pour ceux

du n® 18, et g—1 pour les polynomes de Jacobi.
Substituant (92) dans (91) on peut écrire -

b
e e
s j oG en@uW—e@a, 6, |
A z—y

(98). .8 —

En suivant la méthode de Darboux (loc. cit. p.p. 885 etc.) on peut
s’assurer que
lim £ =0,

n—co

On aura -done
b

b, . ( b
lim S — fim "t j Fge wn@WO—a@ a0,
H=0C0 : n=Co In x——y
a f

L’étude de cette derniére intégrale se rameéne, dans tous les cas
qui nous intéressent, & celui de I'intégrale de Dirichlet; il suffit pour cela,
de remplacer @, par leurs expressions qui résultent des formules asympto-
tiques. =

Considérons, pour exemple, les polynomes du n° 18,

En se rappelant que dans ce cas

x
e 5

a=0, =0, f(m)=T’

o
(<}

x
N ey =
&, =e CoS Van= e custl/n ;
on trouve

@ z—y

. hnhn T . s*_ A = AL
= +1j e % () cos V' oz (n-+1).cos VZ_Lm coS 1/2y (n—+ 1) cos Vo dy.

L, 4 Vy

Or, il est aisé de s’assurer qu’on peut poser, pour les valeurs de
n plus grandes que Punité,.

Sl

et i @ RO (o)
oS VQgD (m-t1)=cos ¥ 2pn — ]‘//23) sin 1/2gon -+ nn(qp )
L

Z
!
i
:
I
|
i
!
I
|
]
i
i
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g b e

d, (¢) -désignant une fonction dont le module me surpasse pas un nombre
fixe 'ne dépendant pas de n.
On a done
cos V2z(n -+ 1). -cml/Qyn-— Voy (0 + 1) ecs Vogn =
Vysm V2yncos Voun—V zsinV2zmcosVayn | 9u(% y)
i
Von %

ot 1'on a posé
@, (z, y) =90, (x)cos Vagn —, (i) cosV 2an .

Remarquant ensuite que, en vertu de (83) ét (90),

By e 1)2,,+1[‘1 3.5, u—1TEnt+1) _
e Ver 2n!
I ) 2
D™ (2n ——Vant1(1+s,),
— (= 1" +>ﬂ( =5 Va4
e, désignant une quantité qui s'annule pour %= co, on trouve
'V2n—l-l T T w, (#, /) 1/27@#—1]9 T (I, y)
lim S, = = dy —lim s
n=—0oo n_OO .7[1/21@ 1/ ( ) + n=—=co V— G

ot ’on a iposé oA
e ey,

p, (@, 9= Vg/_sin]/% cos V2zn — Vz sin V2 .cos Y 2un .

On peut sassurer que le second terme de cette égalité se réduit

a zéro.
On en conclut gue

dy.-

lim S, = —lim —

n=0o nz=co T

\8 ;4 w (1 y)
My e

Or
w, (2, y)=— VasinVen (Va— Vy)--Vy — V z)sinV2yn . cosV 2zn .

L’intégrale du second membre de I’égalité précédente se decompose

en deux dont l'une est égale &

: sin V' 2yn cosV 2am q
i/

; 1(e
S S g = e
= ”g 4 i Ve+Vy




Cette intégrale tend vers zéro, lorsque n tend vers Vinfini, si ¢ (z)
est une fonction & variation bornée entre O of —+ o0,
On a done

u
1—wu 2 [

(oo : R t
lim Sn=‘7gr lim (0 G sinV 2nz (1—w) q |

0
ol 'on a posé
z(1—un?)
4

% l_/x, @,y 1+“_¢(u’v,u)-

" L’intégrale du second membre de I’égalité précédente est précise-
ment I'intégrale de Dirichlet. ‘
On en conclut immédiatement que @

(o9}

oa - () ge_g %@ u, (x) dx
. 0 z 1
(93,) 11111S"=Z S =59 @+0)+9@—0)].
0=00 - _g u’; (.7})
o

Done, la série (95,) converge uniformément pour toute valewr positive ,
de z, sila fonction domnée ¢ (x) est une fonction & variation bornée |

S

entre O et —-o0, et la somme de celte série est égale o

39 @0+ @—0)].

=

//7
~ Le théoréme analogue a lieu pour les polynomes du n® 15 ainsi que \
pour les polynomes de Hermite.
La réduction de Dintégrale (93,) a celle de Dirichlet, ce qui suffit
pour achever la démonstration, s’effectue par un precédé tout i fait ana-
logue & ce que nous venons d’indiquer.

21. Revenons & la série

n

= f
(949 Y 40, |
en désignant maintenant par 4, le rapport
b
S‘f (%) 9 (@), (z) dx
I ’
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ot @ () est une fonction donnée, w, () (n=0; 1, 2,...) lune de suites
de polynomes, étudiés plus haut. :

Indiquons une transformation de la série (94) moyennant les formules
asymptotiques que nous avons établies aux nes précédents.

Posons

W, = 4,1,()

et désignons par w, ce qui devient W, lorsque on 7y remplace u, par
son expression approchée 7,a, qui résulte de la formule générale (92)
[voir n® précédent]

On trouve
h": wn
(941) W,—w,= 5 — =%
ol ‘
; ER
h, ¢,
(95) w, == (@) 9 (@) e, do,

b

: . |
(80) =i j f(x) fp(cv)(%—k %—’;) da -, gf (z) 9 () 9, do.

a

Nous allons établir, dans ce qui va suivre, que les conditions de con-
vergence de la série (94) sont les mémes que celles de la série approchée

b

e <o h2 3
(97) ) "I“"S F@) 0 (@) e, ds,
Q 0

n

a

si la fonction ¢ (z) satisfait @ certaines conditions tres générales que
nous énoncerons plus loin.

Remarquons tout d’abord qu’il est aisé de s'assurer que d, tend vers
zéro, lorsque n croit indéfiniment, pourvu que les intégrales qui figurent
dans lexpression de @, aient un sens bien déterminé; il s'ensuit que
les termes du développement (94) tendent de plus en plus a se confondre
avec ceux de la série (97). -

Or, pour démontrer rigoureusement que les conditions de convergence
de ces deux séries sont les mémes, il faut encore établir que la série




=15

=18
S

converge absolument et uniformément, ce que nous ferons dans les articles
prochains.

R2. Bornons nous, pour fixer les idées, au cas des polynomes du n° 18;
lanalyse, que nous allons exposer, s’appliquera, avec une modification
légére, aux polynomes de Hermite ainsi qu’ 4 ceux de Jacobi,

L’égalité (42) du n® 11 donne

t

(98) 9,(t)=sin4, tj“u (8) cos?ﬂ.ﬂ §ds—cus i, tj,u (§)sinZ, scosd §ds— ;1

0 0 "
ou
(99) & =J w(@sind, (E—t) o, (§)ds.
0

On trouve, en tenant compte de (86,),

~ 9 . . 5
. D T B T tcos24, ¢ sin22 ¢
= 1 Ede— CEDERE it
t(t —— 1 )

AL +6,0), A="Va.

Il est aisé de s’assurer que

284249 _F£Lt+9
e =
2.64Vn 64Vn

6, <
D’autre part,
tsin22 ¢

1

9;(t)I:IJy(g)sinzﬂgcoszngda:_m_l
0 n

2((,0821 == ] t+t+9

Ql 641/??,

On peut done écrire =

2
(100) 9, (@) =sina, i fis )+w"(t)— o

6.16 Vi l‘*/;

¥

3

[~—4—(t2—4) G5k




S e
ou Von a posé
w, () =Vn[sin2,t0, () —cos,t6,(t)].
La: fonction %, (t)l satisfait. évidemment & la: condition

£4+t4+9

(ro1y e

Considérons maintenant I’expression (99) de 2.
On trouve, comme au n° 11, en tenant compte de (86;),

Va

. 16%'8

t
(102) g Sié‘L 4| V(& +80) ds.

Or,

.
e
0

ol e=0 ou 1, selon que ¢ soit<<lou >1.
On peut donc écrire

18,1 < £ [5.9-!,-a.5.9§§%§]i 9V”[1+11 ]
1

5.16.8 | 8.16

4| Ve@E+80) a8 =f+— 85,

quelle que soit la valeur de #, prise entre 0 et —+ oo,
Il est évident que l’expressmn &, (¢) (100) peut étre présentée sous
la forme suivante

(¢ —12 g, (8)
L
Van

(103) 5 (f)=sintVw

si 'on pose .

i
a0 o
Vn

La fonction g, (¢) satisfait a T’inégalité

g, ()=

(104) la, ()] <ot 468tz +n,

olt 'on peut poser, pour n>1,

___9_112/_855 6—1 h———(l—I—Vﬂ)

ce qui résulte immédiatement des inégalités (101) et (102).
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23. Cherchons maintenant une limite supérieure de @), défini par
I'équation (96).

Considérons d’abord I'intéerale

H=f @9 ()9, do

qui prend, dans le cas considérs, la forme suivante

o

S b s T =
3V§.16§e ()t(t 12)51ntl/ndt7—l/ﬂj ()qn(t)dt

ZJgp () smtVndt—{—~ﬁ—H’ '
7 Vn

n

£ 2
e Tg (t)t(t~12)

t:——Hﬁ_*.
L 3V2.16

(105)

ikl

n

‘p

ot 'on' a pesé’

Supposons que @ (z) soif une fonction & variation bornée entre 0
el o,

Il en sera de méme de la fonction w (1).
La fonction @ (¥) peut se représenter sous la forme suivante:

ol w, (#) et »,(f) sont des fonctions non croissantes, lorsque ¢ croit de
zéro a linfini 1),

On a donc
T =J w, (O)sin ¢ Vo dt— Jw, (t)sin ¢ Vndz.
0 (1]

Le théoreme de la moyenne donne

H = J P, (® sintVn dt = P, (O)fsmt]/n dt,
"I

(U]
H,= J W, (1) sin¢ Vn dt = , (0) Jsmtl/n dt ,

0

o

s et 7 étant des nombres, compris entre 0 et —+ oo,

1) Yoir C. Jord;m: »Cours d’Analyse“ Paris 1893, T. I, p.p. 54, 55.
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11 s’ensuit que

Bl<-L, |B|<2
V” =7Z
« et B étant des nombres fixes, et enfin,
: A
(106) \Hl<ﬁ, A=a|p, (0)|+ 8]y, (0],

A désignant un nombre assignable.
Considérons l'integrale

(o9
o :
0
11 suffit de supposer que ¢ (z) soit une fonction bornée dans Uinter-
valle (0, co) pour s’assurer, en tenant compte de (104), que Vintégrale

¢ a un sens bien déterminé.
On en conclut, eu égard & (105) et (106), que

it | o w
(107) iHl=ij(x)¢(m)ﬂndwl<ﬁ+%’

B désignant un nembre fixe.
Considérons enfin I'intégrale

6= Sf(x) ¢ (v) @, de= V2_S ¢ 8o (x)costVn dt.

" On trouve, en se rappelant que ¢ (x) est une fonction & variation

bornée,

C
108 s - =t
(108) | G| 7

G désignant un nombre fixe.
Cela posé, écrivons @ (f) sous la forme

Vn
De cette égalité on tire, en vertu de (107) et (108),

9
o (=10, 6GF (an—l— 4) i

0 6
(109 e s e
) |, ()] g

T
n

T ')

Vn

t,, désignant une quantité positive, finie pour toute valeur positive de la
variable 2.
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En remarquant enfin que, en vertu de (83) et (90),

2

@_- 2[1.3-5“.(272—1)12——91/._‘2_2”! _i
4 i n(2n—1)! < T 9% )y’ =

4 désignant un nombre fixe, on trouve, en tenant compte de (94,) et (109),

‘/.LT’H n
(110) 0] < —-=—2,
nl/n n)y n

6, étant une quantité qui ne surpasse pas un certain nombre fixe ¢ pour
toutes les valeurs de #, prises a Dintérieur d’un intervalle (0, 7), T dé-
signant un nombre quelconque positif. :

On en conclut que 7o série

@e)

20,

0

converge absolument et uniformément dans tout intervalle 0, 7). quel que
soit le nombre positif T.

Done, la série primitive (94) converge sous les mémes conditions par
rapport ala fonction donmée ¢ (z) que la série approchée (97) (voir ne 21),
powrvu que @ (x) soit une fonction & variation bornée entre O et —oo.

- Le méme théoréme a liew pour les polynomes de Jacobi ainsi que
pour les polynomes de Hermite.

Je me permets de ne pas reproduire la démonstration qui est tout
a fait analogue & celle que nous venons d’exposer pour les polynomes du n° 18.

Remarquons qu’un cas particulier du théoréme général, que nous
avons établi, a été énoncé, sans démonstration rigoureuse, par Laplace
pour les polynomes de Legendre et puis, en 1864, par Hermite pour les
polynomes qui portent son nom.

Nous voyons, de ce qui préeede, que ce théoréme s’applique, en effet,
a tous les polynomes considérés aux nes 11—18.

Nous verrons plus tard qu’il reste vrai dans beaucoup d’autres cas
et nous montrerons, outre cela, qu’il peut wnous servir non seulement a
simplifier les recherches sur la convergence des séries de la forme (94),
mais encore a résoudre complétement le probléme du développement, ¢’est-
a-dire & déterminer la somme des séries dont il s’agit.

24. Les considérations précédentes montrent que ‘le terme général
A, u, (z) de la série (94) peut 8tre présenté sous la forme suivante

5 b
52
Awun(x)=7“ anj‘f(x)¢(m)andx+ﬂn0n :
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La recherche de la convergence de la série (94) se ramene, en
vertu du théoreme, établi au n précédent, & celle de convergence de la
série

e B2 b
(110,) 27 , j f(x) o (x)a, dx,

ou il faut poser:
1) Pour les polynomes de Hermite

gx2

s 9w
(111) f(x):—;g 2! a=—m5 b:’+w: In-"—‘n!a” (3 ?
et

Y "
(112) an=84 COS.’E]/OL'I@ 3 hﬂ-—_—(—_— 1)" G ('ﬂ—l),

si » est un nombre pair,

ox? n—1 n-fl

(113) a,—e* singVan, h,=(—1)% «  1.3.5.. O [

si » est un nombre impair.
2) Pour les polynomes de Jacobi

1

(114) f(x)=(1——w2)a—§, a=—1, b=-+1, »=cost

b4 I'’e) I'(n--1)

(115) In: 22&—1 1—12(&) F(?Z—%—QC{) (w,—{—a) 3
(116) co:‘(t (n+a) _%’>
S it s
% sin ¢
et .
ol (’D;)
(117). b =

9Pl (o) P (’f; - a)

pour % pair,

2 [ )
(a)P(Q)

2 ()T (g—.u a)

(118) b, =

pour x impair.
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3) Pour les polynomes du n° 18

o .
(119) T s e S e
m 2
v
(120) I =47—=a 92F(2n),
.V
o £
(121) ; an=escostVn, h,=(—1)"a"1.8:5...(2n—1),

quélr que soit -le nombre 4.
25. Appliquons le théoreme du n® 23 aux polynomes de Jacobi.
On trouve, en vertu de (115) et (117), pour % pair,

) 32 : g (n s I)P(n—{—‘)a)(‘n—}—
(122 Lo

I -.71:2 a1 (n—f— 1-{—0:) Pl 1)
et, en vertu de (115) et (118), pour » impair,
i ol (g)f’(n—{—%&) (0 + a)
T":IQM_] 2(’2+a)l’(n—!—l
Il ‘est aisé de s'assurer que le rapport
¥
I

2

tend vers , lorsque » tend vers Pinfini.

Supposons, par exemple, que » reste pair [Iégalité (122)].
On trouve,-en tenant compte de:(72),

n—1 7
k. (21@—{—&)F( é )P(T‘{“a)

T el

d’olt, moyennant la formule de Stirling, on tire

e o e et

n
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ol 'on a posé
s
_._.1, yﬂ—_._i_a_.

00| —

ﬂn—z

poli=
)

e étant une quantité qui s’annule pour n=co
I’équation précédente montre que

? I,
1m )
-R=00 7,

n

2

car

2y

n=co 5 e n=co W ==les]

On démontrera de la méme maniére que

2

o VU
lm — ——
o) T

n

lorsque » reste impair.

g Y
n % 1 n 1 2 o
hm(l+ )=Ve, lim(l—A) :—j,-]im7+ =] liml/

On en conclut que la série (110;) peut dtre 1emplacee par la sui-

vante
+1

Ean Sin“fjgo(cc) e @, dz =
1 LI -

-1

O | -

:Zcos (t(n—}—a)——%q) S.sinag.(p(cos_g) cos (§ L sk 0_¢)~£;) ds

La série (94) converge sous les mémes conditions par rapport & la
fonction @ (z) que cette derniere série trigonométrique qui est égale & la

différence de deux séries suivantes

= ZS sin” & ¢ (cos §) cos (¢ —§) (n + @) d§,

= fsin“ £ (088) cos (¢ +§) (0 + ) — ma] d&.

En appliquant la méthode connue de Dirichlet on s’assure Immedla—

temenut que chacune des sommes

Z gsm Eq(cos$)cos(t—&) (k-Fa)ds,
0

k=1



eyl G =

B, Zysm §@(cos§)eos[(t+ &)k + o) —ma]ds
k=1 %
tend uniformément vers une limite bien déterminée, si la fonction donnée
@ () est une fonction & variation bornée entre — 1 ef 1.

Donc la série (94), disposée suivant les polynomes de Jacobi, con-
verge wuniformément, pourvu que la fonction @ (x) satisfasse ¢ la condition
tout a Uheure énoncée.

On voit, & cet exemple, que I'emploi du théoréme du n° 23 conduit
& une démonstration nouvelle d’une proposition, établie par M. Darboux
par une méthode tout & fait ditférente.

%6. Faisons encore quelques remarques concelnant les polynomes de
Hermite ainsi que les polynomes du n® 18.

Nous avons déja indiqué, en termes générales, une voie, due &
M. Darboux, qui peut nous servir & trouver les conditions de la con-
vergence uniforme des séries de la forme (94) pour les polynomes dont
il s’agit.

En suivant cette voie on g’assure que les-dites séries comvergent
uniformément, st la fonetion o (2), intégrable entre les limites 0 et oo
(le cas des polynomes du n° 18), ou entre les limites —oo et ——co (le
cas des polynomes de Hermite), est une fonction & variation bornée.

Une autre démonstration, un peu diffévente et détaillée, du théoreme
analogue pour les polynomes de Hermite paraitra prochainement dans une
thése, déja mentionnée plus haut, de M. Adamoff; cette démonstration
s’étend sans difficulté au cas des polynomes du n°® 18.

Le méme théoreme peut &tre établi aussi par la méthode, indiquée
au n® 23, qui ramene le probleme a la démonstration de convergence de
la série approchée (110,).

Cette série, pour les polynomes du n° 18, se remplace par Ja suivante

I =00 5

: costVn [ - = =

(123) ——"\e Sp(a)cosaVn.deg,
; Vi .

car, dans le cas considéré,

e It BTy U o
n S - 1+ l/ = 1 En) 5
1, 4.71’3( 2n—2) 20 —2 " l/n( T

n

ce qui montre, qu'on peut poser, pour m assez grand,
Ad
I 2 V_ n

n

d, étant une quantité qui s’annule pour %= co.
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Dans le cas des polynomes de Hermite la série (110,) se réduit 2
la suivante

: T
(124) Z (cos:cl/n S 2 gp(a) cos eV . de + Qi“l‘;l/” j e_E'qJ;(.a)._sin‘a'VE.dai),
s N i .

indiquée déja par Hermite en 1864.

L’étude de ces séries [(123) et (124)] peut se ramener a celui des
intégrales .analogues & lintégrale (93).

27. En me bornant par cette remarque, sans entrer en détails, je
m'arréterai au cas, ot les séries (123) et (124) convergent non seulement
uniformément, mais encore absolument.

Considérons, pour fixer les idées, la série (128).

Posons

a:gVﬁ.

On trouve

- tl/ny e °(a)cos aVn.de=-costVn S\
Vn 0

d’ou Yon tire, en supposant que ¢ (x) reste ,positif pour toutes les valeurs
positives de x, 2

o &
8 @ (gVn)cosgn.d§,

oo|ﬁg

e e e
it

Considérons la série & terines:pos‘itifs
(125) o, —}—su_g &+ e,
Cette série sera convergente, si la quantité

. s
Futn = Uppr T Ynpa T o T Uy

tend vers zéro pour n» =—oo, quel que soit l’entier p.
Or,

W‘ZJ ("ﬂ)go(@l/ + )4 Si

J=liq 1=k

n+? )

m[ﬂ\‘

@ EVn ) ds.

Supposons maintenant que la fonction positive ¢ («) satisfasse encore
aux conditions suivantes: ‘
elle est égale & zéro pour les valeurs de §, comprises entre O et &, ol
e est un nombre positif assez petit, mais fixe; elle est égale & C pour
z=¢, et décroit ensuite de C & zéro, lorsque z croit de & & —-co.
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On peut tou;ours choisir le nombre n=mn, de fagon que I'on ait,
pour n 2> n

SRR ;
—5 () 4
6" S

A désignant un nombre fixe, quelle que soit la valeur de §, comprise
entre & et —--co,

Cette condition étant remplie, on aura

e
ze (ﬂ)go(s'"]/r—i—j)(k ’ YQL S

: (n, +3)
et
BT e =,
i ©EVats
T"+P:JZ€ e gl/ﬂhj YdE < J\Z O\ds:
g /=1 e J=I1 (no + ) ;
J\“ P (8 l/n =
) ]A:-.Jl (no_l_ ) no+p

Or, quel que soit &,

i $EVr 1)) _9EVn)
o= (730+f)2 L
On a done

@ o

— 4
0, <—— PEVn)dé=—"—— | o) ds.
o+p 0 %]/17,

00 0 0¢

Il s’ensuit que g, otp 60> DAL sUite, 7 , tendent vers zéro, lorsque
croit indéfiniment, car llnteomle

j o (t)dt
(5}

ne surpasse pas une certaine limite fixe.
Done, la série (125) converge. Il en résulte que la série

£2

foe)
o (es} —ty £l
(126) wazzcosﬂ/nje : ¢(§Vn)cos§nd§,
n—=1 %=1

c’est-a-dire la série (123 » converge absolwment et uniformément.
g
10




B

e

Supposons maintenant que la fonction @ (z), étant égale & zéro pour
les valeurs de #, comprises entre 0 et &, soit une fonction & variatios
bornée entre & et —-co.

On a, pour toutes les valeurs de #, plus grandes que &,

@ (x) =1 (J&‘) — %, (:l?) y

@, et p, étant des fonctions positives, bornées et non croissantes.
La série (126) se réduit & la différence de deux séries suivantes

9

-3
co o __E_j” v
ZCOHV"SE S w (EVn)cosEn. dg,
- :

=

: S b
Ecost]/nje 5 ¢2(§|/n)cos§n.d§.
1 g

=

Chacune de ces séries converge absolument et wuniformément.

Il en sera de méme de la série (126) ou, ce qui revient au méme,
de la série (123).

On en conclut, en tenant compte du théoréme du n® 23, que la
série de la forme (94), s e 0 ) désignant les polynomes
du n° 18, comverge absolument et wniformément, si la fonction @ (x), qui
reste égale @ 2éro pour les valewrs de z, comprises entre O ef &, & iant
wn nombre positif quoique assez petit, mais fize, est ume fonction @
variation bornée entre & ef +ocl).

Le méme théoréme a liew pour les polynomes de Hermite et se dé-
montre par les raisonnements tout & fait analogues.

J'indiquerai encore un cas général, ol les séries de la forme (94)
convergent absolument et uniformément.

Je me bornerai, pour fixer les idées, au cas des polynomes du
n° 18; les raisonnements, qui vont suivre, s'appliquent presque sans chan-
gement aux polynomes de Jacobi et & ceux de Hermite.

Supposons que la fonction @ (x) soit continue et admette la dérivée
o' () qui est une fonction intégrable et & variation bornée entre 0 et + oo,

On a

o <7 o] O/?d o =
{e Sw(a)cosal/n.dazt\—(e 2 ga(a))sinal/n.dcc.
J Vn. de

0

') On suppose certainement que Pintégrale
0
§ o) de
&
ait un sens bien déterminé.
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Or, en vertu de I'hypothese faite sur @ (#), la fonction

p(@) =2 (e*%zw(a))

de

est une fonction & variation bornée entre 0 et - oo,
11 s'ensuit que

@0

s ia e [ A
‘ | (YCZ (e‘? @ (a)) sina V. da; = ]75 5
-0

A désignant un nombre assignable.

On a donc :
: ’cost V[ o iR e
| e jc sepla)cosa)n. daJ == =

0

ce qui montre que la série (123) converge absolument et wniformément.

On obtient ainsi, en tenant compte du théoréme du n® 23, la pro-
position suivante:

La série infinie de lg forme (94), u,(z) (n=0, 1, 2 yo ) désignant
les polynomes de Hermite, ou ceur de Jacobi, ou, enfin, les polynomes
du n° 18, converge absolument et uniformément, quelle que soit la valeur
donnée de la variable z, si la dérivée du premier ordve de la fonction
continue ¢ (x) est une fonction mitégrable et & variation bornée.

Nous ferons plus loin I'usage des résultats, obtenus aux nos précédents.

*8. La méthode, indiquée sux nes 2—10, peut étre appliquée aussi
a la recherche de certaines expressions asymptotiques des fonctions J, (z)
de Bessel pour trés-grandes valeurs de la variable z, ce que nous allons
montrer dans ce qui va suivre.

Les fonections J, (x) satisfont, comme on sait, & D’équation

(127)

da’ : TR

A

&’ J,(») 1 dr ) +( a'z)
: &

Ja(x) ,=70 =
Posons ,
xr=nt,

n désignant un paramétre arbitraire, ¢ une variable nouvelle,
L’équation (127) devient
d*7, (nt)

de ,(nt) aEee
5 ( = e (n“——%) J, (nt) = 0.

|
i

]
dt” ¢ dt

Considérons la fonction J, (nt) comme une fonction de deux argu-
ments ¢ et » et appliquons au cas considéré ]a transformation du n° 2.
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Posént

(128) J, (nt) = %)

42

on obtient cette équation pour v, (¢)

i 5 Yot
(129) oo () - n'v, (8) + T‘X v, () =0
qui a la forme de I'équation (13) du n° 2, si 'on y pose
2
o da —1
B=n', wp)="7—
4¢

Supposons que ¢ se varie entre O et 1 et posons, dans la formule
(17;) du n° 3,
A4,=v(1), B=uv,(1), t=1.

On trouve, eu égard & (128),
47

v (1) 1—4¢* S J,(n$)

sinp(—1) 4+ — sinn (&
” 4n J &V

la formule qui a lieu pour toutes les valeurs du parametre .

29. Désignons maintenant par A2 une constante quelconque réelle et
différente de zéro, par §, la w’ieme racine de I’équation transcendente
de Dini

(131) §

(130) V?Ja ()= v, (1) cosn(t—1) -1

1

dJa(g - - - 1
de —(?/T!X) a(g)—O, a>——§

On sait que cette équation admet une infinité des racines réelles et
positives qui croissent indéfiniment, lorsque I'indice n tend vers linfini.
Posons dans (130)
n=§".

On trouve, en vertu de (128),
vn(l) w5 Ja (gn)‘
En remarquant ensuite que

w b el dE(E)

— = — = : =nt, n=3;5,
Wt 2wVt ds
et en tenant compte de (131), on obtient
v, (1) 1-+2(h—+a)
T ] Ja(gn)‘

L an
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L'équation (130) devient

s
(182) Vid, (5,0 =d.(E) lcos g, (t—1) -+ s sin &, (t—1 )J —

Sn

= ]
]/ “H

Or,

1

(0 s ey p
j sing, (§6— t)d§ sJ (5. 8) ds. ﬁ-—d§<5;§ §J (5, 6)ds:
0

D’autre part, on a toujours, quel que soit le nombre 2,

1

ng 6 d [J ()=, DT, 1(ﬂ>]

(€]

En remplacant 4 par § et en tenant compte de (181), on trouve

1

S EJ2(5,8)ds =

0

1( h(h 4 2a)
l—{—‘——

1 Jreo<are),

-

4 désignant un nombre fixe 1).
On peut done écrire

(5%5) J,(§,)
A S]n§ (b—t) dt = & o -A-— oty
J §Vs V3 V't
ou &, désigne une fonction de # satisfaisant & la condition
‘311 L<1

L’équation (132) devient alors

11
(183) 1/tJ (s,t)= Ja(gﬂ)[cosgn(t—1)+w’j()],
olt I'on a posé
h+ - 2(h @) 4= 4a°)
1) — t— 1 $ —
@, () =————"5sin§ ¢t—1)+ T o

!) Rappelons que les nombres &, (n=1, 2,...) restent positifs et croissent en
méme temps que Iindice n.
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La fonction o, (f) satisfait a l'inégalité suivante

12 ta)], |1 —4e’]4
2 43¢Vt
pour toutes les valeurs de ¢, comprises entre 0 et 1, et pour toutes les
valeurs de », plus grandes que I'unité.
Cette inégalité peut étre remplacée par la suivante, plus simple,
A
F1E
2 désignant un nombre fixe, car ¢ reste toujours inférieur & l'unité.

30. Substituons maintenant (183) dans (132).
On obtient

CHUIRS

(134) o, ()] <

4

t
“cos§, (§—1)sing, (§—17) 1 (@,(&)sing,
( )2 ng,( 7 +"§_"

(5—8

9

1
(08,9
(135) 5—“ b
Jeve
Considérons l'intégrale

i
o Scos §,(6—1
1

Le théoréme de la moyenne donne

sing, (§—¢) dg=d. a(§n){5

1

S Sy

(5}

: i
Jsing, 6—0) 1 stingn(gg—t—l A ) 5 PE

2 ~2
S 2 S 2

&
>
¥

t

i
sing (26 —¢t—1 1 :
Il=5 Sl = )d§=—jsins (26—t—1)ds,
ik .

2 N

==
[

olt
=
L’intégrale I, satisfait donc & Dinégalité
1
i f e s
g, t

On peut donc écrire

] B R
:ﬂg:)——é}—singn(t— 1y

olt «, (¢) est une fonction de ¢ satisfaisant & la condition

(136) I

1 1
= da e
o T oVt

pour les valeurs de ¢, plus petites que Punité.

(137) 4, (@) | <




——

=101~

Remarquant maintenant que

t

1
‘o (S)sing E—8 | .
H e ds <\
1

©,18)]
S 2 (Z:,

s

o

S 7

d’ol1, en vertu de (134),

£

o (§)sin§, (§—1) ‘
9 l )
Y £ e Yt

¢ désignant un nombre fixe, on obtient, en tenant compte de (135) et (136),

7

(138)

e SfJa(* 9

1

e t—1 %, ()
S tlds—d] (6 )———sing (1)1 ——=|
E 2t .

ou, en vertu de (137) et (138),
i 4
.'ﬂn (t) | < 2

cVt
A désignant un nombre fixe.
Substituant maintenant (139) dans (132) on trouve cette expression
asymptotique pour oJ, (§ 7):

sing, (t—1 9, (1)
140) ]/tJ =J, (§ )l:COSbn(Zf—l)—l—‘—ct )( ‘l_t)’TL 2 ]:
Sy 3 i ‘a’:% i
olt
- g L,
£Vt

7 désignant un nombre fixe.

31. Montrons que la méthode du n° 23, étant appliquée A certaines
séries procédant suivant les fonctions de Bessel, permet de déterminer les
conditions générales de leur convergence.

Nous allons considérer le développement de Dini de la forme

:
o T &0\ af @, 6 0)dx o T 1 !
(142) Z - . =Z Sxf(x)tfa(énm)d.z‘,
© Nerie 0 ° (hh+20)4-&2) a2 )
0

§,, désignant les racines de 1’équation (131).
Substituant Pexpression (140) de J,(§ x) dans le terme général de
cette série, on trouve
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Vitas t)jxﬂ ) (€,2)do=c03§,( ’f"”g e e

(S
(143) +Sm3bq(t;1) (ﬁ+ )Sl/wf(z)cosg (x—1)dx -+
—l—sﬁcossn(t—l)j]/xf x)smgu(x——l)der A Os%t_—l)jé(/_)sm§ (x— 1 dx—+ Is

ol 'on a posé

flx)
Ve

v

K- =—a

" n

sing (z-—1Ydé—1h, ijf(x YoasE (=1} dE |-

(== ——D’-'

(144) ;
+ cnSVa—:f(x) sing (z—1)dz—h, SV;f(x) & (z)dz

a,, b,, ¢, et h, désignant les fonctions de ¢ dont les modules ne surpas-
sent pas une certaine limite fixe, quelle que soit la valeur de ¢, prise
gnitre "0 et 1,

Supposons que f(z) est une fonction & variation bornée entre O et 1.
On aura, d’apres le théoréme connu,

jvgf(x) gosé (r—1}de| < é—,
(145) -

gl/xf(x) sin§ (z—1)da| <

0

A désignant une counstante positive.
Considérons lintégrale

(146) V j:]/—:;f () 9, (@) dz.

Supposons que la fonction f(x) satisfasse encore & la condition sui-
vante: il existe un nombre assez petit, mais fixe, ¢, tel qu'on ait

lflz)| < B,
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pour toutes les valeurs de z, comprises entre 0 et ¢, B et ¢ < 1 étant
des nombres fixes. _
Cette condition étant remplie, on trouve, eu égard & (141),

&

<B/j%‘"d <B’( Aty

e’ i

Ul/xf(xw (z) dz

¢ et ¢ étant deux nombres positifs, plus petits que &,.

Il s’ensuit que I'intégrale (146) a un sens bien déterminé.

En remarquant ensuite qu’en vertu de I’hypothese, faite sur f(z),
la fonction

w(w)=il%

est une fonction & variation bornée dans I’intervalle (0, 1), on trouve

(147) l f()bln’”(x—l)dx~<§.

JV

~ Les inégalités (145) et (147) montrent que, pour toute valeur donnée
de la vaviable ¢, comprise entre 0 et 1,

(148) | K | <0,
Q étant un nombre fixe, ne dépendant pas de #.
Les mémes inégalités et Vinégalité (148) conduisent & I’équation
suivante [voir I’équation (143)]
1

(148)) Vziz(gnt))fmf(x) 5, 2)de—cosE, (t—l)Jfo(z)noss,L(xﬂl)d (t)

a('no bﬂ

ot @(¢) est une fonction dont le module ne surpasse pas un certain
nombre fixe,
On en conclut que la série (142) converge en méme temps que la série

o)
-
S

(149)‘ Zéi'l‘k e )COS§,., (t—l)ogl/gf(m)wsgn(x—l)fix,

2
n

si la fonction f(z) satisfait aux conditions énoncées plus haut, car la série

@)

e
1 § n

converge.
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Cela résulte de ce que les racines positives de I’équation (131) de
Dini se rapprochent, & partir d’une valeur de n assez grande, de plas

en plus a
(27@—1—1 + a+1)2

Tl est évident que la série (149) peut 8tre remplacée par la suivante

o i

(150) | Zcosg t——l)j]/aﬂf(x Yeos§, (@—1) da;

1

car on a, pour » assez grand,

2

gﬂ- 1 _l_ Oc-n
TR e

ol e, est une quantité dont le module ne surpasse pas un certain nombre
fixe, ne dépendant pas de mn.

Il est aisé de sassurer enfin que les conditions de convergence de
la série (150) sont les mémes que celles de la série trigonométrique

a .

(151) Zcos (nm 4 0) (t — l)j]/xf(x) cos (nx + ) (z— 1) du.

1

Considérons, pour fixer les idées, le cas le plus simple, ol la cons-
tante  est égale a —«.
L’équation (131) devient
dJ,

s

On sait que, pour les valeurs de n assez grandes, les racines §, de
cette équation peuvent se présenter sous la forme suivante

¢ __mr_!_Qa—}—l

+e =na--d+¢,
e, désignant une quantité telle que

|sinen\<§i<,5i

B désignant un nombre fixe.
Cela résulte de la formule asymptotique, etablie par M* Hankel et
Dini, pour la fonction /().
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Moyennant la méthode connue de Dirichlet on s’assure sans peine
que la série (151) converge uniformément, si la fonction f(x) est une
fonction a variation bornée entre 0 et 1.

Les mémes raisonnements sappliquent au cas général, lorsque la
constante } dans D’équation (131) a une valeur queleonque, diftérente
de zéro.

L‘analyse précédente conduit & la proposition suivante:

La série (142) converge uniformément, pourvu que la fonction f(z)
a variation bornée entre 0 et 1 satisfasse encore a la condition Swivante:
i existe un nombre positif &,, quoique assez petit mais fize, tel qu’on ait

Vil e

pour les waleurs de z, comprises enire 0 et &, B et u < 1 étant des
nombres fizes.

32. Avant d’aller plus loin faisons une digression a la théorie gé-
nérale des fonctions que j’ai appellées fonctions fondamentales dans mon
Mémoire: ,Théorie générale des fonctions fondamentales® (Annales de
Toulouse, 1905).

En nous bornant au cas d’une seule variable réelle #, désignons par

(152) Volahel fa) Wl s litnl &

une suite de fonctions fondamentales (, Eigenfunctionen® de M. D. Hilbert) 1),
correspondant & la fonction génératrice G(z, &) (,Kern® de M. Hilbert),
symétrique en z et §. ‘

Les fonetions ¥, (x) (=0, 1, 2,...) satisfont aux conditions

b

Vk (x) = ZkSP (g) G (.ﬁi‘, g) Vk<§) ds,

a

o 2, (k=0, 1, 2,...) sont les nombres, caractéristiques pour les fone-
tions V, (z) (,Eigenwerthe“ de M. Hilbert), p(§) est une fonction donnée,
continue et posilive dans lintervalle (a, b).

Considérons le cas le plus simple, ol les nombres 4, restent positifs
et croissent indéfiniment, lorsque 1’indice % tend vers Pinfini,

Supposons que les fonctions (152) forment un groupe, auquel s’ap-
plique le théoreme général du n® 13 du Chap. II de mon Mémoire, cité
au début de ce no.

J’énoncerai ce théoréme, en l’appliquant au eas d’une seule variable,
comme il suit:

1) Voir D. Hilbert: ,Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integral-
gleichungen®. Gottingen Nachrichten, 1904, 1905.
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Quelle que soit la fonction f(z), bornée et intégrable dams Uinter-
valle (a, b), quelle que soit ume auire fonction @ (), pouvant devenir
wnfinie aux environs de certains points isolés de Uintervalle (a,, b,), inté-
rieur @ Uintervalle donné (a, b), mais telle que les integrales

by b b

prsvdx, jpwndm, ypwgdx

a4y ty a4

aient un Sens bien déterminé, on a toujours le développement susvant:

b
by (a'o) . Sprkdm b
(153) J‘pfgodx= 4,B,, A=t—, Bk—--—-fpgo V,ds.
a 0 Sp Vzdx ay

Toutes les fonctions, étudiées plus haut: polynomes de Hermite et
de Jacobi, ceux du n° 18, fonctions de Bessel appartiennent & la c¢lasse
des fonetions fondamentales, auxquelles s’applique le théoréme que je viens
d’énoncer, comme je I'ai déja montré au n® 8 de mon Mémoire: ,Sur cer-
taines égalités générales ete”, publié dans les Mémoires de I’Académie des
Sciences de St-Pétersbourg en 1904 (p. 16).

33. De ce théoreme nous déduirons un autre qui aura une applica-
tion importante au probleme du développement d’une fonction arbitraire
en séries infinies.

Posons dans (153)

P=—," = Ty—1, b=x0+7]s
b
z, désignant une valeur quelconque de 2, prise arbitrairement dans I'inter-
valle (a, b), 7 désignant un nombre positif qu’on peut prendre si petit
que l'on veut, » une fonction continue dans l'intervalle (@, b).

On trouve
o+ co+-1] :
i d ZA"'j' Visa 1)
(154) a7 vi(e) de = % vV, (2)dx?).
To—T] i —1

Supposons que la fonction f(z) soit choisie de fagon que la série

(155) ZAka(x)

converge uniformément dans Dintervalle (a, b); la série (154) le sera aussi.

1) Nous ommettons, pour simplifier 'écriture, les limites O et 4-co de la somme X,
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En remplagant dans (154) @z, par x, x par § et en intégrant de
nouveau entre x,—7 et z,-7, on obtient

Tn-l-fl ©3-1] o
(156) dz ;Df(s) das —Z Jdl j V() d§,
T oy (e

la série du second membre étant uniformément convergente.
Supposons maintenant que chaque terme A, V,(x) de la série (155)
puisse se présenter sous la forme suivante

4, V(@) = W, (2) +a, 1, (),
olt W et w, sont des fonctions continues dont la derniére satisfait &
I’inégalité
’wk(x), < Qr

@, désignant une quantité positive ne dépendant pas de %, @, sont des
-
constantes telles que la série
Z‘ak’
converge.

Ces conditions étant remplies, on trouve, pour % assez petit,

@p—+-1] Zo+7]
e e, ,
P Yy (%) do — &, w, (@) () | == n gl R g
xo—1 To—T1)
¢ étant un nombre positif qui s’annule pour »=0.
On en conclut que
.Tn—t—.l]
1 .
lim — e y ¢, jwwk (x) dz ==Z o, 1w, (20) @ (z,)
=0
x5 -1

quelle que soit la valeur de z,, prise dans I’intervalle (@, b).
On aura de méme
:ro-l— t—l—"
]im—l— y dz \pw, (5)ds —Z & wy (z,) w(z,) -
=0 47]2—4 £ k0 (]
CEQ—'i £L— 7}
Supposons enfin que les fonctions W, (2) soient choisies de facon
que l'on ait

: @1 @41
lim i— jdac 5@0 W, (&) ds Z W, (xy) v (x;).
1=0 4] e
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Ces conditions étant remplies, on trouve, eu égard & (156),

o I |
(157) w(x, )[ZWL (z )TZa ’%(xo)] ZA V(%W(xo)—‘lqm(‘)g Sﬁi&bf §)d§.

Or, pour chaque point z = =, de 'intervalle (a, b), ol les expressions
f(2,+ 0) et flz,— 0)

de la fonction intégrable f(z) ont des valeurs déterminées, la limite
(pour #=0) du second membre de I’égalité précédente est égale a

f(xo+0)‘|‘f(%_0)
2

P (%),

comme je ’ai déja montré dans mon Mémoire: ,Sur la théorie des séries
trigonométriques®, publié dans le Bulletin de I’Académie de Cracovie en
1908 (Novembre). =

On trouve done, sous les hypotheses faites sur la série (155) ainsi
que sur la fonction f(z),

il

Faisons encore la remarque suivante.
Si les constantes a, et les fonctions w, («) satisfont aux conditions,
indiquées plus haut, on a toujours, quel que soit l'entier s,

= O)

!
e
2

Sl g Y

1
lim a, (dml 5(1069. i .S%k (z,) () dz, —Za w, (@) 0 (2,)
N=0 (27])3 e 3
To= o = ags_l_'ﬂ

On en conclut, comme dans le cas précédent, que la somme de la série

Z A, V, ()
sera égale a :
%-l-’l Byl ] y
(5, + )+ £(5,—0)
11 dxl dz, Sw (z,) f(x)dx —f 0 —l_f . v (z,)
2R e : i

toutes les fois que la série

YW@
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soit telle que
' 2b0 @A et

; 1
n:o(gmsz del u{dm, & E(I) W, (z,)dz, =Z W, (z,) v (z,)-

lim
mo—T 2= 9]

Nous ferons I'usage de cette remarque plus loin.

34. Les recherches précédentes nous inspirent une méthode nouvelle
pour résoudre le probleme du développement d’une fonction donnée en
séries procédant suivant les fonctions fondamentales. Cette méthode sap-
plique, comme nous verrons, 4 plusieurs suites de fonctions souvent
employées dans I’Analyse.

Jexposerai d’abord les principes de cette méthode sous la forme
générale en me réservant d’indiquer plus tard ses applications & certains
cas particuliers les plus intéressants.

Désignons, comme précédemment, par

Vola) s Vola) B 0 ey

une suite de fonctions fondamentales gui satisfont, comme on sait, aux con-
ditions ;
. 1

Sp @V, @)V, (@)de=0, si nZm,

a

a et b étant les limites de Dintervalle, ol l'on définie les fonctions
Vi) k=0, 1, 2,...), p(z) est une fonction positive ne s’annulant
pas dans lintervalle (@, b).

Faisons les hypotheses suivantes:

1) Le théoréme général, énoncé au début du n® 32, s’applique aux
fonetions V. {z) (k=0 1,2, ...).

2) Chacune de ces fonctions ¥V, (z) peut se représenter, au moins
pour les valeurs de %, plus grandes qu'un nombre fixe », sous la forme
suivante

(158) Vlz)=9@®)[8,cos(1,t+7) 919,

olt ¢ est une fonction de x, continue et bien déterminée dans I'intervalle
(@, b), @(t) est une fonctxon de ¢ jouissant les mémes propriétés, g, et
sont des constantes, @, est une fonction de ¢ qui S’annule pour g =oo,

A dw=0,1,9-..) sont les nombres ‘positifs indéfiniment ecroissants
avee n. ;

1) On dit souvent que les fonctions V, (@) foxmeut un sgsteme orthogonal.
%) Ou, plus généralement, : v

V@) =0 (t)[a,cosk ¢+ 8, cosk t 49 Al
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Toutes les fonctions, étudiées plus haut [les polynomes de Hermite
et de Jacobi, ceux du n® 18, les fonctions de Bessel], satisfont, comme
nous P’avons vu, aux conditions tout & I’heure énoucées.

Envisageons la série
b

z {p@) ) V(@) do
(159) ZA]L ];r]c(x): Ak=a 5 v
9 p7 @ e

a

f(z) désignant une fouction arbitraire,
Le terme général A, V, de cette série se représentera, en vertu
de (158), sous la forme suivante

(160) AV, (y=9 @y B,cos(h t+o)+a, w2,

ol
5]

=

B2\ w(0) (0, 0) cos (4, ¢ + ) dt
Bk == % 3

b

{7ty do

a

a et & désignant les valeurs de ¢ correspondant aux valeurs limites a et b
de x, w(t) et O, (1)== étant des fonctions de ¢, continues dans Uinter-
valle (¢, 3), «, étant des constantes. :

Faisons maintenant les suppositions suivantes:

3) Les fonctions w, (#) satisfont aux inégulités

L, (@) | < @,

@ désignant un nombre fixe ne dépendant pas de n.

4) La série
o
Dl
: 0
converge:

Ces conditions étant rémplies, la série (159) sera convergente sous
les mémes conditions par rapport & la fonetion donnée f(z) que la série

Z B, cos (4, 1+ 7).
(0}

Supposons enfin que 5) la fonction f(z) satisfasse aux certaines con-
ditions, que nous appellerons, en général, conditions (4), telles que la série
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(161) ZBkcos(lktT’r)
0

converge dans lintervalle (a«, #) [correspondant & Dintervalle (@, b) de
la variable z].
Les hypotheses énoncées étant remplies, on s’assure tout @ abord que
la série (159) comverge dans Uintervalle (a, b), powrvu que la fonction f(x)
satisfasse aux conditions (A). et que les propriétés de convergence de la
série primitive (159) sont les mémes que celles de la série approchée (161 ).
35. Posons maintenant

n

(162) @)=Y 4,V, @)+ R, ().
0

L’hypothése 1) du n° précédent étant remplie, on peut toujours trou-
ver un nombre 7 = n, tel qu'on ait, pour 7>y,

b

(163) jRidx i

a

¢ désignant un nombre positif donné a Pavance; cela nous conduit, comme
au n® précédent, & ’équation suivante

"”0‘{"7\{ w© @D—}_q
1 . 'Ak =
o %(x)f(ﬁ)dszW P (2) V, (x)ds.
2= b a

Introduisons une nouvelle variable ¢ en posant
t=0(x), z2=6 ),

6 (z) et O, () étant des fonctions continues avee leurs dérivées du pre-
mier ordre dans les intervalles (a, b) et («, B).
L’équation (162) devient, en vertu de (160),

16, 01=), By B cos(2,t+1)+ Y. o, [6, ()] - B, [6, ()]
0 0

!) Remarquons, pour éviter tout malentendu, que nous introduisons ici, pour
simplifier I’écriture, une notation symbolique en écrivant simplement

i n
2l . :
ZU; Bo(t)cos(h,t+7)+ ; a, 1w, [0 (1)]
au lieu de
1
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d’ot 'on tire, en divisant par ¢ (¢) et en intégrant le résultat entre les

limites «, et #,, @ “et 8, >, 6tant des nombres quelconques, pris a
Pintérieur de l'intervalle (a, &), '

C]
(163,) (f[ 1()] _Zkacos A t—}—r[)dt_l_E i:S A[O tﬂ & R g[p(t)(t]dt

111

Or,

| =

- ) [ of o]

a, et b, étant les valeurs de x correspondantes & ¢= «, et t=48,.

{69

dt

\ j Rn[@ (£)]
9 (%)

Supposant que l'intégrale

b

7]

u

ait une valeur bien déterminée M, on en conclut, eu égard a (163), que

(163,) ”P [0, (t)]

‘<Ml/

“ ce qui nous conduit & 1’égalité suivante

16,80 %
j'rp(t) dﬁEB"

oy 0

1

o0 lrjl
w, [0, (@]
cos (Lt o) dt+ ), @ S‘——»*dt
Z - ?(t)

'_9_2 o

231

Prenons un point quelconque z =z, a Pintérieur de Dintervalle
(@, b) et soit #, la valeur correspondante de t.

Posons
o, =1t,—1, ﬂl=t0+7],

7 désignant un nombre positif assez petit, donné & l’avance.

; ¥ n n
EAk V= ZB,co(t)cosO\ t-1) +Z a, w0, [0, (6],
v désignant l’eutler introduit dans Phypothése 2) du n0 précédent.

Nous allons employer cette notation dans toutes les recherches qui vont suivre,
car cela ne peut présenter aucun inconvénient.
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En remarquant que

L+
sin 4, 4
cos (4,14 1)di = 7~~ cos(4,t, + ),
fo—-"] i
on trouve
o] o
f[ ()] Z sin itA[O t)]
o PR 2
(164) 2775 o0 ——dt . B~ cos( ol T)+Z T
to—" tg—-"1

Il est aisé de s’assurer que la série

sin 4, 7
(165) ZBk T cos (A, ¢+ 7)

0

converge uniformément dans Pintervalle (¢, b), quel que soit le nombre
donné 7.
Remplagons dans I'équation (163;) n par m—+p, p désignant un
entier quelconque, et retranchons le résultat ainsi obtenu de cette équation.
On obtient

T L e

VU, w o |
B e G .1, st AJ dt J—‘” Tt
; S ,;1277 ot oy O

La série @, w, (z) étant absolument convergente dans I’intervalle
0

(a, b), on trouve, pour les valeurs de 2, plus grandes qu’un entier s,
convenablement choisi,

n-p

a, (w, [0, )]
Z 2775 e) (tl<8’

n--1

)*Yi
¢ désignant un nombre positif, donné & 1’avance.
D’autre part, en vertu de (163,),

Brat MVe
y &
j R dtw Sl

277 o)

=1
Il s’ensuit que

I, <ep 2 Ve=0d,

d désignant un nombre positif arbitraire, ne dépendant pas de ¢,.

I o



—_—L

—= 164 —

Done, la série (165) comverge uniformément dans Vintervalle (&, ).
Cette proposition nous permet d’écrire

U o e | el i

0,(, - S0,
(—2%)‘.; Sdtl jdt fl (t() J({ts ZBRSEI; 7COS(/L ty1 L)

o ~" ti—=1 o —

(1641)
fo+’] f+1 s 0

w,[0, )]
*2@ \ S S o)

L1 Il

Or, il est aisé de s’assurer, comme nous Pavons déja indiqué au
n° 33, que, dans les hypotheses faites plus haut,

to1 b1 fet

w [O (t )] a, 0, (%)
. hm 2(2 )g jc?t S S : 2 o)
=)

PR

f1e,@)] f(z,—+0). 4 flz,—0)
li f R e e R ee AR
| s S‘” f 4 S P 20,
1‘ to= 1] tl_v) t,s'-]"P
On a done

sin 4

I o)
)Los(l te-T) +Za wy(x,) = f(xo Olrﬂ..fc__ ).

(166) llm Z 5 (p(to)(

36. Cherchons maintenant la limite, vers laquelle tend la série

= sin 4, 77\° \ ‘sin 2, 7\°

k 0

lorsque 7 tend vers zéro.
Nous nous bornerons au cas le plus simple, ol les nombres 4,
& représentent sous la forme suivante

i : - (168) , 2, = ak?,

a et B étant des nombres fixes.
En se rappelant que, d’aprés la supposition, la série (161) converge,
désignons sa somme par S, et posons, en suivant une voie, indiquée par

Lmid
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Riemann dans son Mémoire connu: ,Ueber die Darstellbarkeit einer Func-
tion durch eine trigonometrische Reihe®,

Z =S#Eu’
: 0
d’olt

On :En—{—l T

Substituaut ces expressions de C, dans (167), on obtient

< sin 4,7 sind, 7V fsin2, ;7)}
(toh Z L (~2k7] ) —S+Z "{( oen ﬁlz;’i :

0

Désignons par # un nombre positif, donné & Pavance.
On peut toujours choisir, le nombre % étant assez petit un entier m
assez grand, satisfaisant & 1'inégalité
(170) L n—agmip<a
et tel qu'on ait, pour tm,
(171) & o

Désignons enfin par p un entier, plus grand que m, défini par les

conditions 1

P ( ) <yl
qui donnent
1
(172) nk,=apbn<m, 2p>(p-|—1)>( )J
d’ott
(173 anpd > Ej

t
4

Cela posé, décomposons la série du second membre de V’équation (169)

en trois sommes suivantes
m P 0
|
24+
1

m—-1 p+1

1 est évident que la premiere somme, composée d’un nombre fini de
termes, tend vers zéro en méme temps que 5. On trouve done, en choisis-
sant convenablement le nombre 7,

i

(174) Z’<8.



~—— 166 —
En remarquant ensuite que le rapport

sin z
1

représente une fonction décroissante, pourvu que xz<<m, on en conclut
que la différence
(sin oy 7{)3‘— (s_m 2 7])3
Aot =

reste positive pour les valeurs de %, comprises entre m-—-1 et p, car,
en vertu de (170) et (172),

lnl?]<)"m+1 7](1 A <lp77<ﬂ"
On trouve done, eu égard a (171),

{1 sind_#n\° sin 2_7\°
: (‘"m o D
’LJ~<S{\ V| ) ( 2}77] )}<E'

m--1

Considérons enfin la troisieme somme
0 s s . l 8
i g
- S ).];_177 i an

Eerivons avec Riemann le terme général sous la forme

1 1 &
in A )8 = gy i ) — (sin 4, )¢ .
bl {<l,f_1vz)s (?M)*} Gy {(S‘“ et “7)}

{ Il est évident que [voir les inégalités (171) et (173)]
| \ 1 | 1 & 9
(175) I; g (sin 2, ;%) {(lk_l b 77)5} = %—7])5< = e M.
: D’autre part,
l | (sin 2, ) — (sin 4, %)° | <s|sin 2,_, 77— sin 2,77 | < 2s| sin 51—2_—1 7l<<
.; salh il e
' Or, en vertu de (168),

b= =0 (B — (ks — DY) <af gbt1 781

R PO R L T R
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On peut donc écrire

e, | gftt |
| ——(lk 7])8{ (sin 4, %) —(sin 2, 7/)3} ‘ <esp (n) gl D—TF2 o
1 !
= Q ey
(a?/) )‘J i

pour toutes les valeurs de %, plus grandes que p.
Cela nous conduit & 1'inégalité suivante

By | , V' Q
J (77]) {(Sm/ 1’) (Sm/ 7])J <& s—1 Qﬂs 1—‘27 oy

C j 2 Ty
pH1h (@)™ 1 P (ap™ )"

ou, en vertu de (178)

ﬁ{ o Q~1J()
(176) > <e“ =N

p+1

On suppose, sans doute, que entier s, qui restait arbitraire jusqu’a
présent, soit assujeti & la condition

(176,) Bls—1)—1=0;
ce qui nous perinet de poser
- E(l % %) o

Le nombre s étant ainsi choisi. on trouve, en vertu de (174), (175)

et (176),
< sin 4, - 17; 'sin 4, 77} e e -
2%{( e il S R RS
: :

Cette inégalité montre que

(o]

L sitA, Ak e 7/
lim Zek ) =10,
=04 ‘ lk_lyi e -

sin 4, 9

hm Z B, (“‘) cos(d, ¢ -r) ——Z B cos(4,.¢,+ 7)
0

¢’est-a-dire




il R ot 5, = P T

et, enfin, en vertu de (166),

ZAA* Vk(xo')zf(xo_}_o);f(xo——o)-

37. L'analyse précédente conduit & un théoreme général que j'énon-
cerai comme il Suit:

(A). Soit {(x) une fonction, bornée et intégrable dans un certain inter-
valle donné (a, b). <

Soit V,(x) (k=0, 1, 2,...) une suite de fonctions, définies dans
Pintervalle (a, b) et formant un systeme orthogonal, auzquelles s applique
le théoreme du n® 32.

Supposons que les fonctions V (z) admettent la représentation asyn-
ptotique. de la forme (hypothése 2) du n® 34)

(177) 7V, (xy= o () [, cos (4t +2) + ] 1),
qui permet de réduire le terme général 4, V,(z) de la série
b
o b\p (2) f (z) V, (2) dz
(178) Y 4,V @), 4,="
A \p(@) V! () dw

& la forme suivante (voir n° 34)
(1785) AV, (2)=@(t) B,cos (4, t—+—1) + a,w, (@),

o w, () est une fonction admettant la dérivée du premicr ordre dont le
module ne surpasse pas wne certaine limite fize @, &, sont des constantes
telles que la sévie

S

0
converge.

Quant auz nombres A, nous supposons qu’ils soient positifs et se
représentent sous la forme suivante

a et B étant dewx mombres fixes.

1) Ou, plus généralement,
(177;) o V(@) =g () [2pcosh b4 Bysinhy £ 49, ]
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Ces conditions étant remplies la somme de la série (177) est égale
a Pexpression

(180) f(xo%'m—i"f(xo_o)

2

pour tout point x, de Uintervalle (@, b), ot la série approchée

(181) 90 Bes(ytto),
7 0

ou, ce qui revient aw méme, la série primitive (178) converge, bien que
cette convergence me soit pas uniforme.
De ce théoréme résulte encore le suivant: :
(B). Si la série approchée (181) converge uniformément dans Uinter-
valle (&, B), correspondant & Uintervalle domné (a, b) de la variable x,
la série primitive (178) est une série uniformément convergenie et Sa somme
est égale a

0)

[+ 0} flz
2

en tout point x de Uintervalle (a, b).

38. Nous avons considéré jusqu’a présent le cas, olt les expressions
asymptotiques des fonctions ¥, (z) se représentent sous la forme (177)
ou (177,).

Il est aisé de comprendre, en se rappelant I’analyse qui nous a con-
duit aux expressions correspondantes pour les polynomes de Hermite, de
Jacobi ete., que ces expressions ne représentent autre chose que la série (18;)
[ou celle de (31)]!), arrétée & second terme.

Elles nous donnent donc les valeurs approchées des fonctions V, ()
[pour les valeurs de % assez grandes] dans la premidre approximation.

Cette premiére approximation est suffisante, comme nous l'avons
déja vu, pour en déduire certaines propriétés de plusieurs développements
des fonctions arbitraires en séries.

Or, parmi les diverses questions de cette espeee se rencontrent telles qui
exigent Pemploi des approximations de I'erdre plus élevé.

Revenant aux notations des articles 2—8, nous pouvons dire que la
valeur approchée de la fonction u, (x), ou, ce qui revient au méme, de
la fonction v, (), correspondant & l'approximation de I'ordre donné g, est
égale a la somme de ¢ premiers termes de la série (18,) [ou celle de (31)].

Quant aux expressions asymptotiques de ¢, (¢) correspondant & 'appro-
gimation de ordre donné, on en déduit de la maniére suivante:

1) Noir nos 7 et 8.
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Soit

.9(9’—1)
(182) @;n(t)=h"[a<5—1u n J

F i lq_[
n

expression asymptotique correspondant a 'approximation de 'ordre (g—1),
2! désignant une certaine fonction de #, 9" une autre fonction de ¢,
satisfaisant & l’inégalité

(183) |98 LT (),

27V (#) étant une fonction positive et continue pour toutes les valeurs
de ¢ de Vintervalle («,, #,), intérieur de intervalle donné («, g).

Pour déduire la formule asymptotique correspondant & l'aproxima-
tion de Pordre ¢, il suffit de substituer (182) dans la formule géncrale (17,)
du n° 3 1), ce qui nous donne, en vertu de (10),

19'(4)
189 o
oit Ton a posé
)

1 Yot . -
aff) — ) tosk ) I—X (&) aff V(&) sin & e — ok

n

E:

4

(185) D — (t)j @ ()9 (©sind, (E—0)dE.

n

-

L

En prenant pour le point de départ la formule asymptotique correspon-
dant & g=1, nous obtiendrons successivement, en répétant le procédé que
nous venons d'indiquer, les formules asymptotiques correspondant aux
approximations de Tordre 2, 3,..., ¢.

Quant & la limite sepérieure de la fonction 19‘53), on trouve, en vertu
de (183) et (185),

[ 9| <2(@ U @190 dti =y,

»'?(#) tant une fonction positive.
Substituant (184) dans le terme général A u, de la série > u
(ou 24, V, conformément aux notations précédentes), on trouve

722 . 2 (9
L _(q) (4) kR
dywy=—c \ pfe, do+——-,
I T ol
k E Tk

a

1) Nous nous bornons, pour plus de simplicité au cas, ou dans la formule (17,)
Al B =)




T
oll, comme au n° 21,
C] 79'(9)\ Ii
) ' k
(185,) 0 = 5@ 5 pf (a;?) - T) dz -+ a? j pf 92 4z 1),
2
a i a

Supposons que le module de

9
T,

k
e

L' k

ne surpasse pas une certaine limite fixe @, ne dépendant pas de %, et
que le nombre g soit choisi de facon que la série

2

converge.
Dans ce cas la série
)
hi: CO;:Z)
LT 1
Ik 2k

converge absolument. :
On en conclut que les conditions de comvergence de la série

Zﬂkuk :Z 4, VY, (z)

sont les mémes que celles de la série approchée

b

0 :
(186) Z%aﬁq)j pfe? da.
k

a

Nous avons ici une analogic compléte avec le cas, étudié plus haut
(nes 21 et 22), ot nous n’avons considéré que lapproximation du pre-
mier ordre.

Quant aux conditions de convergence de la série approchée (186)
correspondant & Uapproxzimation d’ordre g, nOUS remarquerons que dans
beaucoup de cas elles sont les mémes que celles de la série approchée de la
premicre approximation.

L’emploi des séries approchées, correspondant aux approximations de
lordre plus élevé, permet quelquefois de résoudre certaines questions
dont la solution présente quelques difficultés dans la premidre approxi-
mation.

. 1) Voir ’équation (96) du nd 21. On remplace ici f par p, ¢ par f, » par k,
i, par '%)g?), o, par agfn.
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Telle est, par exemple, la démonstration du théoreme (4) dans plu-
sieurs cas particuliers, comme nous le verrons plus loin.

39. Expliquons ces remarques générales par quelques exemples par-
ticuliers.

Considérons les polynomes de Jacobi du n® 15.

Supposons, pour fixer les idées, que » soit pair et que t>—

La formule (75) peut §’écrire

ATl s
v, &) =h, |cos i, t—,‘j +T , L —nta.
Substituant cette expression dans (17,), on trouve

= 2
v, ) =h, [cos Ay (t — g) s cotg £.sin Zn(t - E) S
t

oA 2

“

= 4
ale o o, (2§ —t“i) ¢ (a—l) smz (E—1)9,(8)
By D dé , 2 d§ »
21, v sin” g n g
9
Or, le théoreme de la moyenne donne

t T

i sin 4, g-—t——E) ’sml (t‘—z) sin 2 (t’—t)%
| 1 T Dk S

| 9 sin & & 7 1

el |

e . 7
¢’ désignant un nombre, compris entre - et /.
-

D’autre part, en vertu de (70) (n® 17),

it
“ sin 2 t) &
SmlAs ) @)<

e : dg
= T B S g e e
J sin” § J 8N § J sin” o ng§
2 & 7
1§ ; @ et y étant des nombres positifs.
I On a done
I q
I 23 cost 646 cost coat e Lo g :
;5 K<‘_—‘4—-— ’JF?, < / 5/2: . b
I 5sin™t 5 Vsing  2sin’ bt B
S [ 1y Cela résulte de la formule :
B ¢
i elb 2 eost: B cost
‘ ——— — ————— —— | |/sin@x dx.
i ; : P Bein’ 5]/811115 f‘/
|| :
‘,
i |
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On peut donc écrire

A afa—1) i T ﬁf)
v, (t)=h, |cosi, (t = ) — ———~cotgt.sin4, (t ——4) L ] >

9 92

= n

i3 Q) 2 . . N LI 2 oz
ot la fonction 1‘};) satisfait & 1'inégalité

(187) \795:) = ‘(:, pour g < i 5,

sin

u designant un nombre fixe.

La méme inégalité veste vraie ausst pour les valewrs de t, comprises

o :

enlre 0 e —.
2
Supposons maintenant que s soit impair.
En se rappelant que dans le cas considéré

b v etap &,
-sm i (t & = 5

n

= h:b

et en répétant les raisonnements précédents, on trouve

99

ot m | a(a—1) my o, 1
U';L(t)::hn Slnln t‘“‘g)—r‘TCOtgt.GOSln t——-a— —{——2'—2— . |

n "
2 . - Pl A P .
oll 193;) satisfait, comme précédemment, & linégalité (187).
Substituant ses expressions de v, (£) dans I’équation

v, ()

i
1

T

u, (cost) =

on obtient enfin, pour n pair,

1

| (-4)57%[‘ i amy  a(e—1) an &S)(t)]
(189 == cosl(p—a)t——)—— cotet.sinl(n—t+a)t—— :
) = |eon{(nt @)t ) eotgrsin{(n @) (R

sin ¢

et, pour n impair,

i
it h;[ aty a(a—1) am 19")(35) ]
80 u ()= |tinreli— )~ —cotet.sinl(n + )t ——)+—"—]1,
) () sin”¢ ( ) 2’ 2(n-+a) § (( ) 2) (n+a)

les expressions asymptotiques pour les polynomes de Jacobi correspondant
a Uapproximation du second ordre.

La série approchée (186) correspondant aux formules (189) et (190)
prend la forme suivante

—



=174

1 h,k o ale—1) o
= ZI cos((?k+a)t——)—— cotgt.sin((QkJra‘)t—j) D
2% \ A

(191) sin f 2/ 22k + ) 2
: h‘;'*‘{ (21+1+ )t M) el '((>7+1+ )t m)}B
———C05 v o)f—— | —————cotgt.sin| (24 Ol o ok
sin” ¢ Z o 2 9(7]c—|—1 + ) 2 : 2 .

ol

an) af{o=—-1)

B, S (cosz)sin f{COb(("k—La) e o )cot £ 51n((9k+ct)t-—a~)}dt

8 sl | (=1 |
B :Uj‘f(cost)sm t{cosk(2k+l—l—‘a)t“%t)——gv(gkil_g )cotgtSIH((2A+l+ )t——4)|,it

En se rappelant les recherches du n® 23, on s'assure aisément que
les conditions de convergence de la série (191) sont les mémes que celles
de la série approchée correspondant & Uapproximation du premier ordre.

Ferivons le terme général de la série X A, u, sous la forme suivante

2
b o[ .
A, u, :fa" sin tf(cost) g

koD

2
k

(R

2
Jﬁ
I, (o)
En tenant compte de ce que le rapport

2
]
“x

L

tend vers une limite fixe, lorsque # croit indéfiniment (voir n° 25), on
peut affirmer que la série

(199) 24 7+_f;

converge, pourvu que les fonctions cogc‘

satisfassent a la condition

(193) o < @,
Q) désignant un nombre fixe.
'  L'égalité (185;) montre que cette derniere condition sera remplie,

si les intégrales
>y 31

Spfaf)dx et ff)fﬁgz)dx

Al —1

‘ : restent finies, quel que soit l'indice %.
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11 est évident que la premiére de ces intégrales a toujours un seus
bien déterminé, quelle que soit la fonction f(x) bornée et intégrable dans
Pintervalie (— 1,4+ 1) 1).

Quant & la seconde, elle se représente sous la forme

(194) Isin“tf(cos t) 9;5) dat,

0

d’ott Pon tire, en tenant compte de (187),

’ 5 sin® ¢ f(cost) 9 dt | < w j sin* "7 ¢.f (cos £) dt.
5 {

0

11 s’ensuit que le module de l'intégrale (194) ne surpasse pas une
limite fixe, pourva que

5 3
et St e
2> >2

quelle que soit la fonction f(z), bornée et intésrable dans Pintervalle
(—1,+1).

On en conclut que I’inégalité (193) aura lieu toujours, quelle que
soit la fonetion f(z) bornée et intégrable, au moins si la constante o est

plus grande que ?’z—

P e Ay i )

Done la série (192) converge et la série primitive ZAk u, (x) con-
verge sous les mémes conditions que la sévie (191), quelle que soit la fonc-
tion f(z) bornée et intégrable dans Uintervalle (— 1, 1).

40. Appliquons maintenant le théoréme du n° 32 aux cas considéré,
ce qui est possible, comme je I’ai montré dans mon Mémeoire: ,Sur cer-
taines égalités communes ete®, cité plus haut.

Posons, en général,

2
b,
J—B%:Oﬂ n=0,1,2,..)

w

On peut écrire

Z A u, = Z C, cxf) -= Z a,w, (f),

1y Il est aisé de s’assurer que cette intégrale tend vers zéro, lorsque % tend
vers linfini.




e YT B

ot ’on a posé

2 1 CC(OL ___EU_Z
& == o t{cos((m—l—a)t 2) 2( e )LOt 9. sm((n—i—a)t 2)},

STevs a5y 1) =
“ e w, (2) I

En répétant les raisonnements du n 35, nous obtiendrons I'égalité
suivante

?:1 '3’1
Ssino""l t.f(cost)dt:z GnJ sing. eos((n——oc)t—%% df—
(o2} 25 !
: ?’_1 o1 ;
a{e—1 O : o :
) & )Z A j'cost.sm ((m+a)t——ﬂ) dH—Z%S snn““t.wﬂ(t)dt,
2 04 a 2
oy 0ty
a, et 8, ayant la méme signification qu’au n® 35, ou
£1 1
. 041 . | U (0014
sin"" ¢.f(cost)di= ) P, | sin (TlTa_i_l)t_‘.é“ di—
Q1 %1,

By
5

1
-—2 & § sin((n g l)t—-w dt —I—Za e, (1) dt,
o

Sk a(a - 1)) 550y a(e— 1))

Posant ensuite

O:l:__t()——??’ B]:t0+ﬂs

on obtient, comme au n® 35,

to "

LE e f[cost]dth—ZP cos((n—rct—~1)t——)%lm7
2 ) 2
- fo1-1]
G bln776 an o1
JrZQ Sln((nJ_a—l)t——.‘) = Lo j gin™" £, (0 di-

tp=-1]

Supposons que f(z) soit une fonction & variation bornée entre — 1
et 1.




e

Il est aisé de s’assurer, que dans ce cas
aEstid, 3
le, ] <—, |w,®)|<B,

A et B étant des nombres fixes.
On a done :
f-7)

a
-],]i'f}) Z 2—; jsin“’l tow, (¢)de :Z o, sin®* P ¢ Lw (1).
to—"1

Cette égalité étant établie, on trouve ensuite, en répétant les raison-
nements du n° 35,

= 9
f(xo + 0) —12— f (mo ) :Z Cn a(r:) +Z a‘n W, (t()) ZZ Ak Y (xo) :

En se rappelant que, sous la supposilion faite sur f(x), la série

approchée
Z C o

converge uniformément dans lintervalle (— 1, -+ 1), on obtient le théo-
reme suivant:

La série iy 2
(00— () u, () do

—1

(dn. N e ,

i 1 9
Ja—a 74 ) de
i

uy () ctant les polynomes de Jacobi, correspondant au paramétre & plus
grand que 3/2, converge wniformément dans intervalle (— 1, + 1) et la
somme de cette série est égale @

[z 0)+flz—0)
g

en tout pomt » de Uintervalle considéré, si la fonction (%) est une fone-
tion & variation bornée entre — 1 ef - 1.
La restriction

o
. g

introduite par I’analyse précédente, n’a rien d’essentiel et le théoréme

reste vrai pour toutes les valeurs positives du paramétre ¢.
12
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Laissant de coté les recherches générales sur ce sujet, je me borneral
seulement par la remarque suivante:

Quel que soit le nombre positif &, la série (194;) converge unifor-
mément, pourvu que f(z) satisfasse aux conditions du théoreme tout a
I’heure enoncé, ce qui résulte des recherches du n® 25.

Supposons encore que f(x) reste continue au voisinage d’un point
quelconque z, de Dintervalle (—1, —+1).

Cette condition étant remplie; le théoréme du n® 11 de mon Mé-
moire: ,Sur cerlaines égalités générales ete.“ s'applique & la série (194;)
et conduit au théoréme suivant:

La série (194y), w, () étant les polynomes de Jacobi (n® 15), a f(z)
pour somme en tout point x de lintervalle (—1, —+1) aux environs duquel

by

la fonction & wariation bornée [ (x) reste continue.

41. Envisageons maintenant les polynomes de Hermite et ceux
du n° 18.

11 suffit de considérer l'un de ces cas, car Dlanalyse s'étend sans
aucune difticulté & Dautre.

Etudions, pour fixer les idées, les polynomes du n° 18.

Reprenons I'expression asymptotique, établie plus haut et correspon-
dant & D'approximation du premier ordre.

On peut écrire (la formule (88) du n° 18)

i =7 . .
v, —h, |costVu-t+-=), h,=(—1"1.8.5... (2n—1),
n V% n

oll, comme nous ’avons démontré,

11

18| <ot +apf + ot ta g

«; étant des constantes positives.
Appliquant au cas considéré la méthode, indiquée au n® 38, on

obtient cette expression asymptotique, correspondant & I'approximation du
second ordre, de la fonction w,:

b it
(195) u, (*) 0 Lx(g) Do ] es,

2 el "W -
ol
(196) —costl/n+ & mlg)SI tVu,

96 V'n

9 : e 5 L
92 est une fonetion satisfaisant & la condition




Y

b T G

17 13
(A9T) |9, < 88" +-8,° 18,8 +-8,84-8,84-8,84-8,81- 6.t
B; étant des nombres positifs,
Substituant (195) dans la série ZAkuk (x), on trouve

e
(198) ZA U ()—e Zwaz)
;; A
g

cok étant une fonctlon définie par la formule générale (185,), on il
faut poser

8

g=2, lszﬁ, a=0, b=+ oo, p-——e—j, z=—,

z 3

=
o

et remplacer a par son expression (196).
En se rappelant que, pour les valeurs de % assez grandes (voir n0 23),

2
., &
=< —,
b “VE
on s’assure, que la série
o i
by, @ K
Lk
converge absolument, pourvu que
(2)
lo," | < Q,

@ désignant un nombre fixe.
Cette condition sera remplie [voir la formule (185,)], si les intégrales

T Bf( )oc(’)dt et Ofe Sf( )ﬂ(z)dt

restent finies, ce qui aura lieu, en particulier, si lu fonction f(x) est une
fonction bornée pour toutes les valewrs positives de la variable z.
Pour s’en assurer, il suffit de rappeler les formules (196) et (197).
Done les conditions de convergence de la série (198) sont les mémes
que celles de la série approchée

o g

Exih ol £y
(199) 6821 <2)j sf( )agj)dt,
k
0

quelle que soit la fonction f(x), bornée dans Uintervalle (0, —-oo).
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: 42, Supposons maintenant que la série (198) converge au voisinage
d’un point queleconque ¢, de lintervalle (0, -~o0). Il en sera de meme
de la série approchée (199) qui peut se représenter sous la forme

tVh stVL tVE
(200) S=¢ {ZB costh—}-qp(t)Lme_ BkJFZCOW e ()ZS‘“ _C’l
olt
i i 3 ok o 0 s
(200,) B, _T e Sf( )costl/kdt, Ck————'g ( ) (t)smtl/lc.dt,
(201) st =12

Posant

2 2 n 1)

1 t o Zki ;4“
valle) =8+ 275 +A

et en tenant compte de ce que le théoreme du n® 39 Sapplique & tous
les polynomes de Tchébicheff, auxquels appartiennent les polynomes con-
sidérés, on trouve, en répétant les raisonnements du n® 35,

1] 5 to -1 ot
L ﬁf(t)dt Z(B" j stV dt -+ 5 HsintVk. dt)
e —ldt= 2 |— }|ecos = sin
ZVM] 2 29] = 7]V i

lo—"

to+1] to11

: 5 Lot
e j c, S o In® o,

<L costVE.dt-——- tsintl/k.dt) 5 iSm(ﬁ)dt.
2(2771/15 ' J]kt _f() +2nzlhkt_n'"

De cette égalité nous tirerons, en intégrant encore s—1 fois par
rapport A ¢, I’égalité de la forme (164,).
En remarquant que dans le cas considéré

2t

B=Vi=1, f—c,

on s’assure qu’on peut prendre pour s le nombre 3, car cette supposition
satisfait & la condition (176).

1) 8, désigne la somme de n premiers termes de la série S.
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= 18—

On obtient ainsi

i L0 R 7 t2
202 =i e ¥ ( )
oo (27])31/2 5 j j f ¢
=1 =N 41
LN 1 H49 fﬁﬁ =1 ﬂﬁﬂ
N_Z(() I f jcostl/iu dzf+ SV_j ( Jcp(t)sintl/ls_.dt)+
(77) fo -7 =1 =1 77) t—1) 5 =S k=]
RN B lob1 t4N 44
Ck 7. | 0/5 - o |
T\ w4t \db \eostVE.at-+—5 \at \dt, \g(@singVE. de) -
(277) ka et 2n)°k et ;
o= N i) =" =71 H—%

e

vkl
+(27])32m i dt dtl COL_ dt.

b= £-1 47

Supposons, pour plus de simplicits, que f(xz) soit une fonction & va-
riation bornée.

Considérons d’abord la série

R TR

(7
(203) Z@) thj Jm(t)smtVﬁ dt.

o e

En se rappelant que pour les valeurs de % assez grandes

hk y
V“‘ ?

on trouve, eu égard a l’expression (200,) de C,

£ étant un nombre fixe.
Cherchons la limite, vers laquelle tend la série

o 4+
k < e
S, ~Z 27]70; j(p (#)sint VE.dt :
1
lorsque # tend vers zéro.
On &, pour toutes les valeurs de ¢, comprises entre {,— et L7

@ (@)sintVi=¢g (t)sint, Vk+9VEko,




il

ot @ est une fonction, dont le module ne surpasse pas une certaine limite
fixe 4.

I1 s’ensuit que
4+

c e e
SIIZ‘f @(tl)smtll/k—{—ZVEn—Q—ﬁj@dt.
1~

Or, en vertu de (204),

et que

Par conséquent,
i bRl h
: Ce s e Gy T
(205) lim 2 dt | dt, go(t)smtl/k.dt-:Z-—go(to)smtol/k.
s G S b
= S IS

Cette égalité étant établie on s’assure sans peine que

tot1 e By

1 ; b
(206) lim —— f dtfdt, f o dt=2im,§‘)(to).
e

=0 @) S

En effet, il est aisé de comprendre que le terme général

2
h, @

Vmwk
- se représente sous la forme
costVi’?+E o sint Vi - hi @ Y
¢l o
{ Ve  LkVE *

D, w(t)

(7

oit @ est une fonction satisfaisant & la condition
3 3 7

|0 () — o (t) | < 49 VE,

A désignant un nombre fixe.

1) D, et E, sont des constantes.
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Ces remarques suffisent pour faire comprendre 1’exactitude de
| ’égalité (206).
43. Considérons la série

(¢)sin¢ VE. di,

- T
I
g
|
|
5
e Pecce }

olt B, sont des constantes satisfaisant a la condition [voir I'équation (200,)]

8
(207) | Bl <7,
pour les valeurs de » assez grandes.
On trouve, en effectuant I'intégration,
41

Q%JI@ (t)sint VEdé = ¢ sin tVE&”Vk -+
i1

2 Vi
J—ﬁéﬁ(h——(p)(cosvl/k_wmi;;zh)—,—qmtl/k - (cosv]/k 1n771/k)+

| Vi k Ui 771/_
77Vk 7 sm?yl/h cosvﬂ/ﬁ costVEk
+ go "sing Vi S + = q)’”( -,
7 Vk 2 7;1/]6 3 Vi
En remarquant que
s1n77Vk

6 étant un nombre fixe, on en conclut, en tenant compte de (207) et (201), que

B, (go” ) ( =~ siny Vg) o
_ — — ' || eos 71V ——="|cost VE
}Z E\Ek ”/ nVE

Done la série entre les crochéttes tend vers zéro pour #=20.

On démontrera de la méme maniére que

lunZ V_ (cosvfl/k——%l/_ sint V=0,

et, a fortiori,

s & Z { i m?]V].ﬂ, Qg cost)/ T (Simﬂ/ﬁ_cosql/]_.;)}__o
1=0 2 &V 7]1/k [ VE nVk 3 :




On trouve done

t41

B, J’ = -~
lim Y —— | @@ sinéVkdt= lim )cp(t)ﬂntl/
ZQndt__q( v = Z 7k

sin 7 1/15

N=0

Cette 6galité étant établie, on en tire ensuite

b A0 L

iEs
(208) hmZ . Vls fdt f J (£) sintg VE.dt =
(27)

= e 1/#

sing VE\?

——11 2 g ———— @ (t,) sint, Vic( _)
(27) 1/ nVk

et, enfin, en se rappelant les raisonnements du u® 36,

siny ]/l») 4 B,
0V @'V

Les égalités (200), (202), (205), (206), (208) et (208,) conduisent
a la suivante

fto—+ 0] ‘;— Foo— = 1/— +Z :2 A w ()

(208,) lunE (p(t )sint, ]/L( ——=o(f,)sint, V.

x, désignant la valeur de z correspondant & ¢=¢;.
On obtient ainsi le théoreéme suivant:
La somme de la série

(209) Y dyu(e), A="—c ,

w, (z) désignant les polynomes du n° 18, f(xz) une fonction & variation
bornée entre 0 et oo, est égale &

f (@, 0) =4 f (2, —0)
2

(210)

en tout poini de Dintervalle (0, o), on cette série converge ).

1) Nous avons supposé, pour simplifier les raisonnements, que f(x) soit une fone-
tion & variation bornée, mais on pourra déduire les équations (205), (206) et (208) sous




e

Or, on sait que la série (209) converge uniformément pour les va-
leurs positives de z, si f(x) est une fonction & variation bornée.

On peut donc énoncer la proposition suivante:

La série (209) converge uniformément dams Uintervalle (0, —-co),
st f(w) est une fonction & variation bormée, et la somme de cette série est
tgale @ Uexpression (210) en tout point Z, de cet intervalle.

Si la fonction f(x) reste continue et satisfait auz conditions du n® 27,
la série (209) converge mon seulement uniformément, mais encore absolu-
ment, et sa somme est égale a f(x).

44. La méme analyse s’applique, avec des modifications légdres, & la série

+;Oj a2
Ve T F@) uy (2) du
(211) ZAku,‘, 4, === = !

Ly
e 2 dy
]
— 0

u, désignant les polynomes de Hermite.

En répétant les raisonnements de n°s 41—44, on obtient le théoréme
suivant que j’énoncerai sans démonstration:

La série (211), w,(z) étant les polynomes de Hermite, converge uni-
formément, powrvu que f(x) soit une fonction & variation bornée, et la
somme de cette série est égale @

fle+ 0 +7(z—0)

2

en tout point de Uintervalle (— oo, - o0).

45. Considérons maintenant la série de Dini (142) [n® 31].

Supposons que la fonction f(x) satisfasse aux conditions du théoreme,
énoncé a la fin du n° 31.

Les fonctions o, (§,¢) de Bessel satisfont & 1'hypothése 1) du n® 34,
comme je l'al montré autrefois dans mon Mémoire: ,Sur certaines éga-
lités générales etc*, cité plus haut.

D’autre part, 'égalité (133) du n° 30 montre que expression asympto-
tique des fonctions de Bessel a précisément la forme (177,), ot il faut poser

=
Ve

e, =d,(§)c0s§,, B,=J, (&) sing,.

9 (t) = =3¢

e

la seule supposition que la série approchée converge et la fonction () soit bornée et
intégrable dans Pintervalle (0, o).

On en pourra déduire une propriété de la série (209), analogue i celle des séries
trigonométriques, établie par Riemann, mais nous n’insistons pas sur ce point.
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Le terme général A, V,(z) de la série

ZAk ¥ ta),

V, @) =d, (51,

se représente, en vertu de (142) et (143) [n® 81], sous la forme

E,
[akco:agk(t 1)+ﬂksin§k(t——1)+§—;],
k

oll

A,V (z)= V_

olt I'on a posé

flx)
_l_  —
§k+h(k+20t) ijf(x)cosgk(x 1)da—+ Sme(m)smgk(x 1dx— §;;SV_SI ng,(z—1)dz
-
i m(ﬂ+ fl/fvf(r)cosg, r—1)dz,

K, désignant une fonction définie par I'équation (144).
Il importe de remarquer que K, satisfait non seulement a I'inéga-
lité (148) (n® 31), mais encore aux suivantes

A '
|K15|<—§—k5 |'K75|<B’

A et B étant des nombres fixes.
Il est aisé de voir, en effet, que &, (x) [voir 'équation (140) du n° 80]
a la forme suivante

9, (1) = 0, cos§ (@— 1)+ 6 BRI},

0, et 0, désignant des fonctions continues de 7.

En se rappelant ensuite que, d’aprés la supposition faite, flx) et ];(/w_
z

sont les fonctions & variation bornée, on en tire, en temant compte de
Yexpression (144) de K, , les inégalités précédentes.
Quant aux nombres §, = 4, ils se représentent comme il suit

x B
= —hn o e, [sne|<T

Toutes les conditions du théoreme (B) du n® 37 sont satisfaites.
Nous avons supposé au n® 35 que
Ay == ak.
Or, il est évident que les vaisonnements de ce n® s'appliquent aussi
bien an cas considéré, ot 4, est égal & kw—d +&.

|
g
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On obtient donc immédiatement, en se rappelant les recherches du
n® 31 et employant les raisonnements, analogues & ceux de ne 42 et 43,
le théoreme suivant:

Soit {(xz) une fonction donnée jouissant les propriétés swivantes:

D I1 existe un nombre positif &, assez petit, mais fize, tel que Uon ait

()| < 42,

A et u <1 etant des nombres fixes, pour toutes les valeurs positives de x,
plus petites que &,. ;
2) La fonction f(x) est une fonction @ variation bornée entre O et 1.
Ces conditions étant remplies, la série de Dini

g T, (5.0

= (& B (b 20)] J2 (€,)

1
f.oc fle) J {5, »)dr

¢

converge uniformément dans 'intervalle (0, 1) et sa somme est égale @

fle+0)+f(z—0)
2

en fout point x, wmitériewr a Uinfervalle (0, 1).
46. Considérons enfin une classe trés étendue de fonctions

V. iz, f—0i0 25

définies par I’équation (compar. n® 1)
212 . (de”) (o V., =0
(212) —(r2) + @i —D v, =

jointe aux conditions aux limites

V; (a) = hV {(a)=0,

(213) ;
Vn(b)_l—HV;,,(b):O:

L, g et 1 étant des fonctions positives de z, h et H deux constantes

positives.
L’existence des nombres positifs 2, (n=0, 1, 2, .. .) et des fone-
tions correspondantes ¥V, (z) (n=20, 1, 2,...) & 6té établie, pour la

premidre fois, par Sturm-Liouville en 1836 (Journal de Liouville, T. I).

Ils ont essayé aussi de résoudre le probléme du développement d’une
fonction arbitraire en séries des fonctions V, (x) que nous appellerons dés
a présent ,fonctions de Sturm-Liouville®.

SRR S
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Liouville a consacré & ce sujet trois Mémoires qui méritent une
attention particuliére.

Quoiqu’il n’ait pas réussi & résoudre le probléme en toute rigueur,
‘néanmoins il a imaginé une méthode remarquable, susceptible d'une géuné-
ralisation essentielle, eomme nous 'avons déjd remarqué au commencement
de ce Mémoire (n° 1).

Les recherches de Liouville ont été développées ensuite par M. A.
Kneser '), qui a résolu le probleme, dont il s’agit, moyennant la méthode
de Du-Bois-Raymond et Dini dont nous avons exposé les principes au n° 19.

Remarquons, en profitant de 1’occasion, que la méthode de M. Kneser,
fondée en partie sur les recherches de Licuville, impose certaines restric-
tions sur les fonctions %k, g et I, & savoir: elle exige que ces fonctions
soient continues avec ses dérivées de quatre premiers ordres, mais, pour-
tant, elle résout le probleme sous la gseule supposition générale que la
fonction développable f(z) soit une fonction & variation bornée.

de me suis occupé moi-méme & ce probleme et j’ai proposé, en
1896—97 %), une méthode tout a fait différente qui permet de résoudre
le probleme sous les suppositions moins générales par rapport & la fone-
tion f(x).

J’ai repris, 'année courante 3), ce probleme et j’ai montré que ma
méthode s’applique toutes les fois que f(z) sera une fonction continue
admettant la dérivée du premier ordre qui n’est que bornée et intégrable.

Or, ma méthode conduit, d'un autre cdté, au résultat plus général
que celle de M. Kneser, car elle n’exige pas l'existence des dérivées de
quatre premiers ordres des fonctions %, g et [ et résout le probleme sous
la seule supposition que ces fonctions restent continues dans un certain
intervalle.

Outre les recherches déja méntionnées, je rappellerai encore les
derniers travaux de M Kneser et Schmidt *), ou ils considérent le pro-
bleme & un nouveau point de vue en y appliquant la théorie des équations
intégrales (Integralgleichungen) de Mr= S, Freedholm et D. Hilbert.

1) A. Kneser: ,Untersuchung tiber die Darstellung willkiirlicher Functionen in
der mathematischen Physik*. Mathemat. Annalen, Bd. 58.

Idem: ,Beitrige zur Theorie der Sturm-Liouvilleschen Darstellung willkarlicher
Functionen®. Ibid. Bd. 60.

2) W. Stekloff: ,Probléeme de refroidissement d’une barre hétérogene®“. Annales
de la Faculté des Sciences de Toulouse, T. III, série 2.

3) Idem: ,Sur un probléme d’Analyse intimement lié avec le probléme de refroi-
dissement d’une barre hétérogéne“. Comptes Rendus, 8 avr., 1907.

4) A. Kneser: ,Die Theorie der Integralgleichnungen und die Darstellung will-
kiirlicher Functionen in der mathematischen Physik“. Mathemat. Annalen, Bd. 63.

Schmidt: ,Entwicklung willkirlicher Functionen nach Systemen vorgeschribener.
Gottingen, 1905, et Mathemat. Annalen, Bd. 63.-
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Bien quon puisse maintenant considérer le probleme en question
comme résolu par diverses méthodes différentes, néanmoins je me permets
de le traiter encore une fois comme 1’un des exemples les plus importants
de P'application de la méthode dont nous avons exposé les principes aux
0 32—39.

47, Formons tout d’abord I’expression asymptotique de la fonction
V. () moyennant la transformation du n® 2, qui ne présente qu'une gé-
néralisation de celle de Liouville, appliquée par cet illustre géomeétre en
1837 A I’équation (212).

Nous pouvons donc empruuter les résultats déja obtenus par Liou-
ville dans son Mémoire: ,Sur le développement des fonctions en séries
dont divers termes sont assujettis & satisfaire & une méme €équation
différentielle du second ordre contenant un parametre variable® (Journal
de Liouville, T. II, p. 16 etc.), sans répéter le calcul.

Supposant que k£, g et [ admettent les dérivées de deux premiers

ordres, posons i
t :Jl/% dz ,

v, (2) =2(t).u,(s),

oll
1
P,
]/g].c
L’équation (212) devient
(214) w, + 1w, =,
oll = S
1 E dVekds dz
z]/gk ! g at de dt
Les conditions (213) prendront la forme
du,, - .
—hu, =0 pour t= 0
(215) Al
du

n

g7 +Hu,=0 peur t =T,

7, et H étant des constantes différentes de h et H, {=0 et = 7 étant
les valeurs de la variable ¢ correspondant & z=a et z=10.
L’équation (214) a précisément la forme de celle de (13) du n° 2.
Supposant que

ce qui est toujours possible, on tire de (17,), moyennant la premicre des
équations (215),
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(216) wu, = cos 2”7,‘4—;—&81'[11%15——71—]# (§) u, (§)sin 2 (§ —¢)d§,
n nU

oll nous avons écrit, pour simplifier écriture, % au lieu de 7.
C’est la formule déduite par Liouville dans son Mémoire, ¢ité plus haut.
Quant aux nombres 4, , caractéristiques pour les fonctions ¥, ils
sont des racines positives d’une équation transcendente et se représentent

sous la forme
nx

e 2 B,
( ) "n_—z;—‘—?’

B, étant des constantes dont le module reste toujours inférieur & un
nombre fixe B.

La formule (216) montre que le module "de u, N€ surpasse pas une
certaine limite fixe A4 (comp. no 5).

Soit f(z) une fonction arbitraire.

Posons, avec Liouville (voir aussi A. Kneser, Mathem. Ann. Bd. 58,

Sod) e
@ () = f () Vghk.
7, (@) gf (0) ¥, () du
(218) Z 2 o ZAM o

La série

Sg Vj (éc) dz
devient -
-
ot @@
(219) <

o= T
Vat Sui (&) ds
0

Les fonctions w, (¢) satisfont aux counditions
o
fu,, E)u,Eds=0, sinzm,
0

c'est & dire elles forment un systéme orthogonal.
Remarquons enfin que la constante, définie par l'intégrale
T

J@ti (8)ds,

0

peut se représenter sous la forme
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2z
2 o ‘T | Kn
(220) () ds =5+,
0 "

ou K, sont des constantes dont le module ne surpasse pas un nombre
fize K.

Tous les résultats, que nous venons @’indiquer sans démonstration,
le lecteur trouvera dans les Mémoires de Liouville, mentionnés plus haut
(Voir aussi A. Kneser, Mathem. Annalen, Bd. 58).

48. Ecrivons 'équation (216) sous la forme

9, ()
2‘ 3

"

(221) u, =Ccos 2t

ol1, évidemment,

4 désignant un nombre fixe.
Substituant cette expression dans (216) on obtient

w(t)sind, ¢ 97 ()

299 Boe=g0sd gl —,

ol 'on a posé

: ¢
; .
ﬂf) e ?ﬂf‘u (§)sin 2, (26 —¢t) A& —-fy (§)sind, (§— 89 (§ds,
0 0

t
(223) w(t)=h+§f.u (©)ds.
0

Supposons que k, I et g ainsi que ses dérivées de deux premiers
ordres soient les fonctions & variation bornée ewtre 0 ¢t T.
Ces conditions étant remplies, on trouve

(224) 187 @ < @,
@ étant un nombre fixe.

Il est évident ensuite que ﬁf) () admet la dérivée du premier ordre
qui satisfait & la condition
(225) [®)®) | <1,Q,
@, désignant un nombre fixe.

La formule (221) représente ’expression asymptotique de w, corres-
pondant & Papproximation du premier ordre, celle de (222)—I’expression

asymptotique correspondant & I’approximation du second ordre.
49. Posons maintenant, comme au n® 35,

f@=) 4,7, +E,,
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d’oli, en vertu de (218) et (219),

@(t)zz 01’ —I—Rn]‘yg—k.
* (@
0

J'ai démontré dans mon Mémoire: ,Sur certaines égalités générales,
communes etc® que le théoréme du n° 32 s'applique aux fonctions fonda-

mentales V, (z)(n=0, 1, 2,...).

On a done, pour les valeurs de n assez grandes,

b

SgRi dr <&,

a

& étant un nombre positif donné & l'avance.

Cette inégalité étant établie, on trouve, comme au n° 33,

(226)

f-I = to=1 -7
1 An

T dt S@(t)dft:

(27) W 2 0

2
@), ) 2
ol I'on a posé maintenant

50. Cela posé, substituons (221) dans la série

(227) 2 A 2l

o oo

Le terme général A w, (x) prendra, en vertu de (220), la forme

&

/i
o
A, u, (z)= (cos 2 bk T“) jqﬁ (€ (cos Le /—”) d§._:.ir__
n' e \ - B

Supposons que f(x) et, par suite, ¢ (t) soit une fonction & variation

bornée entre 0 et T.
Cette condition étant remplie, on trouve

7

2 a
Anun(x):—j;coslntjw(g)coslﬂédé+Z—:,

0
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@, ctant une fonction de ¢ dont le module ne surpasse pas une certaine -
limite fixe 1).

On en conclut que la série ( 227) converge sous les mémes condi-
tions que la série approchée
>

e8]
2 . 5
?Zcoslntfgo(é‘)coslnéfds.
0- «

(]

Or, cette série, en vertu de (217), converge en méme temps que la
série trigonométrique

o 1

g nw T 5,

?Zcos?tj go(g)cos%gd‘s,
0

qui converge uniformément, pourvu que @ (§) soit une fonetion A varia-
tion bornée. ;
Done la série (227) ot, par suite, la série (218) converge toutes les
fois que la fonction f(z) sera une fonction & variation bornée entre a et b.
C’est un théoreme, analogue & celui de M. Kneser, établi dans son
Mémoire, cité plus haut (Mathem. Annal. Bd. 60).

1. T ne nous reste qu'a déterminer la somme de la série (227).

L’équation
7
: #,(8) 1
4,=)9() coslng-}__i_ dgﬁ
: 9 e 2.
montre que
e )

pour les valewrs de m, plus grandes qu’un entier fixe ».

Substituant maintenant dans la série (227) au lieu de ,, SON expres-
sion asymptotique (222), on trouve

Aﬂ g An @),
ZAnuﬂ=2AnCOSlnt+ZT¢(75)31“’1”75“‘275'9” (@)

Il est évident que chacune de deux dernidres séries du second membre
de cette égalité converge absolument, car, en vertu de (224) et (228),

1) Voir A. Kneser, Mathemat. Annalen, Bd. 58, p. 125.
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=dod

= (t)sin 2, ¢ <AQ
=1 s 4, Ty
ln Z'n

n

4, AQ
T&f)(t)' = 5
lﬂ’b
@ désignant un nombre fixe.
Considérons la différence

g+

#2 e j&“" (t)dt— . ﬂ(”(t)

'"' fp—1

En remarquant que
9D (@) — 9% (1) = (¢ — t) [ (¢ - 68)]'
on trouﬁre, eu égard a (225),
(2) 14y (2) 14
|97 @) — 9, (5} | < 274, @

pour toutes les valeurs de ¢, comprises entre {,—27 et e
On a donc, en tenant compte de (228),

DI< 40 Y 5

Il s’ensuit que

lim D=0,
=0
car la série
s
%
converge.
On voit donc que
. to+1 4
= =
lim Z e S 9% (1) di =Z = alng
et N A

- On en conelut ensuite que

7l ]|
(229) lim Z
n—-0

S 92 (1) dth—ﬂ‘Q’ ().
532. Supposons méxintenant que les fonctions k, 1 et g admettent les
dérivées de trois premiers ordres, continues dans Vintervalle (@, b).
La fonetion w (f) admettra les dérivées de deux premiers ordres,
continues entre 0 et 7' [voir ’égalité (223)].

e
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L’intégration par parties donne

to4-1] Lot-"] o+
1 j Déind. fli— 1 5 w(t)cosd ¢
oY () sin —2—27 w'cos A tdt— FETTE
tg— to -1 to—"
On peut donc écrire
5 to+f) : fo4-1)
(230) Z) ;L Sw(t)smﬁ. tdt—z j’gp eos A, tdt—
1w & £1—1]
to+1
> e tJ
— ) cos
29 A = ® :
n tu__q
Considérons la différence
4 to+1
D1==Z;A jz/; cos 4, tdtﬁz ,,z/)(tu)cos) ty-
Ui
" fo—1

[égalité

weosd t—u' (4)cosd ¢, = (t— t)(%(w’coslnt)
: t=t40t,

montre que, pour toutes les valeurs de ¢, comprises entre £,—» et ¢,-+-7,
|w' cosd, t—o' (¢)cosd t,| < i K,

K désignant un nombre fixe.
Il s’ensuit que

|D1\<‘27]AKZTIZ,

c’est & dire
(3T} hmz

93. Cherchons la limite, vers laquelle tend la somme

o™
Jw cos 4, t(Zz‘—Z S g/) At ye0s i 1.

Rfo—1

to+1

A
S w(fieosd 4,
22 i \

7] n Atu ok fi

lorsque % tend vers zéro.
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Il est aisé de s’assurer que

fo-+1
1
e e T 7'”1440 (¢,) cos, t,.cos 4 7+
: to—=" _ "
4 " o ’
o 71]: (%l) (t,~F @) cos &, (¢, ~+n) — ' (t,— 6,9) cos A, (£, — ,7)) :

O et O, désignant deux constantes positives, p]us petites que l'uniteé.

On a, en tenant compte de (228) et de I’hypothese, faite sur g,

|8 = l Z w”&t +6n)cos2, (£, )-—w”(to—@1?7)008'%(%“’7))l =

1
L
d’ott I'on conclut que

. lime S =10
- (252) LR

Formons la différence

s 4
% :Z s w' (t,)cosd,t,.cos2 7 —Z - w (t,)cos ¢,

En remarquant que

| |
ll——cos 211771 = l QSina—ﬁ;- <27

on obtient I'inégalité suivante

i 1
|D2¢<77A1w(t0)l232—,

c’est & dire
. 'An ' 2 An I
(233) }]1:113 Z?y) (¢)cos 2, t,.cos 2 7 :Z? W' (L) eos A t,.
On a done, en vertu de (232) et (233),

to+1

j . Z A > nlu?]

wit)cosa, ¢ : n—-——nlg(l) .—zp(to)sm ty— T
ot

lim
=10

A
. Z?zp (¢,) cos 2 ¢,




=107 —

et, puis, en vertu de (230) et (231),

tu+"1
sin 4

i Z 4, 2 ZA 5 L
qi% 97]2” w(t)bm it — hm  (t,) sin t—f—?/.

n

o—"

Cette égalité étant établie, on $assure ensuite que -

tot 147
; 4., : : A sin 2 7\
I 2 L Y i) sin 4, tdi=1lim Z — @(f)sind ¢ ( — | .
N=0 (‘)77) ), : T N=0 ’ “ A

to— ==

54. Cette égalité et celle de (229), combinées avee I'égalité évidente

to+7 Z !l
A qml 7]
hmZ dt | cosZ tdtf = lim A4, e082 ¢, ;
(Y J =0 1 7
t—1] f— 1
conduisent au résultat suivant
o Lt 7 ].
: sin 2 7
'limz . S(th Al —= llm S‘A cos A, ¢ ( 5 /) i
i e Vi
(234) ey "
sin A w1
—{—hmv—w(t)sml T ( E )—FE“&P)(L‘)

Il est aisé de voir, en se rappelant I’expression (217) de 2., que
la méthode du n® 36 s’applique au cas considéré.
On a done

smln 7\?
hm 4, co82 ¢ ZA €osi t,,

=

Z - Slnluﬁ ZA o
hm I S (t)sind ¢ W o w(t)sind ¢,

car chacune des séries de secondes membres de ces égalités converge,

pourva que @ (#) soit une fonction & variation bornée, ce que nous avons
supposé.

Ces égalités et celles de (234) et (226) conduisent & la suivante

b+ t*l;"]
S S tJ (B dt—=

1
lim -

w(to+0)+q>(t0—0):ZAu“

no(h]toqtrz' -




ou, ce qui revient au méme,

b
f(onro)—H(xO—o)_i 2 )_Sfi(x) V, (z) dz
9 = n \70 b
. Sng(x)dx

Cette ézalité a lieu pour tout point z,, intérieur & l'intervalle (a, b).
Le théoréme suivant est done démontré:
Soit V,(z) (n=0, 1, 2,...) une suite de fonctions de Sturm-
Liouville, définies par les équations
d{ dy,
d_:i( dx
V.(@)—hV,(@)=0, V,B)-+HV,0)=0,

)+(gzi—0 V,=0, a<&<hb

on i, g et 1 sont des fonctions positives, dont les deux premiéres ne s’annu-
lent pas dans Vintervalle (a, b), continues et & variation bornée admettant
les dérivées de trois premiers ordres jouissant les mémes propriétés, h et H
sont des constantes positives, 4, (n= 0, 1, 2,...) désignent les constantes
positives, caractévistiques pour les fonctions V, (z) (n=20, 1, 2,...).

La série
b
= (g7, @
V,(x)
- (9@ 7 @ as

&

converge uniformément dans Uintervalle (a, b) et la somme de cette série
est égale a

i 01+ flg =0)
2

en tout point x de Uintervalle considéré.

59. Je terminerai mes recherches par les remarques suivantes:

La méthode indiquée plus haut s’applique bien & plusieurs autres
suites de fonctions qui peuvent servir de développement & une fonction
arbitraire; signalons, pour exemple, les fonctions de Lamé, le cas général
des polynomes de Jacobi satisfaisant & 1'équation

(285) (1 —xg)@d%[al-—ﬂ] e +p)alu,~Fun—1+e,~+8)u,=0,

¢, et B, étant des constantes positives et, enfin, les polynomes de Tchébi-

scheff, définis par I'équation

(236) w2, (e — Ba)u, + nu, =0.




e

C’est seulement pour simplifier le caclul que nous nous sommes
bornés aux cas particuliers en supposant que

(237) a1=,6‘1=a—}—%
dans le premier et
(288) B==

dans le second cas.

Or, il n'est pas difficile de comprendre que les raisounements précé-
dents, convenablement généralisés, peuvent &tre étendus aussi -aux cas
générals, ot « et @ ont des valeurs positives quelconques.

Les théoremes de n° 40 et 43, établis dans les suppositions par-
ticulieres (237) et (238), s’appliquent bien au cas général des polynomes u,,,
définis par les équations (235) et (236).

Remarquons enfin qu’on peut considérer tous les résultats, obtenus
dans ce Mémoire comme des exemples nouveaux de l'application du théo-
réme général, énoncé au n® 32 et démontré en 1904 dans mon Mémoire:
,our certaines égalités générales, communes aux plusieurs suites de fone-
tions souvent employées dans I’Analyse®.

On voit, de ce qui précede, que ce théoreme permet de résoudre
plusieurs problemes sur le développement des fonctions arbitraives en séries
avec le méme degré de généralité que dans le cas classique des séries
trigonométriques.
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Reémarque complémentaire au Mémoire: ,Sur les
expressions asymptotiques de certaines fonctions,
definies par les équations différentielles etc.;

par M. W. Stekloff.

Dans mon Mémoire: ,Sur les expressions asymptotiques de certaines
fonctions etc.®, inséré aux n* 3, 4 et 5 (T. X) de ces ,Communications,
s'est glissée une inadvertance que je vais corriger dans cette Note.

Si 'on veut maintenir le mot ,uniformément* dans l'énoncé des
théorémes de n°s

. { 20 (p. 37), 25 et 26 (p. 47), 32 (p. 59), 37 (p. 73), 40 (p. 81),
(<) 43 etidt (p 80) A5 (p. 91) el b5 (p. 102}

il faut imposer cette condition restrictive sur les fonctions arbitraires
@ (x) et f(z) qui y figurent:
En tout point # de lintervalle correspondant de la variable réelle »

les expressions ‘
fle+N) et fx—h), : (1)

h désignant une quantité positive, tendent uniformément vers les limites

bien déterminées
f(z-1-0) et fz—0),

¢'est a dire, le nombre positif ¢ (ne dépendant pas de x) étant donné a
l'avance, on peut toujours frouver un auire nombre positif d (aussi indé-
pendant de z) tel qu'on ait

Fle+h)—flw+0)] <e,
fa—h) = F@—0)| <s

quelle que soit la valeur de z, prise dans lintervalle considéré.

Cette condition est nécessaire pour l'uniformité de convergence de
diverses séries qui se rencontrent dans les théortmes (A4).

D’autre part, il est évident que les raisonnements du Mémoire en
question ne dépendent nullement de la supposition, que je viens d’'énoncer,
et restent toujours vrais, pourvu que les expressions (1) tendent, quoique
non uniformément, vers des limites déterminées.

Pour obtenir les résultats correspondant & ce cas général, il suflit
seulement de supprimer, dans Iénoncé des théoremes (A4), le mot: ,uni-
formément“ qui n'est glissé d’ailleurs que par une inadvertance.

pour 7z =d,

|




0 npeoGpasopanii YJAbTPAAJMENTAIECKAXD HATErPal0BD
mepBare kaaeea (OPMEL

Cy+2D e "Ax-B B
VR(y) % R(x)

0. Mopayxan-BontoBcroOTO.

§ 1. Barava 00s YMHOZEHIW DITUNTHIECEUXD UHTErPAIOBS COCTOMTD

BB pa%mcmaﬂm YCJIOBIH IPpA KOTOPHIXs BO3MOMKHO YILOBJIETBOPHUTH yp&BHt‘.HHO

e Es e —_‘E_ 1
SVW) 2 \VERw o

rrb /\ 3ajlaHHOE [I0CTOAHHOE UHCIO, LR(x) moavHOMB 4-7 CTENeHu, aire-
Opaudeckoil (yHELied y oTh x M BB TOMB cayuabh, rorza yeaomis 3tu yro-
BJACIBODEHH, BB onperbieniu HTod (YHELIH ¥.

Haspipaaz ypasuemie (1) BB IPeLNOJCHmEHIN, ITO Y axrebpaudeckas
QVHEIIA OTB Z, NpuseleHiems, a ypaBHeHie, cpasyouiee y ¢b noOCHa-
HOGKOH, MBL MOEEMH (GOPMYIUPOBATEH DTV 3ajady CIBAYOIUMD 00pa3oMb:
Hagimw ypasneria, npu KoMopmrs G03MOINCHO npusedenie (1) u 6v ecayuam,
eca. OHO BO3IMCHCHO, HATMU OMENUAIOWYI0 eMY NOOCAHOBKY.

FerecTBeHENMD 0000MleHieMs BTOH 3a7adu Ha CIydail MHTErpaloBb
VALTPadIIUNTHIECKUXDs HEPBALO Kaacca 6YJL6T'B 3aJa9a 005 yCIOBIAXD IpHU-
Bejenia:

Cy,+ D 24y B
S D (B2 F, >
V R(y,)

vk A, B, C, D pnoxwh 3ajaumBi WM CBABAHHE 33JaHHBMU ypaBne-
wisym nocrosumms, R(x) noiumons 6-f cremenu, u o0B ompenbuerin b
BH TOME CAyga’h, ROUZa OHO BOBMOKHO, Yy U Y BB ajareGpauiecEnxs QyHE-
niAX5s OTh Z.

N



et

Jpyrofi Goabe cueniaxnuoit (opmoir ofobmenis Oymers 3aj1ada o pa-
SWCKAHIN YCA081TE, NPU KOMOPHLs BOIMOHCHO NpPuUsedenie:

Gy 4D City L
S V R(y) 5 V ki)

W b MOMs CAYUAN, KOLDQ OHO GOZMONCHO, ONPEITAEHIU OMEUIOWLEI EMNY 1100~
CMAHOBKU-

Bropas (opma DoIydaeTcd U3E LEPBOH, €CIH NOTOEUTDL. Yy — cOnst
HIR Y1 = Y- el

Mooieno naiimu Gesrkoneunoe Muodcecmso npusedenitt muna (3).

Br caMoms rbak, ecau Mp BO3EMEMD yAbBTPAsAIHITHYCCKI HHTEIDALD

S Ax—+ B
—~
V R(z)

UPHABOJAMINACA KB SIIUNTUYECEUM'D

dg

Ve

TO TpuBeiexie

2 (Zo] " dé
Ll ey
j V Q) S V QE)

r1k /A Kagoe YroxHO DAIlOHAJILHOE YUCI0, JACTH:

dy = /\

S Ay + B o S

S’Ax D
VEW)

) VE@

Hurerpais 1)

: ey
e
ape -+ 129 = 38 (%)

npu

IpEBOLUTEA KB HIIMNTHIECKOMY HATerpany. [10aToMy Cymecrsyers y, aire-
Gpamueckan (YEENiF OB 2, YAOBIETBOPADLIIAH YDPABHEHIH

dy S j' dx
=X 5
j Vi + a8 y*+pe + ) V@ 4 e+ 8) @+ pr+9)

rab /A palioHAJIBHOE YHEIO, p, ¢, ¢, S CBASAHH cOOTHOIIeHIeMD (%).

1) Goursat. Sur la reduction des intégrales hyperelliptiques. Bulletin de Sociéte
Mathématique de France, t. XIIJ, p. 155.
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Momno mafitm upuBejeHia tnna (4), B KOTOPHXB /\ 9MCH0 Hppa-
nionaasHoe MHuMoe. lloraras BB npusereniu:

St
1/1‘7; “Wire

& TepBo0OPA3HEIl KODEeHb JBYYJIEHHAI'O YpaBHEHIs

=
I
=

iy

a3 —1
u
§=1+LE2, 7]:1+f4/2,
umbeMs: . :
j’ ydy o : xdx
V- 3yt - 3y7 1 2 Va® + 321 1822 + 2

§ 2. Teneps mepefizems kb umzcabropaniio npupepenis (3), HO TOILEO
BB OpeNnoJoHKeni, 4To

He npugodumcs kv drsunmureckomy uwmewpany. MHE JokameMBb, UTO npu
IMOMD NPEONOAONCEHTU TONNHCHBL UMIBNID

e bop
e T

wn @, 8. 7. 0 nocmosunva.

JTY TeopeMy Mbl BhIBeIeMB, Kakb cabjpcreie 6oabe o6mell TeopeMH,
OTHOCAIEHCT KB 00nOWIeHHbIMS npusedeniams Aleicswirs UHMEPWAI06s Kb
Abeaesnms unmepasans

[F e, v = [ o, npag )

Tompro »H ToME cayuah, rorga murerpars [D(E, n)dé AGerens mETErpaID
mepBaro poia U MepBaro IOpAIEa (Bh YACTHOMD cayual suIHITATECKiil)
MOMHO BRICKABATH TEOPEMY, UTO ecau npusedenic (6) 603MoxcHO, MO 6 HeMy
eI MOJCHO NPENNOAALANY: '

§=alx,y)

=38, y)

Wi &(x, y), Bz, y) pavionasnms Gywruinv oms (&, ) 1.

(7)

1) Appell et Goursat. Théorie des fonctions algébriques et de leurs intégrales. 1895.
p. 369. Koenigsberger. Ueber die Reduction Abelscher Integrale auf niedere Integralformen
speciell auf elliptische Integrale. Journ. de Crelle 89. 1880, s. 89 u apyria ero counmesis.
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Hazwpaa cucreMy ypapmeniit (7) nodemanoskoli, omsiwudtoujelt npuse-
dewiro (6), MB MOWEEMB CLA3aATh, W10 npu npusedeniu Abeiesa unmerpaad
15 DAMUIIMANECKONY, NEPEAT0 PO, Mw MOKHCEMD 6Cer0a NPeonoiarams noo-
emanosky pavionaenoi. Rorja f@(&, n)ds AGereph METerpalhb BHCIIAr0
HOpAJNKA, 10 NOJACTAHOBEA He JOJKHA OHTH 006:43aTeJBE0 panionaIEHOM.
Tags MH uwbewms, HAUPUMEDE,

el o]
Va—pma—my 5

xdx

V1—azf) (1 ——70%4)’

ecau MOJOEUTH Y=z y— l/gc‘z.
Sambrams, 9ro Bb ToMs npuMbEplh nETErpaiH

S xdx
V(l—2H (1 — k)

10 ICTAHOBEO#R 2 == 22,

y*dy
S WAL a8 {1 5%
2 = y3 MOJICTANOBKOM NPHUBOIATCA KB DIAMOTUYCCKOMY HHTEI'PALy

\” dz
JVA —22) (1 -—1k%?)

910 ¢BOACTBO He SBJIHETCA CAYYAHHOCTHIO, HO NPEICTaBIACTH cabrersie
cabpylomeit o0mel TEOPEME:

Tpusedenic (6) wuaw 603MOACHO NPU NOMOUP  PAUTOHANLHON ROOCMa-
nooxw (7) waw oce npednoaqraems npusedenie:

Sq_ﬁ(g, n)ds = S PS, w)dg (8)

unmerpaaa [P(§, T])d§ Ko UHIMELANY NOPAOKQ 1PU NOMOUSU PAULOHAILHALO
npeoipasosania t)

Eean J—

TO JIOJEHE [0 BTOI/I TeopeMﬂs M BTh:

= a(:c V R(x))
VR(y) = 8z, VR(@))

g%y%f dy = j.@(x, V R(x)) de
- Y

1) Jorasana Bb paGorh: ,O npuserenin AGejaeBHXD HNTEIrPAIOBE Kb HHCIIAMNTS TPAH-
cmenentnans®. . 2, wn. III, crp. 276. Hswheria Bapmas. Hoamrexnmyeckaro HucrnryTa
sa 1905 r.

dx He IPUBOLUTCSH KB HIIMNTHYIECROMY WHTeTpasy,

OTRYIA HMBeMs:




== P —

f@(x, 1/R(:c)d;c, KAKD MHTEIrpaJ’h lepBaro pojia paBeHD

S’Gx—l— H
—dx
J V Rixz)

[Ipusegenie (3) u npusexesie:

S@i;f— G Mg ©)
V R(y) V R@)
T110T'E
s?_ ydU, = j’axj—_.@ dx
JVRy JVER@
(10)
d |
VR(y) JVR&)
OTEYJIA LI0.JYUAeMb:
. ax -+ 6
Kpom’t sroro Gyzems nmbrb:
(@ -+ 033 VRly) = (a6 —87)V B@)
oTRyxa cabiyers, 4ro
aa, + @
e =y 12
= (12)

ecam 4epess q, W ¢, 0003HAUATD KODHM IOJUHOMA R(z). O6parso nojcra-
aoBka (5) mpu yeaoBim, 910 KOPHM R(r) CBASAHH COOTHOMIEHIAMH (12) npu-
BOAUTE
Cy—+D Az + B
—y—i;—d KB S—jT dz
V R(y) V R(2)
Pacnosaras nonapo (a,, a,), NOIYUAeMBLT IPE0GPAs0BaHIeNs (12) ntpyrs
ush Ipyra, Mu 0yleMs uMbrh BO3MOKHEA KOMOUHamin, onpexbagenua cab-
IylomuyMu 8 TabJunamu

|

l ay Ao

} s dg
dg  dy
ay as
s Odg

(6) \
|
|
|

{ dg ag I




(4.1.1)

e

o
o
—

Nea?’

7~

b

Do
no

s

s O3 ds a3
ag dy as 04 as ay
gy a; | @y ap | Ay A
as ds g Q4 | Gz O

g Qg | Qg g | Qg Qg

| |
‘ g dg

Tpu cocraBierin »Tuxb Tafamrs cabpyers umbrTs BB BHLY, 9T0 HE
MO&eTs OHTH c00TBBTCTBIH

rok % > 1, u6o Torja, TAKh KaKB YDABHEHIE:

oa. 4 8

7a,.—f—d‘= 7

i
umbers TOALKO XBa KOpHA, MOIyIwIu OH a;,= @; ¥ UATErPalsh

= ——

V B(z)

ij—l—B

He OHJIAB OH HHTErPAJIOMB NepBaro mMopAJKA.
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IIpeo6pazoBaniems :

g
e R

o) E D (13)
= o d

MH MOKeMb npusecru mpusegenis (10) u (11) kb cabiryouruMs:
L aesa P o
e~ Jvew 2
W _ (1549, L

Vo) ) Vo)

b O(§) = &(1 — &) (1 —#%8) (1 —2%8) (1 — w?E) upmuems mabawgy (6)
3aMBHUTE cabayoned

0. o
f o 1
‘ Tesourd
% (L b .;
‘ e
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i 1 1
a:;za b:?, C=‘[72,
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8 e 81 ekl e Bl s e Al i
&g S L e R e
OTEYa HMOAYUaeMb das %2, A%, (2 6noinmn onpednicHHuA SHAUEHIA
e
;{2:3; A2=2, =3
e 35— 1
] e
2 2'2 2 5 = .
%%, A%, 17 COA3AKBL COOMHOUEHTEMD:
X2 = g, (15)
Cormsacuo fko6u ') BB sTOMB cayuab wuwmerpaas
. -
o — LR + ‘8 CZS
V()

12]3%6’002{’)’”63 Ko CYMMIb dey:m; FANURMUYECKUTD UHIMEIPAI06D-

) Jacobi. Journal de Crelle, t. 8. Ynomanyraa swme crates [ypea erp. 133.




— 209 —
Bz camomt abab
J=pd' +qJ", (16)
rik
| bl e S
J,':j. (1 l_(ug)dg
Va9t 28l — 21— w8)
’ 5 .o (Y —ug)dg
J = 2 o~ e
bl 8wt ~ 2 es)
4 Brpamenie pia J' mpeoGpasoseBaeM’b CIBIYOIUMB 00pasoMb:

Jr:S 2 (1 —u8) (1 + us)ds
: V1 —2ug +028) [1— (2 + D§ + @2&*] [1 — (& —+— 12)§ + 12&°)¢

‘ g ]—__;lulgz
| =2
:—j e dg
: 1 1 1
l/(ﬁ% S 2#) [#“’% etk 1)] [‘u‘*é‘ el 22)]
HoxcramoBroi
1 u2¢?
g

uHTErpaIs J’ NPUBOLUTCA KB HLIHNTHICCROMY HHTErpaly

; L5e g
Ji=— _J — : :
Vor ) Ve —1DE— 0 C—8)
ik
gl
ooy
%> -1 42
g = s
Takumsp &e 06Pa3OM'b MHTErPaJs " NPUBOTUTCH KB DIIHITHIECKOMY
HHTEI'PATY:
Egﬂ dé- al pr \ﬁ_ii_g_ S 4E Q’ d§_ :
6 VaE. VET)
ik

| b ]

ey

q
T

NOCTOAHHBIA




— 210 —

HE@O=EC-DE—a)(—48)
HyS) =+ 1DE—a) (¢ —#)

1+ (28?
s
“s
Ilepexoxa ors
as-L @
———=d5
Y6
noxyuaeM® cabiyomiit pesyrrars:
Humewpaan
( d¢et B
J V R(z)

omsnuaowie madiuue (6) npusodauis K cymmn 08YLy AIUNMULCCKULY
UHELY Q106

¢ e

a
v Pl (am
L«&—D@~m@—m VE+1)E—a)—8)
NO0CMANOBROL: azt -br e
f=—; i (18)
e~ tg
Tabauma (5.1) upeodpasoBuiBaeTca BB TabJumy
0 1|
Teeg
@ b
bioa
¢ 0
‘o
5__1 L R e B oAl S
di iy 0 TRy Ly T AN e LR R g e :

w?2 il

=, 1*— At :
g1 I o

rrk © KOpeHb ypaBHEHid:

s -1
W:w‘i—-oﬁ—{—w?——w—{—l———().




== Bk -

Opu momomu TEXB e 1n0ACTAHOBOEE (13) Tadmumy (5.1) MOmHO
IPUBECTH KD BUILY:

S o Sa g
S @o e

rib o He HyIb, a Kakoe yrogHo HAmepels HA3HAUEHHOE WHCIO, OTIMIHOE

0T 1 U »m. :
MoaoxuME, YTO © NEePBOOGPASHEI KOpPeHL IBYUTEHHAI'O YDaBHEHId:

o= "li

a 3 5
Taks EaE® TOIzA ;:w, y =0, T0 MokeMs UMETH PALD YPABHEHIN:

ptq=o0, potg=a, pa+q=0>, pb--g=c, pc+q=1, (19)

OTEYZa yMHO®ad 5-e Ha 1, 4—p, 3 —p% 2—p® u 1 — p*, cRIaLHBad
i COEpAIas, HOJYIUMD:

gt ed g
Er ot Dprg =8,
prg=0—l;

e e g e

p =0

niu
a Takhs KaKb
TO

u

rrb ¢ pasao oxmomy u3E umcens 1, 2, 3, 4. Mu mnNokameMb, 9T0 ¢ = 1.
Hoxcerapaaa subero p — o?, a Bubero g = @ — o’ B ypasHeHie (19), mo-
Jyd4aeMs II0 HCKJIYeHim a, b, ¢ ypaBHeHie

@'l s ¥ — ¥t | ¥ ¥t | ¥ — ool — =1
i, unba BB BHLY, 9TO
4i 3 2i ' =
@b 0%t 0¥ - 1 =0

wM+4::1’
OTEY A
4i 4+ 1=0 (mod. 35),
a MOTOMY
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i
CabaopatessHo p= o, ¢= u ypasHeniz (19) papTH a= ©°,
b= w8, ¢= m*,
Hrmerpaan
"Azx~- B P
TS e S ‘
J VB

omewuaougie madauun (5.1), npusodamea npw ROMOU NOOCIMAHOBKL:

o e
I gl
Kb uH’H’?/elpa,.l_’lj:
V»im_. (20)
e
Tadauue (4.2) npeobpasyercs Bb TabIumy:
|l a
ag. b
b
i ¢ w
@54
R
s e b I D S '
G Sy G R e U iy TR e LR Ry L .

OTEyja #2 =, uero OHTH He MOEKEIH, eClIu

e
i Ser
J ¥V 6(g)

nepsaro poja.
Tabawue (4.2) ne daems cosce npusedenia (3).
Tabauna (3.3) uau

g ‘
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s
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b
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TaeTh VPaBHEHIA:
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pndliw P D e A el ek dpe
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OTEYZA gaa =2, A%, «* noayuaenms 06a YCA08HWZY YPABHEHIA:

S e T

= 3S)°

SaaiemEERE o e

x

r1b 2 0CTAETCA NPOU3BOJILHEIME.
3rbes ondarTe %222 = w?® W UHTErpalsb

(@+5@
J Ve
NPUBOAUNCH KB CYMMI IAAURTNUMECKULL UHINEIPUNIO6D (17).

Tome umbers mbero jpiaa Tabauns (£.1.1) w (2.2.2), H3B KOTO-
PHXB TlepBad UIU
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b b
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Taer'’s YpaBHEHId:
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onperbraomia xas %2, 1%, @® dea YCAOBHBILD YPAGHEHIA:

)‘2:%49 #2:%121 ,7:%’ X242 — y?
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@®w 0 ‘
0 o |
= ‘
} ilalias
b G- |
FGE iZdr b
IAeTs ypABHEHId:
e §=w a+ﬂ:1 a+ﬂ%2:1 B B L “+3.u2$i
gt s e 0T Pl e el S e A

Jaoirig raa 22, A2, u® o0wo yecaoéHoe ypasHenie:

wr =10
=== i 5
]‘xgé s

rab A, x4 ocralores TPOMBBOILHEIMU,
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Tadouun (3.2.1) u (2.2.1.1) ue daoms 60sce npusedenia mund (3),
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b _=ie

e
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JAeTs:
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orEyaa x2=1, 2% =y’

PesyaprarTs, HAMM NOJYYEHHEE, MOMHO crbryomums ofpasons ¢op-
MYJIHPOBATE:

IIpusedente:

yoy_l_Ddz =5Ax+B (3)

VEW) Vi

603MOHCHO MOABKO moroa, K010

S”Ax%—ﬁ

1/13’7(563 dx

NPUHAOACHCUMY Ky OOHOMY USD CATLOYIOUIULD THUNOEY:

1) Ko unmerpaaams, npusooauyumcs Ko 9AMUnmMUMECKums

e
V(I — ) (1 — k)




—_——

— Dl ~—

2) MPUBOOAWUMES K> CYMMI 06YLL SAMUNMUMECEULD UHMELPAN08D:

dg = dg

pSl/(é“ T ) 1\ TN —aC =)

NOOCMAHOBKOL:

g ba-bse
o +fr19°

3) NPUBOTAUUMECA KD UHMELP ALY

j’ il
Ve —1)

N
s—ya?+d"

npuw NOMoOUU NOOCMAHOBKY

CoBeplieHHO TAEUMT #e 00pPazoMb m3crbIyeN’s YACTHEI caydai npu-
Begenia (3)
dy * dx
S (20)
VR JVEBw)
Taxd Kakb s1bcs y = C, 10 mojcramoska (5) sambEAETCA emle Goake
npocToi

y =z @ (22)

rih, gakd Jgerko Buib1p & =1. Jergo Buabrs, uro BB TOMB caydab

UHTErpalb
a4z

V R(z)
HOJMEEHD O()ﬂSaTeﬂBHO HpHHa.ﬂ,J[eiEﬂTb BEDL IIepBOMy U3b BHHIGYHOMHHYTHX’L

THHOBTD.
[Toaxarasa

MH 0000MIAGNMD HTOTE PesYIbTATH HA CAyuail NpUBEeRid:

Ay + B *Az+ B
V R(y) VE@)

M MB MOEEMB HTOTH PesyapTars (OPMYJIUPOBATE eIe exbyomuns  00-
Pa3oOME.
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Jughifepenuiaivmoe ypasuerie nepeao NOpaoKa

Ay B Ae B
e (Z_’Lj = e
V R(y) V R(x)
100 B(@) = apr® + a2® + asrt - agz® + a2 + azz + a ummwems anie-

Gpaureckoe Prenie unoe, WMy Y =1, 65 MOMb U MOILKO 65 MOMY CAY*
uam, K010G UHMELPALD

dw,

‘Az + B
—— dx

V R(x)

7’2}9%6002£m0ﬂ Ko 9AAURIMUYCCROMY UHMELPUENY.

Bapmaza.
17 wapra 1905 1.







A. H. KopkUH®E.
“(19-ro gespamn 1837 1.—19-r0 asrycra 1908 1.).
(Hexpomors 1).

19-ro asrycra 1908 roja croHuagca Ha 72 TONY KH3HH, NOYCTHEL
wieHs Xappkoscraro Maremarnucckaro O6mecTsa, sacaymennbiil Ipodeccops
Mumeparopexaro C.-Ilerepoyprekaro yeHmsepcutera, Adexcanaps Hukorae-
BuTh Kopruwn. Vvewnie tpyrer A. H. Kopkuma cosjalm ewmy pemyramifo
BRITAIOMIATOCA, HepBOKIAccHAro yueHapo, a 48-1brEAd npodeccopcrasa 1ba-
TeJIbHOCTb—OTPOMHYI0 MaGCY yqemmmg. Muorie u3b HUXB 3aHAMAIOTH 1PO-
(eccoperid KaeeIps H NperoaBaTexbckia mbera Bb pasIEUYHBIXD ropoax®h
Poccin, mrornxs ywke whre ma cebrb. JIsa noxoabsias oGasams A. H. Rop-
K{HY CBOHMD MaTeMarHueckMMb 00pasoBaHieMD; BO MHOTHX'L CEMbAXD OTILI
i jpbra cunranrs ceda yuenmsamn A. H. Kopimma m cb GI1arofapHOCTHIO
BCIOMUHAIOTH 00pasloBhd JIeRUiH CBOEr0 YUHTeld.

1. A. H. Kopkmas popmica 19-ro ¢esparg 1837 roja, B Jepesnsb,
Haxojgmelics BL 6—7 Beperaxs OTL GOABIIOTO cera Iyiicraro, Torem-
ckaro yhsga, Boxoroackofi ryGeprin. OTems ero OBLID 3aKUTOUHBLH KpecTh-
HUH'D, 3aHUMaBIIilics Topropaefi u umbpuiii KaseHHBIA MOAPALD HA MOCTABRY
coxd. A. H. Kopknny ObLI0 TpH Toja, KOTAa CeMbS €TI0 [epeceIutach Bb
cexo Illyjfickoe, a 8-Mu IBTHAMT MAILUNROMD OHD OBLIB OTIAHD HA BOCHH-
TaHle yuuTean MaremaTnrn Bouxoroackodt rummasim, A. U. Wsammmromy.
MBanungiii Oblrb yueHHEOMD akajleMuka @ mpodeccopa B. fI. Bymakosckaro
u, no orseiBy A, H. Ropruma, orrmuusli mpenorasarens. jhena WBanuugaro,
o0pasoBaHHAs xeHmuna, yuuia A, H. Kopkiura uHOCTDAHHBIMG A3HIKAMD,
(panmysckomy m mbyenrony, a camt VBamunugifi npuroToBmIL €ro Kb Io-
CTyIIenin Bo 2-if mraced Boxoroickofi ruMmasiH, Kyla OHB H HOMAID,
unba HemoaERXD 11 xbre orn poay.

Bn 1849 rozy ymepn oreun A. H. Kopruma, moTepasb Teperdh STHMT
LOYTH BCE COCTOAHIE M OCTABHID BA0BY I 12-Tm IBTHATO ChIHA TOYTH 6€3%B

1) Huﬁcecm;(ymmiﬁ‘ 0Y4epED ecTh H3BIevenie me® Herpoaora A. H. Koprkmma, na-
aevaranraro Bb ,dHypnanhk M. H. I1.¢ noadps 1908 1.

O M. O
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BCAEUXE cpefcTh. Mars A. H. cromuamach Bb 1888 rory, 79-Td b
0TB POy, uposmpag Oesssrbaguo BB cerb IMyicrows. A. H. Roprnns exe-
TOIHO, HA KAHHEYIADHOE BpeMsd, Yike OyIyad mpoeccopoMd H A3BBCTHBRIND
yuersMb, B31nrs Bh cexo Illyfickoe, moka KHBa OBLIA Gr0 Marh.

Barectamia cuocobmoctn A. H. RopknHa 00HapyEIIUCH YiEKe BO BPEMd
pro NpedLBaHig Bb TUMHA3IH. YDPORM OHG YUUIb, [0 CIOBAMDL GLO CECTDHI,
H. H. Acragpesoii, Ha X0y, [0 jJopors ush THMHEA3IE JOMOM; ROHYHIB
Eypch ©h 3010T0f Mexarho, He mirka eme 17 aBre orn poty. Sa MO-
J0T0CTHID IBTH HE MOI'B IPAMO HOCTYOUTh BB YHHBEPCUTETH, KYla CTpe-
yures, u mobxars Bb Spociasis, Hanmbperadch yuuThcA BE JeMHIOBCRKOMD
mumeb. IIpoOKBE TaMb 0KQI0 LOIATOAR, W HAMIA, BhposaTHO, 0E3M0163HHIME
Jaipmbiinree Taws npeduBamie, Bepuyrcsa vb cexo IIyfickoe, rib i DPOAMIT
10 moerymieHis 8L C.-IlerepOyprekifi ynupepcuters, Bp 1854 roiy, Ha Ma-
TeMaTHUeckill PaspAlh (HAUEO-MATEMATHUECKATO (akyiprera. Bb TO BpeM:
9T0T'h (PAEYIBTETD OBLIL 00TATH OTPOMHLINE HaydHbIME cmaaMi. B. . By-
magosesii, I J. Yedsumess, 1. M. Comoss, A. H. Casnus, 9. X. Jerns—
BOTH TH HMeHa 3HAMEHHTHIXH POPECCOPOBD, MOLH PYKOBOICTBOMD KOTOPHIX'D
npupognsin japosamia A. H. Kopruma passuiuck Bb ITOIHOM wkpb. Db
1856 TOAy OHD NPECTABHIbL (ARYIBTETY JAHCCEPTAMI0 HA 3aJaHHYI0 TEMY
0 manco@ Xt I HAUVEHBUINXD BeAMUAHAXD U IMOIVUAIbL 32 3T0 COMU-
memie 30107y Megaas. Ilo peromerpamin mpogeccopa B. fl. Byranonckaro,
padora cryrenra A. H. Kopruma 0Oblia mameuarana Bb ,CTyICHUECKOMD
cOopuuEB“, BBIIYCKD 1-#, 1857 roga.

Bo Bpemsa npeObBaHiA CTYIEHTOMD YHHBEDCUTETa CPEICTBAMH Kb
wusan A, H. KOpRUHY cIyAHIN: CTHICHIA, JaBapmas ewy 7 pybaed BL
wBeAms, U YACTHEE YPORM.

Bp 1858 ro1y 0HB KOHYHIL KyPCh €O CTEMEHbI0 KaHAUJATa M OMpe-
rhamrcsa Ha CIyEOY II0 BOGHHO-YUCOHBIMD 3aBCIEHIAMT yUUTEIeMb MaTeMa-
THEH Bb IEPBOMB KajJeTcKOMb ROPIychH.

TakuMb 06pazoMb, B HelHBmEeMs 1908 T01y HCHOIHUIOCH Obl IATH-
necsrirbrie ero caymoH, 10 KOTOPATO 0BG He J0KHID OLMHD HIH JBa wheAma.

Bp 1860 roxy A. H. Kopkue®b BBIepHKAIDL MArHCTEPCKIM 2KE3AMEHT
1 B TOMB-Ke TOAY 3allATHID JHCCEPTAlilo HA cTeleHb Marmcrpa. Bn aTo-
e BpeMd OTKPBLIACH BakaHCid Mo Kaoeaph MareMaTwiM 3a BHIXOLOMDL H8H
yrmsepcurera B. fI. ByrARoBcraro. Bourh 00bABIEHD KOHKYPCH, M (akyib-
tersy npuriacuas A. H. Roprusa w marmcrpa Imepanmra, TOpyIuBD: II€p-
BOMYy uTeHie Xekimifi Yo cdepuueckofi TPUPOHOMETDIM, AHAIMTHIECKOH Ieo0-
METPid W MHTerpupoBaHil0 (PYHRIH, a BTOPOMY IO BhICIIEH aaredpd u Ha-
geprareibnofi reomerpin. Iloryunsr samaria b ymmsepcmrerh, A, H. Kop-
EUHED OCTABUIL CIYAGY BB NEPBOMB KaJeTCKOMbB KOPIyCh.
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[lo oxonuamin komkypca A. H. Kopkuus 6s1b oupelbiends aIbOHE-
TOMD 10 RaoelpB umcroil maremaruid npHgasont Musnerpa Hapogmaro
ITpocebmienia ors 12-ro iwag 1861 roja.

B 1862 roxy ynuBepcuTeTd GBLIT 3aKPHTH BCIBICTBiE CTYIEHUBCKHXD
poaneniii. A. H. Ropeurs Bwberh ¢b ApyruMm mpodeccopamu u  Ipemoga-
BaTeIAMY YHHBEepCHTETA OBLID OPUUHCIEHD Kb MHBHUCTEDCTBY Cb COXpaHe-
HIBMB COJep:HKaHid U Ipapb Mo yueGmOd wacri.

Bercovafimuns npukasows orh 12-ro mag 1862 roga A. H. Ropruns
OBLIBD KOMAHIUDPOBAHbL Ch YUEHOK NBIblo 3arpandiy Ha 1BA TOJA.

Bb mpopoamenie aT0oro BpeMeHH OHB caymarxh BH lapuwxkb xermin
Jsawme, Jiysunra, Beprpasa u Ipyruxt (paHIy3cKuxb MaTeMaTnkosb. Toano
TaKke, HaX0JAch Bb Bepiusab, HO3HAKOMILICA Cb LpeHojaBaHieMb U HATPAB-
JGHIeND HAYUHBIXD 3aHATIE HEMEOEHXD MareMaTHROBE. M3b BeBXD HTHXD
whMenkuxs maremarnkorn, A, H. Kopeuws serme Behxn whnuan Kymwepa
H ¢b 00JBIIOK II0XBAJIOKW BCETAA OT3BIBAACA 0 €ro JAeKIiAXbh. 3aHHUMAACH
BL 9T0 BpeMs HHTerpupoBaHieMd YypaBHeHil BbH YaCTHBIXH UPOH3BOIHBIXD
n Teopieo uwmcern, A. H. IIOATOTOBHIT KaKh CBOI0 JOKTOPCEYI0 AMCGEPTAII.
TAKD M II0YBY 1a1d NOCABAYIOMEXD pad0Th [0 TEOpid UHCEeTb.

Bosspardacs p C.-IlerepOyprs Bb 1864 roxy, 0BEL 3aHAILD CBOW [0JI-
MHOCTH UpH YHUBepcHTeTDH, Oylyuu LEpeuMeHOBAHD H3b AIbOHKTOBD Bb
IITaTHbE T0QeHTHL Ha OCHOBAHIN 001aro yecrasa PocciiickuXs YHUBEPCHTETOBD,

Bv 1867 roxy oH® upeirctaBHIb (aryIbTeTy CBOK JOKTOPCKYI JIHC-
Ceprainin MoATL 3ariaBieMb: O COBOKYNHBLLE YPASHEMIALS €5 MACTWULIMUL NP0~
UIBOOHBLMU nepeao nopﬂdm U mbkomopbm:a GONpPoOCaArs MEXrAdHuKy, 3allATHBD
KOTOPYE Bb Hauaxb 1868 r. 0 OLLIb YIOCTOGHD CTEHEHH T0RTOPA MAaTeMaTHKM.

Bb 1868 t0o1y oD Obl1b H30paEb COBBTOMD U yrBepmient MuvHCT-
pows Haponnaro Ilpocbmerid BL 3BaHIM SKCTPAOPAHHAPHATO Hpodeccopa
0 Kaeexpbs MaTeMaTHRH.

Bb 1873 roay, mo cryuamo 0CBOOOJUBIIMXCH Ha (aryrsrerh kaoeips,
OHD OblIs M30PAHD OPAMHAPHLIMD HpodeccopoMt. Bt 1886 roxy yrBepmieHD
BDh 3BaHIN 3acIymkeHHATo mpodeccopa, a BB 1888 roxy, 1o Beicayrs 30 abrs,
0CTaBIEHD Ha cIV:KOL BB 3BaHIM mpodeccopa, NPHUEME HEpellels 3a MTars,
HO uTeHie JeRMmiii mpogoxmaxs 10 BecHnl 1908 roja.

Bo sBpema cBoeii mpodeccopckoil 1baATeIbHOCTH BL YHEBEPCHTETH,
A. H. KopEdHD uRTAlb Jeklin nocabgosarTelbHO IOYTH 0 Bebybh MaTeMa-
THYECRUMD IIpejMeTaMb, & MMEHHO: 10 ¢()epHYEeCKOll TPUTOHOMETpin, Hayep-
TATEALHON TEOMEeTpil, aHAIUTHUEcKOil TeoMerpinm, sucmmefi aireopd, tugpe-
PEHTIAIbHOMY HCUHCICHID H €r0 IPUIOKEeHIAMD KB TEOMETpiM, HHTETpHpO-
BaHi0 (YHRII, HHTerpupoBaHil ypaBHEHIl H BapialioBHOMY HCUHCIEHIN.
Kpowb yuusepcurera A. H. Hopkmet 4HTars eme Bb TedeHie 30 clmii-
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gowt rbre, AndepeniiaibHoe o HHTErPaibHOC HCUHCIEHIE BB Huxroraes-
croft Mopcroit Akajemin. :

3arhyb, BechbMa KOPOTKOE BpeMs, BDH CAMOMB gauarh cmoeii mharean-
wocru, A. H. Kopkuns umranrs neknim 35 C.-1lereplyprekows Texn0X0TH-
ueckoMD MucTHTyTh.

9. Vuemas rharexsmocrs A. H. Kopiuma Bblpasnrach Bb ONYOIMKO-
BaHin HuEecIBAYOIAXL TPYLOBE:

1. 061 onpexrbaeHin ITpoHSBOILHEBIXD (YHEIIH BH HHTECpalax JTuHel-
HBIXD YPaBHEHIH ¢H YACTHBEIMH TIPOU3BOJHBIMU. 1860 1. (JmrorpaupoBaHo ).

9. 0 COBOKYIHHIXB yPaBHERIAXD b YACTHRIMH IPOHBBONHBIMU IEPBAro
nopAika 1 HBKOTOPHIXE BOMPOCAX'D MEXAHMKN. 1867. (65 crp.—VI, in 49).

3. Sur les équations simultanées aux différences partielles du pre-
mier ordre. (Comptes rendus des séances de l'Institut de France. 1869.
4 p. in 49),

4. Sur lesintéerales des équations du mouvement d’un point m atériel.
(Mathematische Annalen. Band 1I. 1870. 27 p. in gl

5. Sur le théoreme de Poisson et son réciproque (Mélanges mathé-
matiques et astronomiques tirés du Bulletin de I'Académie des sciences
de St.-Petersbourg, T. IV. 1872, 6 p. in 8%).

6. Sur les formes quadratiques positives quaternaires. Cosmberno
¢» K. M. Bozorapesnivwb. (Math. Annalen. Band V. 1872. 3 p. in 89).

7. Sur les formes quadratiques. Coybermo ¢b K. 1. 3010Tapessiis.
(Math. Annalen. Band VL. 1873. 24 p. in 80). §

8. Sur un certain minimum. Cosmberno ¢b E. U. 3oxorapeBhvs
(Nouvelles Annales de Mathématiques. 1873). :

9. Sur les formes quadratiques positives. Coswbermo ¢b K. . 3o-
norapessirs. (Mathematische Annalen. Band XI. 1877. 51 p. in g4y,

10. O uvacTHEHX®G IE(PQEPenIialbHEXT YPaBHEHIAXD BTOPOTO MOPALRA.
(3aIHCKa, COCTABICHHAS IO NOBOLY YHHBEPCUTETCKAIO akra 8-T0 (pespana
1878 roma. Ilpuiomenie Kb IMpoTOROIaMb. 39 crp. in 8%).

11. Sur Uimpossibilité de résoudre 1'équation

X" L ¥y Z2"=0
en fonctions entitres (Comptes rendus de I’Inst. de France T. XC. 1880).
Ta-me sawbrra pa pyccroMd sAsmib mowbmera Bb X Tomb ,MockoBeraro
Marematnueckaro Coopamea® 3a 1882 roxb. Bb ToMB Ke TOMB noMbmena
ganbrEa ,00D ojHOMB onperbienHOMD WHTerpaab®, ¢h yRasaHiemD, UT0 OHA
n3pieuena u3p machma A. H. g1 H. B. DByraesy.

12. Sur un probleme d’'interpolation (Bulletin des sciences mathéma-
tiques ¢t astronomiques, 2-me serie. T. VI 1882).
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13. O kpuBusHBD mnoBepxHocTefl. (Co00MmEeRis MaTeMATHUCCKAro o0mIe-
cra npn XapbhROBCKOMBL yHHBepcureTh. 1887. 8 crp. in 89).

14. Sur les cartes géographiques. (Math. Annalen. Band. XXXV,
18080117 p. g 8%y

15. Sur les équations différentielles ordinaires du premier ordre.
(Math. Annalen. Band 48. 48 p. in 89).

16. Etudes des multiplicateurs des équations différentielles du pre-
mier ordre. St.-Pétersbourg. 1903. 171 p. in 89°).

Ta-ke padora b mepesors I. C. BepHoBa HA PYCCKill S3LIEG, €
HEBROTOpPBLIME JomoaHeHigMu aBropa, mombmena Bb X X1V tombs MockoBekaro
MaTeMaTHIeckaro coopHuka 3a 1904 T.

17. ,Ilo mosoxy crareu B. II. Epwmakosa moias sarzasiems: Jude-
peHIiaIbRbIA ypaBHeHId HepBaro IOpAika, UMBOMIS JaHHB HHTETPAIbHFI
MHOBHTEAb (parropianbnoii (opyul. (CoolmleHiT waTeMaTHyecKaro 00IIECTBa
pu XapbEOBCKOMD -ymsepcmeﬂ;. 2 eapi e kK 1905 ),

18. Sur un théoreme de M. Tehébychef (Comptes rendus. T.XCVI,
1863 T.

19. Sur les équations différentielles ordinaires du premier ordre.
AL craror e Comptes rendus. T. CXII u CXIII 1896 T.

Kpomb roro, Bb Oymaraxs A. H. Kopknmma okazaizach NpHTOTOBIEH-
Hag Wb NeuaTH Crarhd Ha (PPAHIY3CKOMD S3BIKD HOAB 3ariaBieMb:

,3ur la distribution des nombres entiers suivant le module premier
et les congruences bindmes, avec une table des racines primitives et des
caracteéres qui s’y rapportent pour les nombres premiers inférieurs & 4000¢.

Padorsr A. H. KopruHa, Kaxs BHIHO U35 BHINENPHBEIEHHATO CIHCKA,
OTBOCATCA TIABHBING 00pasoMT KD JBYMTD OTABIAME MaTeMaTHRH: HHTErpH-
poBamil0 ypaBHEHIfl u Teopin umcers.

Padora Ne 1 ectp marmcrepckas juccepramis A. H. Koprmma; oHa
OHLTa HaluTOrpaupoBaHa Bb HEO0IBIIOMDL uncab skseMmigposs. Haxons-
urifica BL 6mbmiorexts C.-TlerepGyprekaro YHUBEPCHTETA SK3EMIIAPD €CTH
COOCTBEHHODYYHAS PYKONNCH aBTOpa, HAIMCAHHAS JHTOTPAPCEUMH UYepPHH-
Jayu. Bn Hell nsIomeHH MaTeMaTHUeckid MeTOAbl, OTHOCANISACT Kb pas-
JAAYHBINTG BONPOCAMB MarTeMaTHueckoil (usurm, usobpbrennbia OPypbe n
Ilyacconoms.

Patora Ne 2 ecrp morropckas jmccepramia A. H. Hoprmma. Oma co-
CTOUTH U3B JBYXD TIaBb: BhH IEPBOMl MararaeTcd HOBAA MET0Ja HHTErpU-
POBaHisl CHCTEMbi COBOKYIHBIXBL YpaBHEHIl BDH UYACTHBIXDL IPOUBBOJHELIXD
u3pbeTHAA BL HACTOANIEe BPeNsS TOLTL HasBamiemb MeTojnl Kopkupa, BO BTO-
poii mokazaHBl IPHIVEKEHIT KB wBKOTOPHIME Bompocamb Mexamugd. Meroza
KoprrEA CYMIECTBEHHO OTANYAETCH OTH METOXH SK0OH, H3I0KEHHOM BB €ro
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3HAMEGHHTOMTB TocMepTHOMTS Memyaph, BH LX Tomb mypHaza kiperra sa
1861 roxs (Nova methodus n 1. 1.). Cymmocts mertois: HopkmHA COCTOHTD
BE CIBAyoOmeNs: Halild ToIHHWI WHTErpans OIHOTO H3D YPaBHEHIll IaHHOM
CHCTEMEl, Iomnyckabilell obmee BebMB ypaBHeHiAMT pbmesnie, KopEuas yra-
3bIBaeTh HbBKOTOpOoe IpeodpascBaHie N4HHOH cHCTEMBl BB IPYIYK, BB KOTO-
POl YUCIO YpaBHEHil H HE3aBHCHMBIXD HepeM%HHmm) Ha CIUHHIY MEHBIIE,
ubMb BB JaHHON cmcremb; mpu 9TOMT HOBag cucreMa OyAeTh TakoBa, UTO
Kb Hell MOKHO OyIeTHh npmbmmb Takoe-#e TpeoOpasoBadie, Kakoe ObLIO
npuvbreno &b nepsomavanpHoil. BeabacTsie aroro, myrembs mocabioBareib-
HEIXD TIpeoOpasoBamifi, MomkHO OyIeTH HepeiiTH OKOHYATEAbHO KDL OIHOMY
YpaBHEHiI0, HHTETpUPOBAAieMs KoTOparo u pbmaercd Boupocs. Juas npu-
aomeniit, Bo II raasb cBoero couuHeHid, ROPKEED BLHIOHPAETD BOUPOCD,
¢h ROTOparo, Kakb €aMb OHD TOBOPUTH BB IPEIHCIOBiM, HAauatach Te0pis
HHTETPUPOBAHIS YACTHBIX'L COBOKYUHBIX® YpaBHEHIH, a HMEHHO, . BOUPOCH
0 HaXOMEIeHIN HHTErpaioBb, OOMUXD MHOTUMDL 3ajavaMD O JBHKGHIH TOURH.
Bb BOIpOCAXT 9TOIO POJA, PA3CMATPUBAENBIXH KROPRMHEIMEG, CHIBL 3aBH-
CATH HE TOIBKO OTH KOOPAHHATEH JIBUKYMeHcd TOYKH, HO M OTDL CKOPO-
creii. Kb raguwmn Bompocams He npuMbHEME cnocods Deprpana, BIepBhie
phmuBnraro mogoGELIH  BOTPOCH C¢h CYUIECTBEHHBIMDG OTPAHHYEHIEMDB, YTO
CHILI e 3aBHCATH OTH BPEMEHHM U CKOpOCTedl, @ TOIBEO OTDH EOODIMHATD
rouku. Kopimes naers cmofi, smoanb oO0mif, cmocods jxa mscabiobamis
M0J00HBIXD BONPOCOBD.

Pagoror NeMe 3 m 4, mpejcraBIATE o000 UBIOKEHIe Ha (paHIys-
CKOMDL A3BIEB TIaBHBIXDH PE3yIbTATORD JIOKTOPCEOft pmccepranin Ropkuma.
HepBad u3b 5THXDH paboTT €CTh CKATOE H3N0KEHie ero MeTOAbl METerpHpo-
BAHIA COBOKYNHHKXT ypaBHEHifl ¢ UaCTHRIMH IPOMSBOJHBIME, BTOPAA— U310~
aenie, ¢b mhroropsiMm uaMbHERiAME, cOfepEAHLA BTOPOH IAaBbl JHCCEPTATIH.

Patora Ne 5, OTHOCHTCA Kbh TOMY-ie OTADBAY MaTeMaTHLH, KAkDb U Ope-
asraynrig. Bb Hell JaE0 J0Ra3aTelbcTBO OJHOM Teopembl, 00HUMAIOIEN co-
6010, Kakb 3HAMEHHTYIO Teopemy Ilyaccoma, Jalomyio BOSMOKHOCTb IO IBYME
HE3ABUCHMEIMD MHTErpajaNth KaHOHHYECKON CHCTEMB IngiepennialbHBIXD
ypaBHeHift (miu pPaBHOCHIBEATO efi ypaBHEHIA BB 4aCTHBIXH NPOHBBOJHAIXD)
COCTABUTH Tperiii, Takek u TeopeMmy, ooparHylo efi. oJrTa o0paTHasg TeopeMa
Iokaszana ROpPEUHEENTD BIEpPBHE. _

Ustb cabayomuxs padors KopkpHa Kb HHTETpUPOBAHin ypaBHEHI v
YACTHBIX'H NPOM3BOAHBIXTD OTHOCATCA padorsl Nele 10 m 14. '

‘Bt pabors Ne 10 Kopeuub 3aHAMAeTCS HHTEIPUPOBAHieMb ypaBHEHIi
2-10 IIOPAZEA AMIIEPOBCKAr0 THMA, Kb KOTOPEIME . IpHIaraercd uspbermas
merora Momma. Merora Momma, kax®s u3pbeTHO, Aaert oO0miiii uHTErpals
¢ IPOMBBOJBHBIMU (PYHRIIAME, HO HATEro He JaeTh 114 OompelbieHid oTHXD
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UPON3BOIBHLIXD (DYHENIff M0 1AHHBEIMD HAUAJIbBRIMD M OPEXBIBHEIMNE yCA0-
BiNTL, KOTODHIMT JOTEKEHD YI0BIETBOPATH HCKOMbII- HHTErpaih, 4TOOH II0-
ayunaoch omperbaernoe phmenie npepiomensofi sajaun. 9o onperbienie
I[PON3BOMBHBIXD (PYHEIIfl yacTo mpefcTaBIgeTs He MEHLII TPYAHOCTH, UBMT
¢aMoe MHTerpupopamie. KOpPEEET J1aeTh CHOCOOB I oTOr0 omperbrenis mpu
HaUYaJIbHRXD M LPeNbibHBIX1 yeaoBigx® BechMa obumeil gopme. lra npu-
J0iKkeHili OHD pascMaTpHBAETD 3alauy O TNPOBEIEHIM MHHHMAIbHON I10-
BePXHOCTH. Y6Pe3Ds JaHHYD KPHBYD, DU JaHHOMD HAIPABACHIM HOpPMaIM
Kb IOBEPXHOCTH Bb KaKI0H- e ToURB, M IOAydYaeTh BHIPaKeH1A KOOpAI-
HaTh Kamiofl TOUKE TOBEPXHOCTH Uepesb JAHHBIA BEIMUMHBL. DPOpMYInI
9TH, BOPOUEMD, Ve paHblie moayuensl Gouim IIBapuevt HEEIMDL MyTEMb,
1o me ObH nspberHL ROpRuRy.

Bb paGorh Ne 14. ,Sur les cartes géographiques®  Ropkmas 3amu-
MAETCA BOMPOCOMD 0 TARB-HA3LIBAGMBIX'D AKBUBAAGHTHLIXD MPOGKNIAXD KAPTD,
7. . IPOERNIAXT, coXpaHanmuxd lmomaiu. O. Bomme, Bn Mewyapb ,Sur
la théorie mathématique des cartes géographiques® (Journal de Liouville
T. XVII, 1852 r.), 3anuMancs BONPOCOMTL 00b 3KBHBAJEHTHOMD H300paike-
Hin c(eps Ha TIOCKOCTH, NPH YCAOBIM UEPIEHIHEYAAPHOCTH MEepULIaHOBD
I mapadierefi m cBels BONPOCH Kb HHTECTPHPOBAHiD HBROTOparo ypaBHERig
Bb YACTHBIXT NPOH3BOJHBXDE. MBTErpupoBaBie »TOT0 ypaBHeHid HE OBLIO
BHIONHEHO HH DBoHHE, HM KbML 100 IPYTHMB, H BONPOCH ocralca Hepb-
MEeHALMDE. KOPEHED NPHHUMAETCS 3a 5TOTH BOIPOCH, 0000IMaeTh ero, 3a-
whbHEBD cepy Kaxom YIOAHO NOBEPXHOCTHID BPAIIEHId U /AeTh IOJHOE ero
phmrenie.

Us1 cpbaannaro 0630pa BHAHO, UTO BH BONPOCAXb, OTHOCAMHEXCA Kb
YPABHOHIAMT BhH UACTHHIXH TMPONBBOAHHIXD HOPEMED 000raTHih HAYKY MHO-
THMA BAKHBIMA Pe3yIhTaTAMI.

He mewbe, ecan me 6oabe, nbHEEMH gBASIOTCA ero padoTHl 110 TEOPiA
ypcers. Cioja mpemie BCETO OTHOCATCA padorsr Nede 6, 7 m 9, 0 EBaapa-
THYHBIXD (OPMAXD, CABJIAHHBIA ¥MDL BDL COTPYLIBHYECTEB Ch €ro OIMBRHMD
Apyroms, GesppeMenHo ymepwnubs H. 1. 3010TapeBHIMD. :

Coswberras cemmubraag (1871—1877 r.) pabora TakHXD IBYX'D CHIb-
HBIX'P MQTEMATHKOBD, Kakh KOPEHHD H 30I0TapeBd, He MOIIa He yBbHUAThCA
yenbxows. Beb aru ymomsmyrsig paGorst uMbOTH TIaBHO HBIBH pasbi-
ckaBie TOUHAro BHICIIAro mpeibra HaUMEHBIUNXD 3HAYEHIH HOJOKHTEIbHBIXD
KBAJPATHUHGIXS (OPMDb AaHHAro ompeibinrers. JTo paspickaHie ITPeICTaB-
J9eTh 3HAUMTEIbHLIS TPYAHOCTH 1, 10 pacoTs KopknHa H 3oiorTapesa, T0U-
HBle Ipenbasl HaMMEHBITUX'h sHAUeHill Obuim HsBBCTRH JHWb a4 OmHAD-
HEIX'D H TPOMHUYHBIXD (GopMb. BE IepBofl H3h YHOMAHYTHIXH PaGoTsd, 3a-
whrib, ny6aukoBabwHOH BB 1872 roly, aBTOPH JAITH TOUYHEIL BBICINIH npe-
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1bI1, HAUMEHBIINX'S 3HAUCHif (opwb ¢b TeTHpbMA mepeMbHELMIL B cab-
Iyomens 1873 rogy oxm nyoamEyTH Gorbmofi memyapn ,Sur les formes
quadratiques®, B KOTOpPOMT HAIAraloTh HscrbroBaHid, oTHOCAIMIACA ¥b Qop-
MAMD ¢b KARUMB YIOTHO UHGIOMDE 7 HEPeMBHHBIXb I JAlTH BEICIIE TDe-
1516l HAVMEHBINMXD BHAUEHII sTUXD (POPMD, UpUUEMT OKAasHBAeTCA. HUTO
HaiifeHnEle MpefBian OYAyTD mMowitbiMit LIS =2, 3 u4, 8 0pE i ; 5 ®He

MOryTh OmTh TOuHRMH. Hakomems,- Bb 1877 TI. NOABIACTCA nocabipag u
caMasg GoJIbIIag M3b MXDL padorTh MO TEOPiM EBAJIPATUUHBIXD (OPMB, B
EOTOpOH, KARD OKOHUATEIBHEI DPe3yIbTalrd, AACTCH TouHbL BHCi mperbib
BAHMEHBITNXE 3HAYeHIA (OPMDL Ch TATHIO HepeMBHREIMIL

Pagorst Hopkuma m 3010Tapesa 110 TeOpiH KBaJPATHIHEIXE (OPM'D
ofparmin Ha ce0a BHEMAHIe YUGHHIXD U, BB 0COOCHHOCTH, BSHAMEHHTAr0
(PAHIY3CKATO MaTeMaTHEa DpMETA. DPMHTE Jydme.BCBXB JPYrAXD MOTD
orbHuTs yonbXb, AOCTHTHYTHIE DPYCCKUMH MaTeMATHRAMH, Takb Kakb CaMD
MHOTO 3aHHMALCH IMOAOOHLIME BOOPOCAME M 3HAIDb, Kakid TPYAHOCTH OHM
npegcrasiaors. Paborsr A. H. Kopruna u 3010TapeBa HEIOCPeJCTBEHHO
IPHMBEROTE Kb padoTaMb OPMATA Bh TOH e 001aCTH M, MOEHO CHa3alb,
ORIIH HABBAHBL HMH.

Coswberro ¢b Somorapessih Hamucada A. H. ROpDEHHRINE elle He-
Goapmias craThd, moMbuemmag BB cmickb N 8. DB Hell JaeTcd BeCbMa
u3AnEoe phirerie HuAecAbIyOmAro BOMPOCA:

,Haiitu Ty usp Bebxs whiwxs ¢Qyrknii f(x) IaHHOH cTeHeHH n, Cb
TAHHBING Roe(guiieHToMs npu x", 1Id KOTOpoit

f [f ()] de,

rib [f(z)] oGosHauaers adcomorVe 3HAUeHe [(z), OyASTD wMbTh HANMEHD-
mee smavenie®. Phmemie ocHoBaHO HA OJHOME CcBoficTBb aqre0panyeckux’®
BEIPEPLIBHEIXS 1podell, MoIMBUCHHOMD aBTOpAMU, M M3I0KCHO BHOIHD aie-
MEHTAPHO.

Manempgag sambria N 11 BmizBama, sambrioo r. R. Liouville BB
89 tomb Comptes rendus, Bb KOTOpOfl aBTOPDL JIOKABKBAECTD HEBOBMOKHOCTD
mafitn Takig tpuw mhasta Qymemiz X, Y, Z orb opHOH nepesbuBofl, uT0OL
Xotynl Zr=0, upu n>2. Koprurs 1aeTh CBOG L0KA34TEIBCTBO, 60-
abe mpocroe, wbws jJokasarexsctso R. Liouville.

Sawbria BH 0IHY CTPAHHTIY, NOLh HasBaHieMb ,00b O0JHOMD ompeb-
JemHoMb uHTerparb®, mowbmennag Bb X Towb Mareymarmueckaro CoopHUEKA,
3aK10UaeTh BbH cedb ykasamie OXHOrO MHTEPECHAr0 TOKIECTBA, U8H KOTO-
paro BeITeraeTs HaBhcrEad Teopema UeObiuresa 005 HHETErpalb 0Th Opous-
BEJEHIT IBYX'E MOHOTOHHBIX'DL (DYHKII.




Bt crarsh Ne 18 KopkMan c000MASTH IHCHMOMD HA M IPMHTA TO
#e caMoe TOHJIECTBO.

Crarbs Ne 12, mepieuenie msb mircbMa Hopkuma ED JPMATY, 3aKI0-
waeTh Bb ceGb passickaHie 00IAro BEIpameHid mbroTopoit yHKMiE, OIpe-
abagemoii axa BebXB OBABNXD HOIORUTCIBHBIXD 3HAueHifi mepembrHAro,
RAKDh PE3yIbTarTh MOBTOPEHIA AaHHONl olepamnid HaIh JAHHOO PpyrEmien. 9ra
craThbd HAXOIWTCS BH CBA3M b paborow mpogeccopa B. II. Epwakosa o
CXOIUMOCTH DALOBD.

Bp crareb N 13 Kopruab Zaerdb 0CTPOYMHOE L0KA3aTeIbCTBO HSBCBCT-
Hoft reopeMsr I'aycca o kpuBm3Eb HOBEDPXHOCTE] (BRIpaKeHie 9T0ft KPUBHSHEL
gepesh Koe@HIIEHTH BL BHIPAKEHIH auHefigaro sIeMenTa MOBEPXHOCTIH)
IpH HOMOUIM TPe0BpasoBaHia NepeMBHHBIXD.

Padorsr Nede 15 m 16 oTHocATed Kb mocabimeMy mepiofy yuemol ba-
TeIpHOCTH KoOpkuHA ¥ KH OTIbIy MaTeMaTHEH, IO KOTOPOMY DAHBIIC OHB
HUTEro He THCATD, 2 HMCHHO Kb HHTETPHpOBAHi 0OHKHOBEHHHIXDL Audde-
peHIiaThHBIXG YPABHEHI.

Bt mpejucioBin kb mepsofi m3n 9THXD Padorh KOPEHED BRICKA3hl-
BAeTH CBOfl B3LIALL Ha HalpaBreHie padoTh COBPEMEHHBIXL MaTeMAaTHROBD
w15 arofi oGzactu. Ows ToBOpHATH: ,Dans ces derniers temps on a essayeé
dappliquer aux équations différentielles la theorie des fonctions d'une va-
riable complexe, résultant elle méme de l'étude des fonctions algébri-
ques et leurs intégrales. Mais, avec la grande généralité de ses théore-
mes, elle a aussi une imperfection essentielle: & savoir le defaut des mét-
hodes pour le calcul des fonctions inconnues. Or, ce calcul est la véritable
intégration d’une équation, et le but définitif de son analyse. Pour avan-
cer dans lintégration des 6quations différentielles la seule theorie des
fonction ne suffira donc pas; & cet effet il faut y associer des considéra-
tions, qui lui sont complétement étrangeres.

Je pense done, qu'ayant pour but le calcul des inconnues nous

n'avons jusqu'a présent d’autre moyen que de suivre la marche des anciens -

géombtres, c’est & dire, en nous bornant & l'étude attentive des équations
particuliéres, rechercher de nouvelles équations intégrables; et cela d’au-
tant plus, que des cas particuliers frés simples, traités convenablement,
peuvent conduire & des conclusions trés générales®.

CaMBIMH ILIOJOTBOPHBIMH MeTOIAMH BL JaHHOM 001acTH hOpEI/IH"b CUll-
Talb METOLBl BEIMEAro MaTeMaTHEa Oiliepa.

Padors: KopEHEA TPEICTABIA0TD 000K pasBHTie sTHXD METOAH. ['1aB-
HBifi BOMPOCT, KOTOPHIE omb 3xbeh craBurh M pbmaers, COCTOHTH BB pa-
gplckadin BeBX®b ypaBHEHill BHIA

M (y)dz+ N(y)dy =0
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rib M(y) u N(y) wbisia ¢ymrniz oT5 y, KOe(QUIIEATH KOTOPLIXD Kakid

yrouo (yHEmin oty @, aMbomuxL 06miii nETerpasd cibayomeit QopMBL:
(= g )P g )

v om,, m,,....m  JaHEHA TOCTOAHEE, C HPOUSBOILHAA IOCTOAHHAA, H

L

....0, DABIMUEHA Memly co0on (yHEMin 0Th 2. IloXMHOMEI M (y)
u N (y) nojie;rarh HBEOTOPHIMTE OTPAHMYEHIAMD, HAJIATACMBIMG HA HUXTD Cb
b0 coxpanuTh amaioriio u3cabayeMaro ypaBHEHIS Cb OJHEMD UYaCTHBIND
CIY426MT, PAscMOTPBHEHBIMG OH1ePOME.

Bt o6muproii padork Ne 16, nybamsoBanmoii 1 BuAB orabasmoil
Opommopsl Ha (pAHIy3CKOMbL fA3bIES, H HepeBejleHHofl sarbub Ha pyCCkiil
aig mombmenis b MOCEOBCKOMD MaTeMarnueckoM’b cOoprurbh, KoprHED
SAHMMAETCA BONPOCAMH TOTO-KE pOJa, Kakb H ¥L Ipeinaymefi, mo Gorbe
00MMaro xapakrepa.

Bambrra N 17 ecTh crarhd MOAEMHYGCKATO XapakTepa, BH KOTOpOi
aBTOPDL OHpOBEpraers wmonbTky mpodeccopa B. II. Kpmarosa yOpoCTHTE
H3JI0EeHIe PEsyIbTaTORD, MoayuYeHHEXD KoprmEBIME B paborh N 16.

Hepsas usp crareil, moubueHAHXD N 19 6¢Th NpeIBapHTEIbHO CO-
obmerie o padorh RKopkuma, mameuaranuoil notons BL 48 romb Mathema-
tische Annalen, mois TBME ®e BarJaBieMt.

9ra crTarThs BH3Bajia 3aMbuanig r. Painlevé, namneyaranubid Bb TOND ke
CXII romb Comptes rendus. Bropaa crarpra (Ne 19) ecth 0TBBTT HA CTATHIO
r. Painlevé, BB» RoropoMb KODPEHHB ONpOBEpraerhb YTBEPEICHIE aBTODA,
OyaATo pesyiprarsl KopruEA BBHITERAlOTh 3L pabdorTh ero, Painleve.

Tlocmeprasiii Memyaps A. H. Ropkuma, 3ariaBie KOTOparo IPHUBELEBO
BOlIE 3akiouaers BL cedb: 1) obodmenia Teopemt Uednimesa 00b OIpe-
1bienin 1epBOOOPASHEIXD KOpHEH TPOCTBIXD UHCeXh M3BBCTHOR (OPMBI;
2) paab IpejlrokeHifl, OTHOCAMEXCA Kb ABYWIEHHBINE CPABHEHIAMD C'h IIPO-
CTHIMD MOIYIeND B 3) 00mupHylo Tadauiy, 3aRI0YanIlyio BL cedb mepso-
00pasHble KODHU JLIg Moiyaredl, He npepocxoadmuxb 4000, u HBROTOPHIA
ADYTig uicla, HA3BaHHHA ROPEMHBIND Zaparmepaiu, CIyRamia 11g phure-
Hig IBYWIEHHLIXD CPaBHEHIIL.

dra padora OyjeTh HameuaTaHa Ha (PPAHIY3CKOMT A3BIKB BH coOpa-
min counmesiii A. H. Kopkuwa n Bo mepeporbh ma pycckifi 43siwbs Bb Mo-
¢ROBCROMB Maremaruuecrons COOpHHES.

Bt uepmosmxn TeTpazaxt A. H. LopruHa HaxopdTca eme pasidu-
BB 3aMBTRE DO PasHBING BONpOCAMDB MATEMATHEN; Kb comarbmin, He BCb
MaTeMATHYeCkid ero PYKONHCH HAXOJATCA BL HACTOAUIEE BPEMs BB HAEMD
pacnopseHil 1 MBI He MOKEMDH Telepb JaTh OTYeTd 0 TOME, YTO B HHXT
sagmouaeTcd. Yuenad Jharemprocts A, H. Ropkmma He mperpamazachk 10

A l



e hay

caMpIx®h mocabiauxs 15T ero mm3Hm. Pnsmueckia ero cpiapl ObLIM YK
CHIBHO NOJOPBAHH G0XB3HAMU U TPEKIOHHLIMD BO3PACTOMD, HO YMCTBEHHBIL
CHIB 1 cBBRYID TAMATh OHB COXPAHHIL 10 CaMaro KOHIA.

3. Ilpenojasaresbckas abareasocTs HopruEa Mpojoiskalach HOYTH
50 1bTD, Cb UepepHBOMH BL TeueHie JABYXT IBTH 3arpaHHUHON KOMAHIU-
poBiu. Jermin RopEHAD 4YHTAXD UPe3BLIYANHO TPOCTO H ACHO; HE NMOHMMATH
@ro MOTNM TOXBEO Th, KTO BOOONE HEUEro NOHWMATh He Bb cocrosminm. Te-
OpeMbl OH'L  (hOPMYINDPOBAITE BCEIJa OUEHb TOUHO, Raiiblil TeopeTHueckii
BEIBOA®, KAEIVI0 METOLY IOACHAID IpuMbpamu, IoapoGHO IpPOIBIBIBAND
Bch BHEIAIEH, # 10GIB Rammﬁ HOUTH JCKIIM JHETOBAID TpuMbpe 114
VIpa®HEHId, jaBasd CTYLCHTAMb MaTepialb Jid JoMamHell padoTH. Saln-
CHIBATh 34 HHME OBLIO O0YCHB IETRO, & .HOTOMY, BL JATOTPa(HPOBAHHBIXD
JCRIIAXT II0 ero IpeiMery Hukakofi Hajo6HOCTH He OblI0. Bb MepBhIS TO-
1B cBoefi mpemogasaTerbckofl rbsrersHocTH INOpDKMEB UHTAID IERIIM CBO-
00AHO, NpefocTaBIAA CTYIGHTAMD CAMMMB DEIAKTHPOBAThH BalUCaHHOE Ha
IERIiN, HO 3aTBMT, yike MHOr0 IBTH TOMY Ha3albh, MPUIIENb Kb 3aRI0Te-
Hil0, 9T0 IeRminm cIbIyers JAHETOBATH, TARL-KARD YA0CTOBBpUICA, UTO De-
nagmig, cnbramgas caMEME - caymaTeldMd, TpeOyeTh BecbMa MHOTHXD
ncIpaBIeHiii.

HauaBh ¢b IMKTOBKH TAABHBIXTD DPE3yIbTATOBb M TEOPEMD, TOKashiBa-
eMbIX'b Ha neknim, KopEMHD PACTPOCTPAHHIL LOTOMD TY-Ke MaHepy Ha
M3I0EKeHIE caMaro Xoma I0kas3aTelbcTBH. BechbMa yroOHad IId CPETHATO CIy-
uraTeld, 3Ta MaHepa Oblla HBCEOIbKO YTOMHTEIbHA JIS XODONTIATo, MBICIH
koToparo padoraia Osicrpbe, ubMT pyka, samnchBaoIad CIOBa JMRTYIIIA-
ro mpodeccopa. Hbroroprie nsn caymarexeli Kopruma pascrasbipaan Mub,
qr0 BT nocrbpmee BpeMd, ANKRTYA JekIil0, OHBL YacTO 3ariAibBalb BDL Te-
TPALH SAUUCHIBABIINXT I IUKTOBAID Jaike SHAKN IpenuBanid. Bb oToMD ObLia,
mecommburo, mbKoTOpAag JI0Id YTPUPOBEH, OOBACHAEMAd HeloBbpienn Kb
yubmio ciymareneil NPaBHAPHO ¥ TPAMOTHO HBJOKHTH CIHIIAHHOC, HEI0-
pbpie, unbpmee, &b comauabrin, AbKOTOpPOE OCHOBaHIE.

Bb H310keHie YATAEMLIXD HMB IPEIMETOBH, 0COOBHHO II0 HHTETrpHpO-
BAHI0 ypaBHeHiii, koropoe, oHb unTarb cImmEoML 30 abrh, RopruEb BiIa-
TaIb 3HAUATETbHYI IOIW0 TBOpUecTBa. Beakill, KTO 3HAKOMD Cb JeKIIAMuU
Kopkuga 110 HHTETpUpPOBAHIl ypaBHeHifi, 3HAaeTDL, YTO HU BL RaKOME H3D
MEUATHBIXD KYPCOBDH [0 ATOMY IIpeIMeTy, HE TOXbKO Ha PYCCKOMDB, HO U HA
MHOCTPAHHLIXD A3BIEAXD, HEIB3A HaliTH TOr0 H3J0HEHIA, KOTOPAro ACPKancsa
Kopknns. B 0c0GEHHOCTH OPHTHHAIBHO U IPEBOCXOJHO 00padoTaHa Y HEro
CTATBA O COBOKYIHHIXEH OOBIEHOBEHHHIXD 1 epentialbEbIXDs YPABHEHIAXD
II JPABHEHIAXD BB UACTHBIXT IHPOI3BOJHBIXD.
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OcoGenron THTEHCHBHOCTBI0 OTAMYAIACH IpPEHojaBarerbcras NBaTelb-
pocts IfopkmHEA BB Tepioxs BpeMeHHM 0Th Hauaza 70-Xb 10 KoHIA 80-Xb
ronors. Kpomb 06AsarerbHblXs TERIill BB YHUBEpPCHTETB U MODCRON aka-
jemin, 0BG UHTAID HE0O0S3aTeIbHBII JeKNiH BH YHHBEPCHTETH H, HBOPAHHOMY
KPYTy HEO0ABLIOr0 uncaa crymaTernefl, y cefa ma gomy. IIpeaMeToMD sTHXD
reriifi 66110 MHETErpUpOBAHie ypaBHeHil BEL TacTHRIX'B MPOH3BOTHBIXD, IPEl-
MeTh, ROTOpHii 0B, BMberh ¢b Teopiell uucean, H30PAND LA COOCTBEHHLIXD
JUEHEIXD TPYA0BD. Y HBEOTOPHIX W3H €ro CayIIaTeJell COXpaHUIUCh 3alli-
CRE 110 TOMAIIHUME JIeKIiAMb ROpRHHA, OpPEICTABIANIIAME 00PA3IBL U6~
HAro, OPUTHHAIGHAIO H ACHATO H3A0KEHIA 01HOro msb TpyARbimuxs oTrb-
I0Bs AHAIU3A.

He oaubMu TeRIiAMM OrpABHUHMBANACH IIPENOJaBATEIbCEAH IBATEIb-
mocts Kopeama. Yepnad H3b CBOMXD OOMIMPHBIXD MOSHAHIM 110 PASTHYHLIMD
orrbIaMs MATEMATHEN, OHDL uMBIb BB 3amach pasinuHbpld, HHOTJIA O0Y€HDb
TPYARBISA 3a]a4l, KOTOPBIA U Ipejiarant s phiiemis ayunmsms H3L CBO-
IXD VYEHHKOBB, AaBasg UMD TakuMD 006PasoM’b BO3MOKHOCTH HCIBITAThH CBOU
cHIBL U, BB cayuab yewbxa, mOUepmEYyTh 3amach sHEPrim A AarbHBAINXD
HAJUHBIXD 3amdTii 1). Boodme, orHomeHie HOpEHHA KB €T0 YUCHHEAMb, WIH,
EaKD OH'L BCErJa XD HA3HIBAIbB, ,CIYIIATEIAMD®, HCHOJIHEHO OBLIO CAMATO
goxpmoro yuacrig. Hagb TonpEO 0ED 3aMbyalb BL KOMDb HHOYAb HBD CBO-
UXb YUeHHEOBH ABHCTBHTEILHBA CHOCOOHOCTH Kb HAYYHBIMG 3aHATIAMD, OH'B
BCAUCCKH CTO [OOIIPAXb, W, COIMKAACH Ch HUMD HA HAYUROMEL NOUPHILE,
HepbaKo COIMEAICA CL HUNB M Kakh YeI0BBID.

Be nocabpmie rofsl, IpeKIOHHBII BO3PACTD W TOJ0PBaHHOE 310DPOBbHE,
zacTaBull KOpEHHA BHAMOTENBHO COEDATHTH IPENOAAaBATEIHCKEYH IbBATENs-
HocTh. JeRuin BB Moperofi agajeMim oHB cOBCBMD mperparuab BB 1900 r.,
4 Bb YHEBEpCUTETB 0CTABUIBL 33 000X BCErO UETHIPE JEKUIH Bb Hexbao.
Ho ,Kopsmmckia cy660TR“ ocTalMCch J0 CaMaro IocabjiHaro BpeMeH:d
OTEPHITHIMI A8 BeBX'B, ROMY HYKHO OHIO ©b HuMD OechbroBars mo Mare-
sarnih I TOIYUATh OTH HEr0 yueHmil coBBI®.

4. Doszmamis KopkuHa BDL MareMarudeckoii amrepaTypb, 0C00GEHHO
KraccHueckofi, Obl1M TAYGoRM m oOmupHLL DescMepTEnA TBopemia [aycca,
Ditxepa, Jarpamxa, Jemanapa, Janraca, Monma, ®ypse, Ilyaccona, fro0u,
Abexs, Jupuxie OHIM UMD H3YUEHH Cb T010 OCHOBATEIBHOCTHIO, KOTOPYIO
OH'b BEJAJZHBAIB BO Begkroe rbio, 3a koropoe Opaxcg, i, Grarojaps He-
0OBIKHOBEHHO pasBUTON mamsru, cIbIaiuch HPOTHHMD A0CTOAHIGMH €TI0 yMa.

1) Hikotopslsd #8b TakAXh 3ajaubh HOMBIeHH BH ,Intermédiaive des mathémati-
ciens® T. I. 1894 r.
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Pa6orer Bypa, O. Bomme, .liysumis u IPYrux® (Panny3CKUXT MATEMATH-
KOBD IepBOMl IOLOBUHBI TPONLIAr0 croabris Tamme X0pomo ObLIH eMy Hs-
Bberan. Kn HAUPaBJIEHI0, TPAEATOMY MATEMATHEOD BO BTOPYIO IOJOBUHY
XIX croxbria. BB Tepmanin u oTuacTu BoO ®pannin, noxs Biigmiemt Beii-
epurpacca n Pumana, KOpkuHB 0THOCHICS BechMa OTpULIATEIbHO U padoTa-
MH MATEMATHEOBB 8TOH IIKOIB He uHTepecoBaics. CrroHBBI BHBCKOILEO ED
IPeyBe1HUeniaND, Bh Ty ¥ APYIYO CTOpORy, mpH omwbmxh Y4€HBIXD PaldoTs,
OHL H43LIBAID BEIIEYNOMAHYTOC HalpaBieHie ,JeKaleHCTBOMBY. I8t co-
BPEMCHHBIXT, MY MAaTeMaTHEOBSL OHD BBICOKO CTABHITL DpPMHTA, padoTH ero
H3ydanrs, 0 MeMyaps opmuta ,Sur la fonction exponentielle®. sarrouanmrii
BEL cedb mokasaTelancTso TPAHCHEHAeHTHOCTH YHCJIa € (0CHOBAHiA HATypalb-
(HBIXT, JOTApPHOMOBD) HASHIBAND KIACCHIECEAMD. MaTeMATHUECRAST apyaATisg
Ropkera o0HAPYEABAIACH BEChMA ACHO Ha, JMCIIyTaXD; NOCBTHTEIN MaTeMa-
THICCEAXD JMCIYTOBh NOMHATH, YT0 BB kavecrsh ofuuiaisnaro wim Heodu-
WiaIbHATO ONMOHeHTa, KOPRUET BHCEABHBAIE, IO oOBOJIY 3alUHIIAEMBIXD
AUCITyTAHTaMII padoTh, BCEra OUeHh CONEPKATEILHES W UBHABE U IOUTH
BCEra HeorpasuMbid sambuania, Kb caveMn my6Inuns ACIYyTaM'b, BIPO-
qeMb, KOPEHHT 0THOCHICA 10BOIBHO OTPUIATEIBHO, CUHTAd HXTD LIPOCTOIO
(hopMaTBHOCTBIO.

: Wsw apyruxs oGracredi amamis, He COCTABIABIINXD NPEIMETa ero cle-
miaabrOCTH, KOpEHETD Beerza HHTEPECOBAJCA ACTPOROMICH W 00IaIalb BB
Hell COMuJHBIME II0SHAHIAMH, He TOBOpH yike 00D aHAXMTHYCCKOll MeXaHHKS,
ROTOPYI0 OHD DascMATPHBAND, KAKD YaCTh MATEMATHEM, H 3HAJID BEIHROIBIHO.
Bb acrposomin ero npubierara He ojHa TeopeTuuecKad CTOpPOHA, HO U
VPAKTUUECRAS: OHD JOMID HAOIOLATh U IOCRANAND WHOLIA Yachl JI0CYIa
ACTPOHOMUYGCKUMD HAOXIOACHIIM b,

Ppanmysckans A3pikons Kopruat Biagbis mpeBOCXOIHO m Ha HTOMD
A3BIKE HAUHCAXD GOIBNIYTIO TACTH CBOHXH PadoTh. Ha HBMENEOMD THTATE Co-
BEPIIEHHO CBOOOAHO, MOT's H 00BACHATLCA (€3 SaTPYIHEHId, HO IPeII0duTalsh
HOXB30BATHCA, TIAH TOIBKO BO3MOEKHO, (PaHIy3CKEMB, JaTHHCKEMD A3LIEOMD
BIaJBJB CTOIb XOPOWIO, UTO HE TOIBKO CBOGOJHO UHTAID MATEMATHICCKIT
IPOU3BEIEHIS, HAIMCAHHELIA HA STOMB A3BIES YVUERHIXB, HO Jake Takig
rpoussesenisa, kars Oxnr [opanis. Jdyuwis mnpounsserenis IPeBHUXD IIHCA-
Telell, PUMCEUXT M TPeYeckuX’b, OHbL IOYTH Beh npountars B nepesonh
Ha (paHIY3CEill ASHED, H IPOUUTATH BHHMATEIBHO, T. €. TAKD, KAKD HY&KHO
UATaTh BCE, UTO AEIANTD Ylepkarh BL namarH. KoHeuHo, 310 ycaopie me-
00X01HMO€, HO He J0CTATOYHOE: HYXKHO, YTOOLL I HAMATH Oblia pasBuTa, 2
y Kopruna oma Owbia passura usymuTeasno. OHD He TOARKO LOMHHID BCE,
UTO GBLI0 UMD ,BHUMATEIBHO IPOTHTAHO®, HO OTRABHIBAICH Jaike BEpuUTH
APYTUMD, KOTAA OHM €My TOBOPHIH, YTO 3a0BLIE TO, UTO HMH GHLIO HBEOTIa
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XOpOITo H3yueHo. ,BBpHO Xyio M HEBHAMATEILHO UHTAId, & T0 OBl HE 3a-
OLLIM, HTO HEBO3MOEHO®, TOBOPUIL OHDB BB ITUXD CIYYAIXD.

Brarorapd 3HAKOMCTBY Cb APEBHHMH aBTOpaMi ROPRHAD BHAIDL U
MCTOPIHD TPEKOBD U DPHUMIAHD; A He MOTY CYIHTH, HACKOIBKO HTO gHAHIe ObLIO
MHOTOCTODOHHE, HO 3HAK0, 4T0 ¢b (DARTHYECKOH CTOPOHBL I arbch y HEro
OBLIN He3aypPAIEbis MosHAHiA. BT HOBOM HCTOPIM OHB XOPOIIO SHAID UCTODPII
(pasiyscrofi pesomomin 1789 rofa, 0 KOTOPOH MHOTO YHTAID.

MegunuaCkid KHHTH OHB’ TOE MOIB YHTATh, XOPOMIO HBYUMBD TAaB-
HBIf OCHOBBL amaToMim u usioxorin ueropbra. Kro mosHaHid BD MeIAIHED
COCIymMIN eMy BEDHYM, HO IedaibHyo CIYKOy: OFarojapi UMb OHD ACHO
oTiarh cedh oruers B Hemswbummocrn csoell mocrbimedi Goabsnn (HedpuTD)
1 CKasalrb CBOUMI. GIUSKENE 0 Hem3dbmmocTH CMEPTeNhHAr0 ed HCX0/a.

O6pass kusHu A. H. Kopenus Berb caMblii CEPOMHBIN. O6cTaHOBEA
ero KBApTHPLL ORLIA camad Ipocrasd; HUKARUXD HDEIMETOBD POCKOUIM y HETO
He Opl10. EInHCTBCHHOIO whburon Bempbio ero GbLia, XOTA He 00mupHAL, HO
n30paHHad 0u0aioTeRA, 3aRINUYABMIAA BD cedd mbroTopsie BechMa pbikie
SKBEMILIAPE, Kakbh HampuMbph, MOIHOE CcOOpaHie MEMyapoBh [Iyaccora,
Application de I’Analyse & la Géometrie Momka u 1p.

3a rpamuiy, ckoabko MEG m3pbermo, Bamurb OIUMHD HIHM 1B PA3A (ae
cumTas (BYXD IBTH KOMaHAUDOBEN BL Hadarh cpoefl pBATEILHOCTH) M HHLb
81 Mazerprofi TopmeErencroii jepesymrsb. Iocabrmie 10—15 15Th RAHU-
KyIApHOE BpeMd mposofurt Bh larumeb, HamuMad KOMHATy BB TOCTHHEN-
b, Taws OHb H 8aXBOPAT® HHEBMENMD I5T0ME, Bb lIB BEPHYICH HA
TOPOICKYI KBApTHPY, CIETS BH MOCTENh H CROHYAICS 19-T0 aBrycra 1908 r.
0TH HEppUTa.

B, Tocte,




00mig wacabropaid, OTHOCANiAEA KD HATErPH]OBARIN
Bb KOHEYHOMD BHAD fudepeniiadbHbIXD  ypaBuenii
[epBaro mopArKa.

Cmamuva 11.

. Mopayxan-BonTtoscHoro.

§ 1. Hacroamaa pabora mpeicTaBigers NPOAOL&KeHie Apyroil Haueit
padorst, mombmennoii B® ,Coodleniaxs XapbkoBckaro Maremarmueckaro
OdmecTBa® 101b THMT e HaspaHieMB, BT KoTOpoil HaMu phmralca BOUPOCH
0 popmi 06WEI0 UHMEIPANE ATEOPANLECKAO OUPHePentiaisHalo Ypasnenis
NePearo nopﬂd?m, BHLPAAHCALMAL0 65 7{0#&'@L}to.nza 6U0T

Mer mambpensl Tenepb IMOKA3arh, KAKB MOMKHO, IMONBBYACH MOJyUEH-
HHIME BB YHOMAHYTOf crareh pesyaprataMu, pBIIATE APYIYIO 3a1avy, OTHO-
cAmyncd Kb JuQ@PepennialbHEbINTG YpaBHEHIAMT I[IepBAr0 MOPAIEa, 3a1ady
0 PO3LICKAHIN (OPMBL 00MjAL0 PIVMEHIA 1 YPACHEHIA

f@, y, y)=0, (1)
BLLPANCAEMALO 61 KHOHEUHOMD 8“‘072)-

B® orimuie orh nepBoif crarsu, TIB MB ypasEemie (1) mpejamoxaraii
HEeIIPABOJUMBIMG BB 00XACTH PAIIOHAIBHBIXD (DVHRIN (z, y) T. e. [ He
PAsIOKUMBIMG HA MHOKATEId Ch DPAMIOHAIBHEIME OTHOCHTEIBHO (2, ¥) KO-
s(pumienTaMn, Ml O0yieMb Telleph [peinolaraTh f palmioHaabHO oTHOCH-
TEIPHO ¥, HO HE & W HEIPHBOIUMOCTL ypaBHeHid (1) MOHHMATh BB cMEICIH
HEPASONCUMOCHU | HA MHOJNCUINeAU, panionatvivie omuocumearno (i, y').
HNonumag moxs f pamioHAIPHYO (YHRIOID OTH BEIHYHHD, 3aKTOUCHHHIXD
BL CROOKH, ypaBHeHie (1) Mokewb IHCATh Bb BUI:

f('Ta §1 Y, ?/!):0; : (2)
ik § onperbagercda aireGpamvTecKIMTE YPaBHEHIEME:
i gy==0 (3)

u mpeimoxaraTh ypapHeHie (2) HeIPHBOJIUMBIMNTG BB 06JaCTH PAIiOHAILHBIX'D
¢yEEOiE (z, &, y).
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00uyia OCHOBHBLA (fopibt O

1) umwmepaia, evipasicaenaio 65 Konewnoms 6udm (1 CTaThA);
2) prunenia, GuPANCAeMalo 65 KOHEUNOMs GUOID (2 crarpa).

I. 3anaua 005 wwmepuposanin BB KomeunoMb BUTh Iuddepermials-
HAr0 ypaBHEHiA 0epBaro NopAfka HPHBOAATCA Kb IBYMD 3a7auAMD.

1) Paspickanie wacTHaro marerpaia BHIA

k=m

a)—H(x y, -+ legﬂ(x ¥, 1)

—if

YpaBHeHjH BT YaCTHBIX'L IPOHBBOIHLIXD:

dw ,
q)(aﬁ Jat) ‘i‘@”(m J: 7:1(‘%: Y, t)a

ik ¢ ouperbagerca B® (2, y) auredpandeckuMbL YPABHEHIBMb.

2) 3azava 00> HATEIPUPOBAHIE Bb KOBEUHOMD BHIB airedpamueckofi
(yHELIIN BHJA:

VGG, y, [, y, )do+N(z, y, t)dy]
WIH TPAHCHEGHICHTHON BHIA:
BEOH (@, w, 0B (@, y, 8] (B (=, u, O]
(M (z, y, t)ydx—+ N (2, y, t)dy]

Hy, H.p,p,G, M, N, ® 03qauan1h palioHaIbBa QYHELH (2. y, 1)

1. Bagaua o pasvickaniv prwenis Bh ROHETHOME BB, T.e. 00'b OlIpe-

ABIeHin ¥ BB KOHEUHOMD BHIB CBOAMTCA TOKE KB IBYMD 32]aTaMb:
1) Paspicranie arrebpamueckoff molcTAHOBEU

7""‘@('3 S, Y, A]I/G(l b]

HId TpaH CILGHILGHTHOﬁZ

y = Hcﬁ PRy

OpH IOMOIIM ROTODPLIXD ypaBHEHIe (2) NPUBOIUICI Kb YPaBHEHIN

=g, & V6@ §),

d:r

r,rl,ﬁ ¢, G panioHaibHEA (yHENH (2, §).
C.oM0,
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(3]
TPAHCTIEHTEHTHBIXD, T0 ¥ = Q (, —) Oyaers arredpanyeckof Qyurmieii o,= Co @ HHC-
: Y » o) OV D g QY 1

g —

uMban 6bl

[N(g)]91:92:~-'gp:0:H(lg?h)=‘n($7 O= 0.. 'Or s 17 Lo 1)

LRSS

orcioa cIrbrosaio Om, uTo lg7, ‘aareGpamueckas (YHEUIA 7, > MEro, KOHeUHO
OBITH HE MOKETH.

TakuMD 006pasoMs BB 7 MOKETD BXOINTH TOABKO OJHA H3H KATErOpid

pyrguii
b, I 7,.

IToaToMy BO3MOMKHEI TOJBKO CIyYAM

(. . e={
(11) &= lg$
IIpn sroms 85 mepeons cayuab H arredpanveckad QYHELIA OTH &.

Ecan 8p 7 BXOIATE 7,, TO

: y=H(lg#),
rib ¢ymrmia H Takosa, uTo

z : o
[H(lgm]q;gg:...%:u: Hgn)=x(, 0, 0...0 73, 1...1)

‘1)2:7]3:.,.7]9:1
Taks rars H(lg9) moryuaerca wusb H(lgn,) npocroii sambuoi 7,
Ha ¥, TO
H{le =gl 0 0000 W, TRy

TPeICTABIAETD alredpandyeckyio (QPYHELIID OTDH & = e°,
O6a peayrbTara MOEKHO cOCIMHNTH BB cabiyomeii gopyub

y=2%2(z, o) : (33)

rab £ aareGpanuecrag (yHRNiA TPAHCHEHIGHTHOR ¢-TO Kiacea: © H TpaH- oy

CUCHICHTHBIXs HUCIIUXB KIACCOBD. :

® DPABHO & WIH {; KOHEUNO MOKHO TAKKe nox0xuTh © = C% (31") n
o=_-C (32"), mnomarag Bb (31") C={[y,]*, 118 2, pamioraisHOe
UHCIO, X, TPAHCIEHIEHTHAA Raacca < (¢, a Bb (32") C=2,lgy, H u mn
MOKEMT, BHICKA3aTh TOIYUGHHHI DEBYIBTATH Bl crbayomeit Gopmb:

1) Bs cawoms xbuh, ecim y mpejcTaBIAeTH aaredpaundecky0 (QYHEIID © ¥ HECHHXDH

WAXSs TPAHCHEHIeHTHEXD, Bb UHCIh KOTODBIXE C.
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Eeau waemuoe prwenie  amedpawueckaio duddpepenuiaivnan ypasne-
WAL NEPEAI0 NOPAJKA BYIPANCACIACA 65 KOHEUNOMs 6UOW, ¢ 00M2e He Ebipa-
HCALMEA, MO UACHIHOC PIULEHIE NEODLOOUMO O0NIICHO Gbiih ATACOPAUUCCRUMS.
Ocobermoe phuenie, raks coswberroe pbmenic ypasreniii:

-

N (') of |
g A o0z dz/

T0IRHO OBITH BCETIA AITe0PANYECKHMDB, HE3aBICHMO OTH TOTO, BEIPAEAETCS
i BDL KOHEUHOMD BEHIb odmee pbmenie mim whrs.

§ 6. Ilepsoe ocHOBHOE CBOMCTBO YpaBHEHid, phmraeMbxs Bh KOEEU-
HOMD BHAL, cBAsyerh Hamu mscabioBamis cr.paGoramu Remurcoeprepa 1),
OTHOCAIMHUMHACH Kb KIACCY YpaBHeHIHl epBaro mopdira, 00JajalolluMb HTHMD
CBOICTBOME. Bropoe cBoiicTBO 1a€Th BO3MOKHOCTD BOCIOIR30BATHCA H3CIB10BA-
gigyun Ileniess 2), OTHOCAIUAMHCA KD YPABHEHIANT IEPBAro MOpAZEA 0CO0AT0
RIacca. A, IMEHHO, airedpanyeckas 3aBICHMOCTh MEEIY ¥ U Y, (3HAUCHIeMD
Y UPH ¥ = a) SBIAETCA XapakTepHbIMb CBOICTBOMT ypaBHEHill, 001a1a0IIIXE
00muMb phuieEieNE Cb BOHCUHEING Oupe BICHEEME YRCIOMT 3HAUEHIl 0K0I0
IOJBUEHBIXD (T. €. 3aBHCAUIUXT OTH §,) KPUTHYECKHXH Touekb. Ilemiens
HBCABIYeTH yCA0Big, UTOGE 3ajaHHOE YpaBEeHie TNPHEALIERAI0 Kb TAKOMY
EJaccy YpaBHEHIH, m JaeTh METOAB LM olpelbieHiA BH HHHXD CIYIAIXD
MpH HAIAYHOCTH STUXD yeioBill o0maro phumenid ypasHerid. Bs stuxs cay-
4aaxt uscabrosamig Ilemness paoTh Tarme pbuienie uzcrbiyemoii Hamu
33Jaui HHTETPUPOBAHIA BH KOHeUHOMD BHAB YpaBHEHIA IepBaro II0pska.

Ocrapiga moxyaa nscabioBamie nmrepecHOfi ¢BA3M HAIINXD H3cIbioBa-
Hili ¢b paboramm Ilemness, MBI BEIOEmpaemt Goabe mpocrofi crnocodD m3cab-
JOBaHiA, HesaBHCUMEL 0TL pe3yibTaroB® [lemness u omupaomifica ma pe-
3yIpTaTLl Halefl mpeasigymeil padoTsr, oTHOCAME CS KD m@d)epemnubﬁmm.
ypaBHEHIAMD LEpBaro MmOpsiRa.

3ambroMn mpemie Beero, uto, ecam obmiee phmenie y Bepamaerca
Bh KOHEUHOMT BEIB, To oupexbiaa ush ypapHeHii

y= 2(a¥)

y==2(+8)

Y) L. Koenigsberger. Allgemeine Untersuchungen aus der Theorie der Differenti-
algleichungen. Leipzig 1882 s 50

%) Paiplevé, Lecons sur la théorie analytique des équations différentielles.
Paris 1897,

Tome Bp Annales de 'Egole Normale t. 13 (1891):

Painlevd. Sur les équations différentielles du premier ordre.




























































































































