Hpplication de la méthode des fonetions fondamentales
a I'étude de I'equation différentielle des verges vibrantes
élastiqes.

par J. D. Tamarkine.

L’étude des vibrations transversales d'une verge élastique nous ra-
méne tout d’abord & l'intégration de I'équation différentielle

- [7" (®) %xl]: LEW Y@ E ey

ot 7(x) et p(x) sont les fonctions données dans I'intervalle (a,b) corres-
pondant & la longueur totale de la verge considérée; i est un paramétre
indépendant. La fonction V (2) doit encore remplire certaines conditions
aux limites dont la forme est distincte selon que la verge sera encastrée
ou seulement appuyée dans a et b.

Cette étude conduit ensuite au probleme de développement d'une
fonction donnée f(x) suivant les intégrales particulieres de 1'équation («).
Les pages qui vont suivre seront consacrées & l'etude de ces deux
questions.

Au lieu de I'équation («) nous allons étudier 1'équation plus générale

Z;% [r (z) %] =[p@)—q @ V(x)......ilos (3)

q(x) étant de meme une fonction donnée de x.
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§ 1. Considérons d’abord un probléme auxiliaire:

Déterminer la fonction W () finie et continue avec ses dérivées de
quatre premiers ordres salisfaisant a Uéquation différentielle

[ 7 d; LZ] = [4p (@) —1 (l)] W)yl o L o e @

jointe aux conditions aux lzm@tesr
Wola)y— W) =W'{a)=W'(B=0:9.. . v..c.. (Ia)

dans cette équation r(x) est une fonction continue avec ses dérivées de deus
premiers ordres dans (a, b) satisfaisant & la condition

e e e R (R RERENS S e (Ib)

ry Gtant une constante positive;
q (x) est une fonction continue satasfmsant & la condition

T e e R R (Ic)

; p(x) et f(z) sont les fonctions continues données. dans (@, D).
Enfin 2 est un paramétre indépendant. ‘

F Dans tout ce qui va suivre nous éerirons simplement
H ~ 2 (p)

i ~au lieu de 'expression

‘: d— r(z )dz

. dx? da?

Appliquons la méthode de la ,variation des constantes & l'équation
linéaire (I). En désignant par

T A s e e T O SRR (1)

les quatres intégrales particuliéres distinctes de l’équation

B 1) B o N T e s - (1a)

1) (Ces conditions correspondent au cas, ol la verge est encastrée dans (a, b).
On désigne par F(z), F'(x), F"(»), F'''(x), FIV(x) les dérivées de quatre premiers
ordres d'une fonction arbitraire F'(x). '
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l'intégrale générale’ de l'équation (I) sera:

4 4 z X
W ()= C,0,(x) -+ 3 w_(x)j‘ ’FT" de,
K=l “h=1 a

ou l'on a:

=
W

=

fen 2]
O S )

les X, étant les mineurs de ce déterminant relafifs & la dernitre ligne.
On sait bien que la fonction D ne dépend pas de 24 1). Pour obtenir la
solution du probléme proposé on doit encore satisfaire aux conditions (Ta):

W (a) Zé C.v,(@)=0
k=1
W(b)\:é C.v, (D) +m(b)=0

4
Wi(a)y=3 C.v/ (@) =0
k=1

4
W)=Y v, (b) +m'(b)=0,
=1
m (z) désignant I'expression

4 me
v (%) f ol
k;l . g a -D

Il faut remarquer que les fonctions (1) sont des fonctions entieres
du paramétre A (ce qu'on peut démontrer immédiatement). Il en sera de
méme de la fonction m (2) et du déterminant o (2) du systéme des équa-
tions (2a) rélatif aux constantes C),. Le systéme (2a) peut étre résolu
par rapport aux C,, pourvu que e (4) soit différent de zéro; chacune de
ces constantes sera représentée par une fraction dont le numérateur et
le dénominateur sont des fonctions entiéres de 2.

Nous aurons, par conséquent,

Uz, %) et () étant des fonction entitres de 4.

1) Voir p. ex. Goursat, «Cours d'Analyse», t. II pag. 413—418.
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Le second membre de la formule (3) cesse d’avoir un sens pour
A=2y, ou 2, est une racine de l'équation

o(4)=0.

Le point 2= 2, représente une singularité de la fonction W(x). 1l

est évident que toutes les singularités possibles de la fonction W (z),
considérée comme fonction de 4, sont des poles. Nous verrons plus tard

que W(x) ne peut étre holomorphe dans tout le plan de la variable
complexe 2 que lorsque f(x) estnulle identiquement dans (a, b) [on aura
alors W(x)=0 dans (a, b)];—par conséquent W (z) aura des poles
effectifs toutes les fois quand f(z) n’est pas nulle identiquement dans (a, b).
Nous démontrerons maintenant qune tous les poles possibles de la
fonction W (x) sont toujours simples et réels.
Soit
: A=1],

un de ces poles, d’ordre m (m>1). On peut écrire:

u, (1) U, () wy ()

(A— )™ = (1_20)nz—1+- . -+m-—}—u(ﬁc, A} nt8a)

la fonction = (x, 2) étant holomorphe pour A — 2, Substituons cette

expression au lieu de W (x) dans les équations (I) et (Ia); on trouve,
aprés un calcul simple,

L (Unm) = (Ao — q) tn
2 (%m_g ) == (lop_q) Uy —g "{_pum—s-l-l (s=1, 2..., m—1)
Um—s (a) = Um—s (b) = Um—-g <a> == Um—s (b) = (o= ntioi ey, 1)

.(3b)

Les deux premiéres des équations (3b) nous donnent:

% b
J pu, dx =S [ U, 2w, )—u, 2w, ) ] dae=10.

a

D’une maniére analogue on trouve

b b b *b b
ZOJ pudy = J u, L2, ) de 4 S quz dx :J r(u) )dx —}—j qut de
a a 1 a a

Pour que ces deux égalités solent compatibles, il faut et il suffit
que la fonction w () soit nulle identiquement dans (a, b). ’
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Nous démontrerons ds méme que

w (I)EO dans (CL, b) (s=1, 2, . . m—2),

Mm--5
c’est & dire que le pole 2, de la fonction W (x) ne peut étre qu'un pdle
simple, 8’il existe en général. Il est évident aussi que tous les poles pos-
stbles de la fonction W (z) sont distincls de zéro.

Montrons maintenant que le péle 2, est réel. Désignons par Uj(z)
le résidu correspondant de W (x); c’est une fonction non nulle identi-
quement dans (@, b), si 4, est un pole effectif de W (z). On trouve sans
peine

L (Uy) = (2o p—a) Uy } _____ (4)
Uy (@)=l el Y =, (B =0 |

Soit 1, un nombre complexe
A= 2,14

Up(x) = Uy (2) 49 Upgs () -

el

On déduit de (4)

R(Uy)=2'pUpn— 2" pUge— qUpy
2 (Up) = 2'p Uy + 20'PUgs— q U,
Upi () = Uy (0) = U'gy (@) = U' 1 () = Upy (@) = Upe(b) =
‘ = U'gy(a) = Up(b)=0.

De ces équations on tire
. /
l”OSp (U2, U2)dz=0
b b b
Ay f p (UL U3)dr :j q(U2,— Ul,)dx —|-5 r [(Ugl)2 + (U,,)?]dz

ce qui exige que l'on ait
Lo==0
car U,(x) est différent de zéro, d’aprés I'hypothése faite.
§ 2. Nous allons démontrer maintenant la proposition fondamentale
que la fonction W (x) ne peut étre holomorphe pour toute valewr de A, x

élant quelconque dans (a, b), que lorsque [(x) est identiquement nulle

dans (a, D).

=
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En appliquant la méthode classique des approximations successives,

nous nous proposons de développer W () suivant les puissances crois-
santes de 4:

W(z) =§ T e e (5)

n=—0
On trouve
2 (109) =— quuy + f
Lw)=— Qe ~-pw, ., e e, (5a)
w () = w (b) = ws'(a) =w'(b)=0 (s=0, 1, 2...)

On doit remarquer d’abord que la somme de la série (5) vérifie en
effet les équations (I) et (Ta) et présente la solution du probléme proposé
toutes les fois, quand elle converge uniformément dans (a, b). Pour nous
en assurer, admettons la convergence uniforme de la série (5) pour une
valeur de 4. En désignant pour un moment par W(xz) sa somme, la
fonction W (z) sera une fonction de # continue dans (@, b); nous pouvons
donc déterminer une fonction w (x) satisfaisant a I'équation

Rw)=—quw-Ff@)+pW@) oo ... (5b)
avec les conditions aux limites:
w(@)=wb)=w'(a)=w (b)=0

On peut caleuler ceite fonction w () [qui sera unique] & l'aide de
la méthode de la ,variation des constantes®. Désignons par -

Y1(@), v (), ys(@), yy(2)
les quatre intégrales distinctes de I'équation différentielle
2(y) =—q.y.
L'intégrale générale de (5b) sera
4 .
w (@) = 3 O,y @) +n (@),
k=1
ol

)

‘m, (@)=~ é Y, (@) J‘x(f—i_“)i% dr
k=1 @

T ey -



4 désignant le déterminant

P Y1 Z/zl Ys Y

et Y, ses mineurs relatifs & la dernitre ligne. Il ne nous reste qu'a
satisfaire aux conditions

w (a) = 2 Ly (a) =

wib) = 2 C,y,(b) +n(b) =0,

k=1

4
wia)= 2 Oy (o) =20;

- w(b)_Z C.y(b) + ' (b) = 0.

Cela est toujours possible, si nous choisissons les intégrales y, d'une
maniére convenable. D’une maniére tout & fait analogue on calculera
successivement les fonctions w, (x) définies par les équations (ba). Substi-
tuons maintenant dans lexpression trouvée ci-dessus de w(#) la serie
(5) au lieu de W (x) et intégrons membre par membre; en comparant le
résultat ainsi obtenu avec les expressions analogues pour e, (z), on
gagsure, apres quelques calculs simples, que la fonction w (x) est iden-
tique & la fonction W (z). Nous aurons alors:

LIW)=(p— W +T
W)= W(b)=W ()= W ({b)=0
o
Tout est ramené ainsi & l'étude de la convergence uniforme de la
série (5). Nous avons déja vu que les poles possibles de la fonction W (x)
sont distincts de zéro. Cela nous affirme l'existence d’un nombre 2'> 0
tel que la série

.

Z 2w (x) y

soit convergent et représente la fonction W (x) pour foute valeur de
dans (@, b), pourvu qu'on ait
EAl e Al

-

|
|
|
%
|
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On peut démontrer sans peine que cette série est wniformément
convergente, pourvu que |2 |<C 2. Désignons maintenant par 2, la plus
grande de valeurs de |4 |, pour lesquelles la série (5) est uniformément
convergente dans (a, b) [plus exactement: 4, est la limite supérieure
précise de dites valeurs]. Il est évident que

e

Nous dirons que 4; est le «rayon de convergene uniforme» de la
série (5). Il est clair que 2; sera en méme temps le rayon de conver-
gence uniforme de la série

Z (— 4)"w, ()

$:=0

et, par suite, 4; ne peut pas surpasser le rayon de convergence uniforme

de la série
0

Z 2‘?%——1 ?02”_1($)-

rn=1

Multiplions celle-ci par p (:c) w, (x) et intégrons membre par membre
entre a et 6. Il en résultera la série

(&
A S R (6)
. n—1
W, désignant l'intégrale

)
W"ZJ pwgw,, | dr m=1,2...)
@ .

Le rayon de convergence 2" de cette série ne peut pas surpasser Ay.
Calculons 4'. Intégrons pour cela W _ par parties en tenant compie des
équations (5a); on trouve

I‘Vn=5 pwow,  de= j‘ pww,, dr=...=

a

—jpwn Nl s e e 8 S e (6a)
et de meéme:

* b
W"@—_S pw, wdr= | w [L(w)+ quw]de=

=t j‘ r(w)?dr 4 jﬂ G A e i S (6b)
d’ou il suit :
. =0,



On a enfin

' b b
anj pw, o0, 0= ( w, ., [Lw, )+ qw, lde=

w0
b

b

FLrL " "

— g "W, _y Wy, 4% + 'S qu,_, w, +1dx.
i

a@

; Moyenant - les inégalités connues de Schwarz [plus exactement
celles de Bouniakowsky )] on trouve sans peine

HE W Wy

Wi
W’l’/

w W
__J:>_2>._'>

W,~ W, g

Les inégalités (6¢) nous affirment I'existence de la limite

,W'n--]

n

lim

n—_—0co

=

Or “cette limite, quahd elle existe, est égale exactement au rayon de

convergence de la série (6), donc

W1

n

lim

n=co

=70
Nous avons enfin

1" Wl
§o= e .

w,
W,
pas nulle identiquement dans (a, b); donc le rayon de convergence uni-
forme de la série (5) est fini. On en conclut immédiatement que la fonc-
tion T (x) ne peut pas étre holomorphe dans tout le plan de la variable
complexe 2, si f(z) n'est pas nulle identiquement dans (@, b). L’existence
des poles de la fonction W (z) est ainsi établie. Ces poles sont tous
simples et réels, et le plus petit entre eux est égal & =+ 4;.

Le rapport a une valeur déterminée et finie quand f(z) n'est

1) Voir Bouniakowsky, «Sur quelques inégalités concern. les intégr. ordinaires ete.»
Mémoires de 1'Acad. de S.-Pétersbourg, Sér. VII, t. 1. (1853).
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§ 3. Désignons par

les poles consécutifs de la fonction W (x), rangés par lordre croissant
de grandeur de leurs ‘modules. Soient

Ul(x) : U.z(a;) o o e A R R e (7a)

les résidus correspondants de W(z). On trouve sans peine

LU)=@p—U,
il = 0 e B th =0 e s (Th)

Ces f_ormules nous donnent d'un coté:

g A
SpUsUsldx =) Gl el Su s, (Tc)
et de l'autre: : |
b “b : "%
ﬂ,s.f'pr dz ==J£2(US) U dzx + j qU2dx =

a

e

— (br (U2 dx -+ j'bq T AR SRR S e (7d)

- La fonction U () étant différente de zéro dans (e, b), mnous pou-
vons conclure de cela que l'intégrale

b
SpUjdx,

est toujours différente de zéro et qu'elle a le méme signe que 4,. Nous
pouvons donc toujours construire les fonctions V() ne différant de U ()
que par des facteurs constants, et vérifiant non seulement les équations
de la forme (7b), (7c), mais encore l'égquation

)
5ijda‘c= +1,

a

ou le signe + est pris selon que 4  soit positif ou négatif.

La formule (7d) nous donne alors

b b
S r(VS")2 dx -+ qufszdx—;|ls|

a



ce qui nous permet d’établir une propriété remarquable des fonctions V().
En effet, la formule précédente nous montre que

! " ‘ ls 1
( Vs )2 IR =
a To
On peut donc écrire

'[Vs (x)] = [ 5 : V;de{ (b—a) jb(vg)z ds,
J‘b (V) da = —j vV dy < l/j‘ Vide S (V")gd:c

a

Par conséquent, on a

[Vs(:c)]g o l/ EX |/ j V2dz.

Intégrons les deux membres de cette inégalite entre et b et di-

visons ensuite par
-b )
l/j Vidx.

a

V[ na<SZyin

ce qui nous donne enfin

On trouve

| V(@) | < NV]A,] dans (a, b),

oit N est une constante ne dépendant que de la forme de la fonction 7 (z).

A chaque fonction donnée f(x) on peut faire correspondre
un  ensemble déterming de  fonctions fondamentales® V(z) et de

_nombres caractéristiques® correspondants 4. Nous allons démontrer.

qu'il existe une infinit¢ de fonctions fondamentales linéairement distinctes
et de nombres caractéristiques. Supposons pour cela que le nombre de
fonctions ¥ (#) linéairement distinctes corr espondant a une fonction donnée
f(z) soit fini et égale & m. On pourra toujours construire une fonction
@ (z), non nulle identiquement dans (a, b), verifiant les conditions

b
S g Vidr=0 (F=1,2...m) s+ oneas (8)
a

T e e e e
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Désignons par W, la fonction analogue & W (x) vérifiant les
équations

QM)=0UGp—q) W49
Wi(a) = Wyb) = W, (a) = W,'(b)=0. ......... (8a)

La fonction Wi(z) est une fonction méromorphe de A, parce que
9 (z) n’est pas nulle identiquement dans (a, b). Soit g, un de ses poles
effectifs et Uy(x) le résidu correspondant. C'est une fonction mnon-nulle
identiquement dans (e, b), et l'intégrale

*h
J pU2ds,

est différent de zéro, ce qu'on peut démontrer par des considérations
identiques a celles des pages précédentes, On a en outre

L(Up) = (uep — q) U,
Us(@) = Uyb) = Uy'(@) = U,/ (0) =0. .......... (8b)

Les équations (8b) et (8a) nous montrent:
b /)
§¢Uodx+(z—uo>SpU0W1dx=o.

Or en voisinage du point 2= g, on peut poser
Uy

W= i

~w(z,'2)

w(z, 2) étant une fonction holomorphe de 2 pour 2 = y,. Substituons cette
expression au lieu de W,(z) dans la formule précédente et passons a la
limite pour A=g,; on trouve sans peine |

% ) '
j e g f i g R (80)

Supposons maintenant qu’on peut présenter la fonction Uy(x) comme
une combinaison linéaire des fonctions V (x). On peut écrire alors

UO(x) et 2 a’s Vs(x) 9
S e=1
a, étant des constantes. Les formules (8¢c) et (8) nous donnent

b
E pUds =0,

ce qui est absurde, d’aprés les considérations précédentes.



Nous pouvons donc toujours obtenir une fonction fondamentale Vo(x),
qui sera linéairement distincte de V (#) (s=1,...m), en multipliant U,(2)
par un facteur constant convenablement choisi. On peut déduire de cela
l'existence d’unme infinité de fonctions fondamentales linéairement distinctes.

Construisons maintenant toutes les fonctions fondamentales possibles
correspondant aux diverses fonctions f(x). Nous les désignerons par

o Bl V) Vala)s Vale). .o Pz
Les fonctions fondamentales
AT S R s R S

correspondent ici aux nombres caractéristiques

et ey ok

négatifs, rangés par lordre croissant de leurs modules, de méme les
fonctions fondamentales

Vg, Bl Vr)

correspondent aux nombres caractéristiques

A Bl e el S

rangés de la maniére analogue.
Nous allons établir I'inégalité imporfante

|2-—_}-s‘\ < st

A étant une constante positive ne dépendant pas de s. Il nous faudra
démontrer d’abord deux lemmes préliminaires,

Lemme 1. Si une fonction continue o (x) a les dérivdes intégrables
de deux prémiers ordres dans (a, b) et en outre satisfait aux conditions
b
o (a)=w(b); 5 @(ahde =1

13

rb
5 (w")? dx

a s mt
j'bco“’ dx Faloie

on aura towjours
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M. W. Stekloff a montré dans son mémoire important 1), qu'on a

b
J (0')?dx

(7] > .752 (10)
jb@z dx T (b— a)2 ................

pour chaque fonction @ (x) ayant la dérivée premiére intégrable dans (@, b),
si elle vérifie en outre la condition :

j.b@ () de=—10.

a

Cette condition est satisfaite par les deux fonctions w (z) et o'(z).
En les substituant au lieu de O (z) dans (10), on déduit:

%
J(co’)'?dx ;

L >,
joﬂ dx T

jb(w")g dx
a g

e 5
Y(CO’P e

a

En mult‘ipliant membre par membre ces deux formules, on trouve
(Da) e q. 1 4.

Lemme 2. Si les fonctions donndes

Py (SE‘), Vs Pom-13 (JE‘)

non-nulles identiquement dans (a, b) ont les dérivdes wntégrables de deux
premiers ordres dans (a, b), on peut toujours choisir les constantes

) Aoy - .. a2m—‘,—3
dans expression
2m+-3
g @)= a2
=1

') Voir: «Probléme de refroidissement d'une barre hétérogéne». Ann. de la fac.
des sciences de Toulouse, 1901, pag. 295—296.



de la maniére qu’on ait

b
f (9")? dw
T

> Lt

&gp?dx

L élant une constante ne dépendante pas de m et de la forme de @, (x).
Divisons l'intervalle (@, b) en (m + 1) parties

((1) al)) (al; a2); ‘0 (am—l; (47 ); (am » b), ........ (11)

ATl 4

b
dont chacune a la longueur totale moindre que

Déterminons ensuite les constantes

al 2 7052 R a2m—]—3 :

[ou, plus exactement, leurs rapports] de la manidre suivante:

o, 2m—+-3 0y
y Plridy = >l oe)de—0,
a k=1 a
b 2m41 b
5@0(&6)61:(;: Ya | o @de=0,
[ L= B
243 :
P (@) — @)= 3 afpt)—g¢la)]=0,
=l
2m—+-3
¢(b) i) q>(am) == 2 Otk [@k (b) ST @k(am)] = O;
=1

¢e qui sera toujours possible. Posons pour la symétrie
Gp=0} Ony1=—b,
Le lemme 1. nous apprend que

fa3+l(¢,/) dxz

ag > ;i
jw ordy  — Gepi— apt

s

(=010 2 S im)

par ce que la fonction ¢ (x) satisfait aux conditions du lemme 1, quand
C. MO0k g 5
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les «, sont choisies de la maniere indiquée. Or on a, d’'aprés la suppo-

sition faite,
b—a

m

j Topdn
ag LR e 7. mi
S’as-{-l@z £ = (b._ 0,)4 .

g

Qg 1— s < (=0, 1,...m),

donc on aura

D’un autre: ¢oié

j (mu 2 Jo _ Sa5+1((pu)2 d
s_O ag

g tdx Zj(sﬂqﬂ dz

—olay

2

(%

ce qui nous montre immeédiatement que

*b i
11\9 5
ju((p) - - Zt. mt
% =
jqﬂdﬂc (b a)?x
g g foad 5

Revenons maintenant aux nombres 2. Posons:

= Lpit.

2513

Vig)= > ¢ V. (),
k=1
b : ' b
I:S V2dz; I’:fT(V’/)gdw.
Choisissons les ¢, de la maniére qu’on ait

j (V2 dy
S>> g
I 7y J’ 72 d o,

ce qui est possible en vertu du lemme 2. Nous aurons

2543
I'=3%a Zj r (V. dz— ‘)Za ocj‘ r VoV do =
=1
2543 3 b 2543 2543
:kZZkak~ SQ[E ]dx< 22
=1 a =l
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On trouve de meéme
3 2843

1afEn 1
S 9
I>PLV dxr— Pk_—_zl: a,

P désignant max |p| dans (e, b). On a done, en remarquant que 4, sont
rangés par l'ordre croissant de leurs grandeurs,

25--8 s
S k21 oA
T < P 23—-;—3 —<~ 2’2.9-*—3 ¢

>0
5 =1
Par un calcul simple on déduit ensuite
A, = A5,

4 etant une constante positive ne dépendante pas de s, c. q. L. d. Les
mémes conclusions subsistent aussi dans le cas de s négatif. Les consi-
derations précedentes nous affirment cette proposition fondamentale:

Théoreme 1. Tout intervalle (a, b) donne liew & wne infinité de nom-
bres caractéristiques wégatifs et positifs

A i 2

A R R I s e

g AR oD

12

[rangés par Uordre indiqué sur la page 28] et de fonctions fondamentales
correspondantes

V@ Vo), F ), Vo), By oy v s
vérifiant les équations différentielles
2V )=I4p @) — @V, (&)  e=iriys,. 5 .00
Joinles aux conditions aux limites ;
V(@)= V1) = Via) = V) =0.

Chacune des fonetions V(x) sera bien déterminde, si nous ajoutons
encore la condition swwante

b
Sst“‘d:cr-;l—_ i

a

le signe £ étant pris selon que J._soit positif ou négatif. Les fonctions V()

satisfont en outre awx conditions




A A Oy 2 b . 2 11

o o g

g

e RAR AT

Bt IR

b o

[l Sy Mmoo

p

R R T

i, W

PRI pe———

B

b
ngsVsldeO Sy s S 8y 5
| V)| < NVTL] e=d142,00, =rooeer (I1d)

N étant une constante positive ne dépendante pas de s; ; les nombres 1
satisfont aunx wmdgalités

Ll et e AL DL S SR e
La solution de Udquation différentielle

B(W) = [Ap(x)— g (@] W@ L F@), oovvninnn (1)

» . [} -l .
jotnte aux conditions

Wia) =Wib) =Wi{a) =W'(B) =0 .......00.. (Ia)

f(x) étant une fonction continue dans (a, b),— est une fonction méromor-
phe de 2 dont tous les poles font partic de la surte (I1) et tous les résidus
ne different des termes correspondants de la suite (11a) que par des facteurs
constants. Powr quun nombre 2_mne soit pas pole de W (x) il faut et il
suffit que Uon ait:

jbst(x)dx———O P ‘..-(Hk}

RémarQuons que les propositions analogues rélatives au probleme
de refroidissement d’une barre hétérogene (I'équation differentielle du 2me
ordre) sont établies récemment par M. M. Mauro Picone et Samieleviei ?),
4 laide des méthodes tout & fait différentes des notres ayant pour base
la théorie des ¢équations intégrales. Dans l'application au probleme des
verges vibrantes élastiques les propositions analogues au théoréme 1 sont
obtenues par M. 4. Davidoglow®) dans les conditions beaucoup moins gé-
nérales |p(x) >0 dans (a b), g(x)=0] et par les méthodes différentes
des notres. Les méthodes exposées plus haut sont analogues a celles de
M. W. Stekloff, qui les a introduit dans l'étude du probleme de refroidis-
sement d’une barre hétérogéne depuis lannée 1896, dans une série
de travaux 2).

1) Voir: M. Picone, «Sui valori eccezionali di un parametro» ete., Pisa 1909,

S. Sanielevice «Sur les équations différent.> ete. Ann. de I'Ec. Norm. Ser.3.t.25 (1909).

2) A. Davidoglow. Sur les équat. de vibrat. des verges élast. Anmales de I'Ee.
Norm. Sup. 3 Sér., t. 17 (1901) ainsi que «Btude de I'équat. diffévent.> ete. Ibidem,
3 Sér., t. 22 (1905).

3) Voir C. R. depuis 1896 et surtout le Mémoire cité plus haut.



La démonstration précédente peut étre divisée en deux parties
essentielles: 1) on doit établir que la fonction W (z) est une fonction
méromorphe de 2; 2) on doit montrer que cette fonction aura des poles
effectifs toutes les fois que /(z) ne sera pas nulle identiquement dans (a, b).
La premitre partie peut étre établie aussi par la méthode classique de
M. H. Poincaré, si 'on y fait une modification que M. W. Stekloff’ nous
a indiquée quelque temps auparavant, relativement au probléme de refroi-
dissement d’une barre hétérogeéne. Cette modification peut étre appliquée
aussi &4 notre probléme. Nous l'exposerons et déduirons en méme temps
l’expression pour la valeur absolue du premier pole de la fonction W ().

Nous avons montré plus haut que :

W,

< =)/

[voir les pages 7—8]. Montrons maintenant qu'on a en méme temps

. Wat
/<l

Les équations (5a) nous donneut

w, (%) = jxwé(x) dz
ol ;

[ ()2 < (b—a) ‘S‘z(w,:)ﬂ dx .

On a de méme

b % % 7
j‘ (w, )2 da = -—5 w, w, dzx < I/S w dwj (e, )2dx.

Or la formule (6b) nous montre que

) 1
5 (20;;)2 dr < - T‘Vﬂ,
5 0

bi—a' £t
o te)i— — l/ 5 w? da l/T/Vw :
1/’"0 .
On en déduit: 7
“p Fei CEe T
l/s wide < b Wk iesigia (12)
a 7o

1) ), désigne ici le premier pole de Wix) qui peut étre différent du premier
terme dans la suite (Il) de nombres caractéristiques.

done

T e e S e o T A T U I S
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et finalement: S
bt WEYI £ (12a)

@ étant une constante positive ne dépendante pas de » et de la forme
de la fonction f(z).

Les considérations précédentes nous montrent que le rayon de con-
-vergence uniforme de la série (5) est au moins égal au rayon de conver-
gence de la série ‘ '

(0.0}

2 YW,

n=1

14, | > Tim ,/&
n—co W"

c. q. f. d. On en peut conclure que

|4 | == lim I/Wn—l. .............. (12b)

Donc on a 7

. n=co W,
La formule (12) nous donne

*b
j w2 de < @ W,

a

@), étant une constante analogue & ). Or les formules (6a) nous montrent que
b 2 2 rb b ‘b
Wli= U. pfwn‘lwndx] <P j wi_ldxj w2 dae < @, W"S w,_dz
a ; a a a

P désignant max |p| dans (a, b) et @, étant la constante analogue a €
et ¢,. Done

N
a

g7
e QZJ W da,
On deéduit des formules (61)

g
Tk 7‘0j (w;)Q ar,

5
LA l/ j (w)? dx
I/Vn—l a
TR

W, o Pnroa

V/ [

a

et on trouve finalemen :

L, étant une constante analogue & @,.
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Posons maintenant

2m-+4-3

f@=3 & h@

f(z) étant des fonctions domnées quelconques continues dans (a, b). Toutes
les fonctions 0, () correspondant a cette fonction f(xz) seront de méme
les formes linéaires homogénes des constantes «,. Or en vertu du lemme
2 on peut toujours choisir ces constantes de la maniére qu'on ait pour
chaque valeur de 7: ] :

j (w' )2 dzx

+—“.— > Lomd,

S id o
w -
a

L, 6tant une constante analogue & L;. On en conclut, comme l'a fait
M. H. Poincaré?), que

ItI/rn =1

1 5 I’Vﬂ—l
Wooinl e e g

> L2,
7. étant une costante ne dépendante pas de la forme des fonctions [, (%)
et de m. En comparant avec (12b) on trouve

Ay b

Nous pouvons donc choisir les constantes e, ou, ce qui est la méme
chose, la fonction f(z) de la manitre que la fonction W (#) reste holo-
morphe dans l'interieur d’un cercle du rayon aussi grand que I’on voudra
(pour m suffisamment grand). La méthode de M. H. Poincaré?) nous assu-
rera alors que la fonction W (z) est en effet une fonction meéromorphe de 4.

Nous achevons ici les considérations concernant le théoréme d’exi-
stence des fonctions fondamentales et commengons I'étude du probleme de :
développement d'une fonction domnée f(x) suivant les fonctions fonda-
mentales.

§ 4. Dans tout ce qui va suivre nous ajouterons aux conditions
de la page 2 rélatives aux fonctions r(z), ¢ (), et p(x) encore la con-

dition suivante
p(@)>po>0 dans (a, b)

1) Voir H. Poincaré «Sur les équat. de la phys. mathém.>, Rendiconti del
Circolo Mat. di Palermo, t. (1894).
2) Ibidem.
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~ po ttant une constante ‘positive. Cette condition est essentielle pour toute

la théorie, et dans son absence la possibilité méme du développement
dévient douteuse.

Nous allons établir maintenant ce théoréme important:

Theoréme 2. Quelle que soit la fonction f(x), bornée et mitégrable
dans (a, b) on a toujours le dewloppement swiwant

jpﬂ i 2 4% A= prprsdx .......... (11D)

=1
Posons

f@)= A,V )+ B (), 1

s=1

b
g f pR2da.

En utilisant les propriétés des fonctions V(x) énoncées dans le
théoréme 1 on trouve

*b n
g j SEG s e e (15)
a s=1
Par conséquent le théortme 2 est équivalent & la formule suivante
lmeh— (),
"=

que nous démontrerons d’abord en faisant une supposition particuliére
sur la fonction f(x).

En premier licu nous allons établir le lemme suivant:
Lemme 3. Si la fonction f(x) admet les dérivées de deux premiers
ordres intégrables dans (a, b) el vérifie les conditions aux limites

f@=f0)=f(@)=FfB=0,

la quantité positive

b TN :
1 = I 2eh dx—l—j‘ gl gttt s e L (16)

ne surpasse pas un nombre positif G ne dépendant que de la fonetion {(x).

1) Les considérations du §3 nous montrent que tous les nombres caractéristi-
ques ), sont positifs, parce que lintégrale

(] ;
f p Vs2de
a

est évidemment positive sous la condition (13). La suite (II) se réduit & la suite:

Ay, Dgseee Rgye.., et de méme la suite (1Ia)—a la suite: Vi(w),... Valo), e



Les formules (14) nous donnent

i " n h
J 7 (R;:)Mx :S 7 (fl/)z dr—— 22 Asj' ri" V;’ dz 4

+2%A44 TV'T/"da: A T(V"zd:c,
| : 35k § :

@

En‘in‘zégrant par parties on trouve
( r(f2dx —|—j qf? dx —Z i A

<‘g r (1) do - J arde= G
o i
Considérons maintenant 1’équation différentielle
L(W) = (p—q) W (2) + pE (2)
jointe aux conditions aux limites

Wia) = Wi(b) — W'(a)= W'(b) =0.

En vertu du théorétme 1, la fonction W (x) est une fonction méro-
mophe de 2 dont tous les poles font partie de la suite

PR LD

5

Or il est évident que la fonction pF («) remplit les conditions (II%)
(s=1, 2...n)., Donc le plus petit des poles de W (x) est nécessaire-
ment plus grand que 4 , parce qu'en raison du méme théoréme 1 le
rayon de convergence uniforme de la série

o
Wiz) = 2w (2)
s=0
est plus grand que ,. Les fonctions e (x) sont définies par les équations
& (o) = — quwp + PR,
L (w,) = — qwst+pws—1 (s=1, 2...)
jointes aux conditions

wla) =w/(b) =wj(a) =w(b)=0 (s=0, 1,...).




e e

Borae o~

d’ou

done

el Sl

Introduisons les intégrales
" b

Wgzj pwoR dx; W= X pwow,,_dxr (s=1, 2,...).
a [/

On trouve sans peine

A l/’v‘v‘” : l/
Wl

On a ensuite

Ws—]
Ws > 2‘%

b ) b
8, = J p B2 dx =I ruwy B do - J quok dx
@ a a
b b _ b
f p widx = J row w0, dx —Q—f qu,w,dz
a ‘dag a

b Wb
S < W, [ [(rmpede 4 [ o; dx]: W1

b
Spwgdm< I/WOWI.
Or on a
b
iz ahads S Ipwgdx,
a

2
S5 g” RO
P st s Mg

En vertu du lemme 3 on a pour n quelcbnque

Th G}
on a4, en. outre,
: 1
dim -~ =o0.

n
On peut donc affirmer que

3 lim Sn =)

n—=—co

si la fonction f(x) vérifie les conditions du lemme 3.



Mais on s’assure sans peine d’abord que les conditions
flay=fO)y=f(@=f®)=0

sont superflues,— en introduisant la fonction auxiliaire v (#) définie de la
maniére suivante:

~ Désignons par (a’, b') un intervalle situé dans l'intérieur de (@, b)
[cest & dire, on a : a<la'<b'<b]. Soit

»(z)=7(zx) dang" (e, D),
p@)=p(b)=v'(@)=p'®)=0.

On suppose enfin que la fonction @ (z) admet les dérivées de deux
premiers ordres intégrables dans (a, b) et que la différence [f(z)— ()]
a une limite supéricure ne dépendante que de la nature de f(z). On peut
construire une infinité de fonctions w (x) jouissant de propriétés indigquées.
Pour une telle foncton w (x) on peut reproduire textuellement le raison-
nement de M. W. Siekloff expos¢ dans son mémoire «Sur les fonctions
harmoniques de M. H. Poincaré> '), et nous pouvons affirmer l'exactitude
du théoréme 2 pour la fonction quelconque f(z) ayant seulement les dé-

crivées intégrables de deux premiers ordres dans (@, b),—en particuler
pour un polyntme quelconque. Mais alors les fonctions V (x) vérifient les
conditions d'un théortme générale de M. W. Stekloff 2), qui nous apprend
que le théoreme 2 a lieu por une fonction quelconque f(x), bornée et
intégrable dans (a, b). A T'aide do méme théortme de M. W. Stekloff” on
peut établir une proposition dont le théoréme 2 n'est qu'un cas particulier:

Théoréme 2a. Soit [(x) ume fonction, bornée et intégrable dans
(a, b); soit ¢ (z) une autre fonction powvant devenir infinie aux environs
de certains points isolds d'un inlervalle (a', b') intériewr a (@, b), mais tel
que les wntégrales : & :

b_p][g[d.fl}', qu;Vsdw; J‘bpqﬂd:c
: o : o

a

atent un sens bien détermind.

1) Voir «Annales de la fac. des Sciences de Toulouse», 1900, pag. 282—284.
%) «Sur quelques égalités générales> etc., Mém. de 1'Acad. des Sc. de S.-Pétersb.,
t. 15 (1904), pag. ‘14.
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Ces conditions dtant remplies, on a towjours
b’ o0
f plpde =N A B,
a’ s=1 ;
b b
L f piVde;  B=| poV dv. 1)

Le théoréme 2 et le lemme 3 6tant 6tablies nous pouvons en déduire
sans peine certaines conditions assez générales pour la possibilité du dé-
veloppement d'une fonction donnée f(x) suivant les fonctions V (z).

Soit f(x) une fonction vérifiant les conditions du lemme 3. La for-
mule (14) nous donne

Bo)= B —Elo)= B)y=0, il ias, (17)
On a donc ;
0 5 2 B
[Rn(x)]:U R dx]< S f (Bdw ) ... (18)
On a aussi

b b ‘ b l b
f (R.)2dx ZMS R.R dr < |/ | 72 dz S (R ,
a a v a o

ce qui nous donne, en vertu de (18),

2 b b
[R"(x):l<(b—a,) |/ S 2 dxf BN el (182)
Or l'inégalit¢ (13) et le lemme 3 nous donnent
b fedet ; S, £ T G
Rdy < —(pRdw=2" S BRdse 2l
fa 4 <POSaP 7 Po a( n) <7'0<7’0

On déduit donc de (18a):
| B (z)| < FS« dans (a, b),

F' étant une constante ne dépendante pas de ». Nous avons, d’aprés le

théoreme 2,
lim Sn=- 3

n—oo

1) Ibidem, pag. 16.
2) Comp. W. Stekloff. «Sur un probléme d Analyse» ete. C. R. 1907.
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On peut donc trouver toujours un tel nombre N qu'on ait pour
chaque valeur de = dans (a, b)

| R, (2) e,
a seule condition
i N

¢ 6tant arbitrairement petit. Cela nous assure que la série

(e o]
Nl
Sl
est uniformement convergente dans (a, b) et y représente la fonction /().
On a donc la proposition suivante:

Théoréme 3. St la fonction f(x) admet les dérivées de deux pre-
miers ordres intégrables dans (a, b) et vérifie en outre les condilions aux
limites

Hay =fO) =F(@=FE =0, .iievitnonr, (19)

on peut développer la fonction f(x) en une série uniformement convergente
dans (a, b):

f @)= é V(). f S U i e (IV)

Cette proposition n’a pas été encore établie jusqu'a present. Les
propositions analogues des M. M. Dawidoglow et Myller ) sont beaucoup
moins générales que le théoréme 3. Ces auteurs -supposent en effet que
la fonction f(2) non seulement vérifie les conditions aux limites (19),
mais possede encore les dérivées de quatre premiers ordres dans (a, b).

§ b. Dans les §§ 1—4 nous avons étudié le cas ot la verge vib-
rante est encasirde dans a et b, Nous allons considérer ici les deux autres
cas ou la verge est 1) encastrde dans a et appuyée dans b et 2) ap-
puyde dans o et b. Nous arrivons & la méme équation différentielle

LN=p—aV,
mais jointe aux autres conditions aux limites, & savoir:
Vlal=F 1=V (g =F(h—0

dans le cas 1) et
Y (a) = V{by= Vi{ag)=V'(b)=0

1) Voir A. Davidoglou, mém. cité plus haut, pag. 106—421,
A. Myller, <Gewéhnliche Diff-Gleich. hoh. Ordnung in ihrer Beziehung zu den
Integral-Gleich.» Gottingen, Dissertation (1906), s. 15—16,




e

——

S s

dans le cas 2). Tous les raisonnements des §§ 1—3 peuvent étre trans-
portés textuellement & ces deux cas nouveaux, et nous pouwvons affirmer
Uexactitude du théoreme 1 aussi powr les conditions auz limites tramsformées.

La possibilité du développement de la fonction donnée f(x) suivant
les nouvelles fonctions V (#) peut éfre établie dans les conditions méme
un peu plus générales qu'auparavant. On s’assure sans peine que le
lemme 3 est le fondement de tous -les raisonnements du § 4. Etudions
ce lemme dans I'application aux nouvelles fonctions V (x). On aura, en
employant les notations du § 4,

b b b b (cs}
T=[r@)ydet | qR2de = [ r('pdr 4 ( af*de —3 1,4
a (7] a a =i

I'égalité qui est vraie toutes les fois que la fonction f(z) admettant les
deérivées de deux premiers ordres intégrables dans (e, b) vérifie encore
les conditions aux limites '

flol=Fh=T (@=0 [dans le cas 1)]
ou i
Flala=flly=10 [dans le cas 2)]

Il ne nous reste qu'a répéter presque textuellement les raisonne-
ments du § 4 pour établir la proposition suivante:
Théoréme 4. La série

o) b
37 (). f iV s R (V)

converge uniformément et représente la fonetion donnde f(x) dans (a, b),
st celle-cv vérifie les conditions

Fl@)=fb)=F(a)=0,
fla)=fb)=0,

correspondant aux dewx cas divers des fonctions V(x). On suppose, en
outre, que f(z) admet les dérivdes de deuwx premiers ordres intégrables
dans (a, b).

Il est évident que les théorémes 2 et 2a subsistent aussi pour les
nouvelles fonctions V (). :

ou

S.-Pétersbourg, Décembre 1909.



