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[Mpurnawenie

EB 00beJ[HHeHil0 0003Ha4YeHIl H TEPMUHOJOTIH BB Teopin moreHmiara
H BH TEOpiH YHPYIOCTH IOCPEICTBOMEL MEMRJIYHAPOJAHATO COrJamieHisd.

Vzaunree macraumBarh Ha 00JblNoil BAKHOCTH COTIALIEHIA MeHIy pa-
OOTHMKAMI PA3IMIHBIX'B HAIIOHAILHOCTEH OTHOCHTEIHHO TEPMUHOBL U 000-
BHaueHii, npuMbHAeMBIXs Kb Rakofi Obl To Hu ObLI0 001aCTH UHCTOH WJIH
[pUKIAJHO HayKH.

Cperu pasinygelxXd oTpacieil MaTeMaTHKH H TEOPETHYECKOH Quauku
HEeCOMHBHHO Teopid MOTeHNiala W YHNPYFOCTH Moria OBl y&e BB HacTOSIlIee
BpeMdA CTaThb 00LERTOMD COTAANICHIS TAKOTO poxa, 1HIIb 6];1, TOJBEO IOIBITEQ
OblIa cibraHa Mo cooTBBTCTBYIomel mocTaTouno mupokoff mporpamms.

" A. 06aacTb, KOTOPOIO NOKA OrpaHMuMNOCh Obl 00beAMHEHIE TEPMUHOBD U 0603HAYCHIH.

1. Bb BHLY HEBOSMOKHOCTH HPMHATIA OJHOT0 M TOLO e TEPMUHA HA
PA3IMIHBIXD A3BIKAXD JJAA OLHOTO M TOTO e HOHATIA, carbmosaio OB ycra-
HOBUTH 3TH TEPMUHEI Takb, UT00B clbiaTh MXb IEpeBOIH Cb OLHOTO ABHEA
Ha JIpyroif BosMomHO Ooxbe JeTEHMT. :

2. O0bejupeHie TEPMEHOJIOTIM U 0003HAYEHil—BD IIPeJmoJaraeMoMs
IPOEKTE—O0XBATHTH TOABKO TEOPil0 DQTeHIiaka, W YOPYIUXB HBOTPOTNHBIXD
cpejuns BEH pasuopbein. Uro Kacaercss pacupocrpaHeHia coriamenifi ma
o0lLyl0 Teopild ypaBHeRilf AIIMNTHUECKATO THIIA, TO OHO OYAETH TOJALKO
MPHHATO BB COOOpaKeHie.

ITpunareie TepMuUHBI 1 0003HAUCHIA NOMEKHH OYIYTH BOMOEHO MAaJo
OTRIOHATHCA 0TH Haunboxbe o0meynoTpeOHTeIbHEIXD.

B. BbinosnHeHie nporpammbi.

Opramnsanionnnii KoMuTeTs TOCPEICTBOMSE ATOTO TEpBAro MUPEYIAPA
ofpamaercs KL ACTPOHOMAMD, MATEMATHEAMDL U (H3HEAMD Ch IPOCHLOIl
orgbruTh cHauana Ha cabpywomiii Bonpocs:

Raxosu, mowamia w 0603Hauenisn, OMHOCUTNEIHO KOMOPHITD Heodz0-
dumo obwedunenie? :

Orpbrel, mOTyUEHHBIE BT TeueHie TERYIIATO Tofa, OYAYTD KIaccHuiu-
POBAHEL BOBMOKHO ckopbe; BH Teuenie 1914 mocpejicTBOMB BTOPOTO IHPKY-
agpa Oyxers BhIpamkeHa Mpoch0a 0 TOMD, YTOOH OBLIM CABIAHDI 1IPEIIOKEeHis




OTHOCHTEISHO TEPMHHOBD H 0008HAUEHIH, KOTOPHA JOMEHE ORTH MPHHATHL.
Takb Kakbh MOJHOE coraacie MeELY MpelioKeHIAME, KOTOPEL 0yAyTh CAbIamEL,
He MOMETH OBTH gocTHrayro, Oprammsaniomssii KoMuTers upexnoiaraersb
c000muTL prH MOMOILN TPETHATO IUPEYy.IApa (BecHOf 1916 r.), Kakie MyHKTHL
MpUBeIH Kb pasHoriaciaMb, M BHsBaTh Ha OauiaiimeMs MemIyHapoIHOMD
MaTeMaTHueckoMs korrpecchs (1916 r.) oOnbus MEBHIN 1m0 STHMD NyHKTAMD.
Yergeprsiil mupkyasps (1917 1.) Aacrs oryers 005 aToMb 06MbHD MubHIAME
n BMberh ¢p TBME IPUIIACHTD YUEHBIXT, KOTOPHE HE MOTIM NPHCYTCTBO-
BaTh HA KOHTpecch, coofmuts HXH MEBHIA. :

Tocxb usyuenis u pasGopa upepromenifi u mmbmiii, OpranusaiioHHs
Komarers cooOmMTDH, IpH IOMOIH HATAro0 IUpKyJapa (1919 r.), B RAKHXD
NyHETAXD coriamenie Oyners BEPOATHO, W NOCTABATH HA TOJOCOBaHie ™k,
OTHOCUTEIBHO KOTOPHX MOTMM Obl 0CTABATHCA pasHOrIacid. Toxocopanie
npousoiifers Bp 1920 r. Ha MewyHapofHOMD MaTeMaTHYcCROMD KoHTpeces,
KOTOpEIL OyZers Kakh pashb BH 9TOMDL TOAy, U ja#e Th yueHwe, KOTOpHIE
He OYIyTH Ha HEMT [PHCYTCTBOBATEH, OyAyTh HMBIL BOSMOKHOCTD TOI0COBATH
nucpMenno. LlocpeseTBoMs mectoro mupkysdapa (1921 1.) OprasusanioHHbI
Kosurers cooOUMTS 0 PE3YIpTaTaXh LOJOCOBAHIA, H HEMHOTO TOTOAS ITPEeAlo-
Jaraers ONyOIMKOBATL MeHKIYHAPONHBLA COTAANIeHisd AOCTUTHYTHIA TakHMDB
00pasoMb.

Mpocars Bebh nucoMa Ha AbMeKoMb, (PPAHIY3CKOMD, AHTAICKOMT, |
UTAliaHCKOMD A3HEAXTD HAINPABIATL TO afpecy: " :

Herrn Avrthur Korn,
Charlottenbury, Schliiterstrasse, 25.

OprauusamionHbln KoMuUTeTH
Lnf oGbefuHeHin TEPMUHO/NOTIM Bb TEOpiM MOTeHuiana W ynpyroctu.
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Sur une propriété des polynomes,
Serge B_m“;astein.

J’al établi linégalité suivante 1): si I est la plus g grande valeur
absolue d'wn polynome de degré m & coefficients reels, sur le SGJ?)’LB’]’Lt
(—1 —{4) et M son module en un point & extérieur a ce segment, on a

M < LR, (9)

o B est la demi-somme des aves de Uellipse passant par le poimt & et
ayant —1 el’ 41 pour foyers. _
3 La démonstration s’'appuie sur un théoréme 2) qui n’est démontré
que pour ¢ réel et qui doit étre modifié si § est un point complexe quel-
conque. Il convient donc de reprendre la démonstration de cette inégalité.
A cet effet, désignons par P(z) le polynome de degré » 2 coeffi- .
cients réels qui regoit le module M au point & et s'écarte le moins pos-
sible de zéro sur le segment (—1, —-1); soit L cet écart.
Je dis que le nombre de points #,, #,,...z, ou lécart maximum
T est atteint avec des signes succéssivement comralres n’est pas inférieur
. En effet, si on avait k< m, on pourrait former le polynome de degré »

Q)= P(z) +Ae—¢&) (x—§) (a—y)). . .(z—yi_1),

1 g est le point conjugué de &, et y;, ¥s,...yx-1 sont des points quel-
“onques séparant les points x;, #,...2. Dans ces conditions, en attri-
snant a 4 une valeur assez petite de signe convenable, on verrait que
U(x) s'écarte moins de zéro que P(z) sur le segment considéré et d’autle

part
QE=PL().

!) Page 15 du mémoeire «Sur l'ordre de la meilleure applo‘ilmatlon etc.» (publié
U Academie Royale de Belgique) et page 18 (13) du mémoire «O Hamryumems mpu-
cuin HempepuEBHENXD (yHknifi> (CooOmenis Xapskoscraro Mar. O-pa . XIIL 1912 E.).
)S 6.
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Cela étant, en reprenant la partie correspondante du raisonnement
fait pour démontrer le théoréme (2),. on trouve que le polynome P(x)
satisfait nécessairement & une équation différentielle de la forme

i i (1—“”22((2:"2)5’ —9 [P, (1)

ol les nombres réels @, y, d, satisfont & l'une des deux inégalités:
—1<B<y<d, ou bien 1=g=y>d, & moins que P(x) ne soit un
polynome trigonométrique, au quel cas 8=y =4d.
Admettons d’abord que le point ¢ n’est pas intérieur au cercle C
construit sur le segment (—1, 1) comme diametre; c'est alors le der-
? nier cas qui se présente, P(x) se reduit nécessairement au polynome tri-
gonometrique. En effet, supposons le contraire, et soit @(z) un polynome
5 coefficients réels qui a le meme module M au point § et qui reste
constamment inférieur, en valeur absolue, & L sur le segment (—1, —+1).
Dans ces conditions les polynomes P(z)—@(x) et P(2)-@Q(») auront le
g signe de P(x) en tous les points, ol P(z) atteint son écart maximumni,
de sorte que, si 'on désigne par ¢, ¢y,. .., 0 les racines de P(z)—@Q(x)=0,
et par B, Bas- .., Bu celles de P(x) + @(x)=0, on aura

n—1 T

: —1<a1<cosTn<a2<...<cosﬁ<a,l<1

P et (2)
=1 b4

—1<;@1<cosTn<ﬂg<...<cos£<ﬂn<1.

B D’autre part, le fait que P(§) et Q(§) ont le méme module, a comme
I conséquence que les vecteurs P(§)—+ @(s) et P(§) — Q&) forment entre
! eux un angle droit. Il s'agit de faire voir que ceci est impossible avec
i la distribution des racines exprimée par les inégalités (2). Or, l'angle
', entre ces vecteurs est nécessairement plus petit que celui qu’on obtien-
'! drait, en déplacant autant que possible.vers la droite les racines d'un
| : des polynomes, et vers la gauche celles de l'autre. Donc l’argument de

n P50
P&)—Q(§)

e y E+1 = Do .
| est inférieur & celui de ‘g_'_l , ¢’est a dire est inférieur & un angle droit,
R | puisque & n’est pas & lintérieur du cercle C.
Ainsi, avec cette restriction au sujet de &, le théoréme (6) est exact,

et linégalité (9) en résulte.

SEETEII R S




Il reste donc & éxaminer le cas, on § est intérieur au cercle C.
Soit, pour fixer les idées, 1 <<y <4, et posons

P=Leose,  x=cost.

L’équation (2) devient

= (0—a) . (de
2 Leip e MG S SR U D g
L2sin2z — W L sinez v
ou

d_z L6 B—=x % f—cost

Z Viy—a)(d—z) = V{(y— cost) (d — cost) |

et, puisqu’on peut prendre z=0, pour t=0, on a
puisq :

t_k(/a’—lcos t) dit

rn 0 V(y-cost) (d -— cost) :

(3)

Posons

§==c08(a — bi) = % [(¢*+e~") cosa—i (e'—e~?) sina],

b etant un nombre positif, ce qui signifie que § se trouve sur une ellipse
E ayant —1, 41 comme foyers, et R — ¢ pour demi-somme des axes.
Il s’agit donc de donner umne limite supérieure du module M de

P(g) ZLCOS; = 25(9175 = e—i';)’

By, el (8 —cost) dt
0 V(y—cost)(d‘-cost)'

En désignant par ¢ la valeur absolue de Ia partie imaginaire de ¢,

on a évidemment

M= |P@©)| < Leb.

Mais pour calculer la partie imaginaire de &, nous pouvons prendre

Vintégrale depuis 0 & @, et ensuite depuis jusqulad a—>bi, en remarquant

» la premiére intégrale ne contient pas de partie imaginaire. Ainsi, on a

a=¥. (R — cost)dt

0 = + part. im.Sﬂ (4)

Ju Wy =leos #)(d—cost)
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est atteint. Parmi tous ces polynémes il y en a un qui correspond &

1 :
:—1——|—b5’ pour lequel ce module maximum, égal &

SE i)
Vifbe’

est le plus petit. On voit par cet exemple que si 'on admet au concours
les polynomes & coefficients complexes c¢’est le polynome

r—bi  bPx+bi

12 1L

R(z)=2—

qui réalisera le minimum.

Sans insister sur I'étude générale de ces polynomes qui viennent
remplacer les polynomes f{rigonométriques, lorsqu’on considére les coeffi-
cients complexes, je me bornerai & établir 'inégalité suivante:

Si L et A somt respectivement les modules maxima, du polynome
réel P(x) et du polynome complexe R(x) de degré n, qui s'écartent le
moins de zero sur le segment (— 1, 1), en recevant le module M aw
méme point §, on a

19| I~

o ®)

L'inégalité 2 < L est évidente. Pour montrer que 2£ < A, posons
R(zy= A(z) +iB(@),

les coefficients de A(x) et de B(x) étant réels. Si 2, et i, sont respec-
tivement les maxima de | A(x)| et de | B(x)| sur le segment, on a

Aoz hys ik 5
D’autre part,

e A L

21;!4‘1(5),}-1‘”:- ; /~2£|B(§)[-j{>

el k
|4 [+ | B&) | 2|BE)|=M;
donc
2= L.
Par conséquent, :
I R

=g I d






0 HEKOTOPLIX. APHBMETHYECKHXL Teupemm Stieltjes’a.

M. Venemcrazo.

§ 1. Br aByxs sambreaxs: «Sur un théoréme de Liouville» (Comptes
rendus, t. XCVIII, 1883) Stieltjes ony6inkoBars HBCKOIBEO 0¢06aro Xa-
PaKTepa COOTHOUIGHIH Me&IYy UHCIAMH KIACCOBD CHHAPHBIXD KBAADATHYHHEXD
(opw's OTPHIIATENBHATO OMpEXbANTeNd, AHATOTHYREIX COOTHOIIEHIO, TAHEOMY
JTiyBuizems B 14-Mb ToMb 2-0ff cepim cBoero mypraia. Stieltjes yrasn-
BaeTh Ha T0, YTO BCK OTH COOTHOINEHIA OBLIM HMB IOIYYCHH HBD c000pa-
HeHIl apHOMeTHUeCKHX. PasMEILIAL Halh ApPHOMETHUECKAMH HCTOYHHKAMI
nofo0Haro poa TeopeMs, # 3aMBTHIE, uTo Beh OWb MOTYIh GHITb 10KASAEE
0YeHb IPOCTO.

Ilpn noxasareirscTsb TeopeMs Stieltjes'a ME Gymems moab30BaThed HE-
KOTOPHIMH OOI[UMH 4HCIOBEIMH TomiecrBaMi. [lycts F(z) mevernas QyHEIIA
Z, T.€. Takad, 9TO - :

F(—x)=—F(z); F(©0)=0.

| ]

B rakoms cayuas umbers mbero TompecTso:

YUl bs) = S\ 1) s lils) 8y

M=ks?4-pt? + ... 4 pwhdd  m=s?+pt?4 ..+ pw? 0

3ubch yepess m, A, g,...0 OGOBHAUCHR Oanwbig TOIOKHTEIbHELT
qucia; cymma BB I5BOf wacTH pacmpocTpaEsercs Ha Beh IpeicTABICHIS
m BB BHIB

m =282 ut2 4. . . 4 ow?-I- 2dd ,

tab s, ¢,...w TPOM3BOALEHEA IBIRA uHCIA (TMONOKUTEILHEA, DABHEA HYJIIO
HII OTPUIATENBHBIA), d M J TOIORHTEAbHBA IWHIBA wTHCIA U IpUTOMB
HEUETHOE; CyMMa BTh IIpaBoff wacTH pacupocTpamserca Ha Bcbh phmenia
VpaBHeHid

m = As2— ut? 4. . .-} ow?, VI',HJB §>0

Ecan rakoBwx® pbmenifi mb1s, T0 mpaBas uacth 3aMbEAETCH HyIems.




.
P
B =it
i

- JorasatemsctBo Tomiectsa (I) He mpeicraBifers saTpyiEemif. B
cymmb abBoil wacTH 3TOTO TOMEIECTBA B3AUMHO COKpAlalTcAd BCh WieHsl,
¢00TBBTCTBYOMie TAKUMD PBIICHIAMD ypaBHeHid

m =25t ut . . .+ our--1dd (A)
: IIS KOTODHIXB é’d——d—]—?s %= 0. Bp camows mbab, mycts umymbems phurenie
80w d, 0 (B)

8TOT0 ypaBHeHid, mid koroparo d—d—+4252¢. Eeanm d—d—+4-2s>0, 10
BHOpaHHOMY phileHilo cooTBbTCTBYeTH OTIMuHOE OTH Hero phumenie

s'=-—s4d; d=—=d—6+2s; 0'=d; t=t...w'=w, (€)
 mug Kotoparo d' —d'--2s'=d >0 u d'+s'=d -+ s. BeabacTsie -HB'JBTHOCTM
d 4IeHH CYMMH :
S (—1)F @ +s),
cooTBbTCTRYIOIIIE p’hIHIBHiﬂM'B (B) u (C), corpamaiorcd. Ecan 1ig pbmenia (B)
d—d+2s<0, BHO —d-+4d445>0,
T;) 85 cooTBbTCTBIN B aTHMB phmeaieMs ket phmenie
§'=29d—d +3s; d=—d+d—2s; 0'=—d4-4d--4s; t'=t;...w'=w, (D)
J];‘JIH KOTOParo ‘ A
—d ' —2'=d>0; §Fd=s+d; — 0’ Ad' 45—,

YneHB CYMMHI :
: Y (—1yrF(d+s),

GOOTB*BTCTByiomié pbuenisns (B) u (D) conpamaiorcsa. Ecian H&ROHGI[’B
d—d-+2<0 u d—4d—45>0,
T0 Mbpl uMbeMb pbiienie
§'=—s5—2d; d'=d; J'=d— 4d—4s; ==t w=w (E)

JJIS KOTOParo
| 0'—dd'—4s'=d>0; §4d=—s—4d.




AL E

Tarxs kawp F(—a)=—F(2) u F(0)=0, 10 sficHO, 4TO YIeHH,
coorsbrersymie pbmeriamt (B) u (E), coxpamaiores. TakuMb 06pazoNs Bb
© cyMMB : : :
Y (—1¢F(d+s)

OCTAHYTCA TOABKO UIEHHl, COOTBBTCTBYMIIie TarmMs phlleHiAMT YpaBHeHid
(A), b
28=—d —d
Iloromums ;

d-Fd—=20, ¢ >0:
TOrZa

$=0—0; d-+s=o¢
H

M=A0%tut?{-. . .-ow?, 1Ib 6>'0 (F)

Ramgomy pburenin ypasmenis (A) , BIg KoToparo 2s--d—d=0, co-
0TBBTCTBYeTs phmenie ¢>0, ¢, u,...w ypasHeHis (F). Ho ramizoe Ta-
koe phuenie moryunrca Msh HbckOIBEEXD phmenid ypasrenia (A), a

HMEHHO H3F Thx®, rob :
ko DS S TR P

Jaa Bebxb Takux® phmenifi
(— 1) F(d+5) = (—1)*=1 F(o),
cabaosareabHo BedAkomy pbmenio ypasuenia (F) BB cymyh

2 (= d1s)
- Mm=hs?+ 012 4. 4pw? L dd
COOTBBTCTBYETH UYJAEHD
(L P=iskia),
UTEFIa BHIHO, MTO YUOMAHYTAS CYMMa DaBHA CyMMB
YL -lpitakie),
Pecupoctpanennoli Ha Beh pbmwenis ypasmemis

m =162+ ut2 4. . .—{—sz,' ik 6>0.

i35 3Toro 10Kasare’bcTBA BHIHO, YTO YHCIA !, w,...w (4HCIO KOTO-
JWES UPOH3BOJIBHO) MOKHO IIOTUMHHTH EAKHMD YIOZHO OTpaHMYEHIAMB; HaIp.
CUNTATS EARiA YTOIHO H3Bh HHEXE II0 TIPOM3BOJY YEeTHBIMH HMIHM HEUETHEIMH.
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§ 2. Pascmorpuys uacrTEbifi cayuafi Tompectsa (I). Ilyers N meuerHoe
umcao; Oygems pascmarpusars Bch mpexcraBiemid 4N Bb BUIB

4N = s2-k 2 w2+ 02+ dd, G)

rab s mpowsBoabHOe Ibioe YHCIO, f, , p—HeueTHHA uyHcia, d H J dHCIa
TONOKATEIbHbIA ¥ TputoMs J HewerHoe. Ha Bcbh mpencrasienia (G) pac-
TIPOCTPAHEMD CYMMY :

Y (— 1 F(d—+s);
Torga BB cuay TompectBa (I) mmbems

Y (—1ypF(d+s) = Y (—1)~1sF(s) (1D

4N=s24 121 y2 L 0? 1-dd & 4N=3s*+1?+ul+02 50

Eecan spbepr mOI0EUMD
ST
F (z) =sin —,

T0 TMocaB HBKOTOPHX® YIPOMmEHilt DOIyIHMB

Z (——l)Ssm — cos 2 (— 1) 2 s (11*)
4N——b2—{—t9—1—u-+v9+d5 AN=52+ 12+ 2 L2

CyMMa CTpaBa pachmpocrpaHAeTcd Ha BCB pbmienis ypaBHeHid

AN = st 2| iz L o2

L ]
BH HEYeTHHXH 9MCIax® S, £, w, v. B cymmb ke cabBa ocTaHyTea TOIBKO
Takie uleHH, r1h s YeTHOE u@cI0 2¢; HO Tora d OyIeTs HEUeTHHIMB dHC-

Jgomb. VsBherno, 4TO cyMMma
a—1

S Re vl

do=Fk
PABHA 9HCIy IpeICTaBIeHifi HeueTHAro uucaa k GYMMON IBYXDH KBAJpATOR.

IlpnaaBs 370 BO BHHMaHie H 0003HAYHBD

gepest R, umcno phbmenift ypasa. 4N = 4g%-+ 2+ u2 4 v2 4 w24 22,
ko g=0 = u=rv=w=1; s =0 (Moed. 2)

tepest R, uncao phmenifi ypasH. 4N = 42+ 12+ w2~ 024 w222,
mhigEL =g sa—w w=1; 2=0 (Mod. 2)

- :
~ Ty MR ey MO o




S AN

u3b paseHcTBa (I1I*) moayuums

S—1
B—R,—16Y (—1)%s.

4 N=82+41*-+u?+-0% s, €, u, v HEd. TOIOK.

OuesugHO, uro K; paBHO Takme uucay phbmenili ypasHemid
4N= 492_.}_ 4h2+ 12 + u2+ 2 + wZ’

rib g uerHoe, a ¢, w, v, w HeYeTHHd; n uro R, paBHO gymcay phmenifi
TOTO #*e€ ypaBHEeHid, Ilb ¢ HeueTHOe, PaBHO Kakb u ¢, u, v, w. IIpaMeMB
Teneps BO BHUMaHie cabiyomifi ussberEEil ¢akrn: wmero mpeicTaBieHiit
yuUeTBePEHHAT0 HEeYeTHATO YHCIA CYMMOIK UeThlpeXt HeueTHWXH KBagparoBb
BH IBa pasda 0Goapime UHCIa HPGII,GT&BJIBHiﬁ TOTO XK€ YHCId CYMMOI UETH-
pPex’s UeTHHIX'h KBagpaToRh. OTcoja AcHO, 4T0 0003HAUHBDH

uepesd £, uuciao phmenifi ypasmemia N = g2- k2| k212 m2--n?,
ik g=0, kBR+-PB4+m2tn2=1 (Mod. 2)

uepess 2, unciao pbmeniit ypasHenia N == g2 h2- k24 124 m2 4 n?,
b g=1, k+HPR4m?4-n2=1 (Mod. 2)
OyzeMd UMBTH

s—1
AN=s? + 12+ u? % s, t, u, v HOT. TOIOK.
JloroxuMs BB TOEIeCTBH

Z (—1)F(d+s) = Z (—1)*-1sF(s) 5 g
N=g?+?+dd 2+1?=N, s>0

F(x)=2z u Oyiemb CUMTATh ONMED Pash ¢ UHCIOMB UETHRMB, a Jpyroi
pasb HEYETHHIMD; TOI1a MOXAYIUME:

sl 1
I =0 (Mod. 2 d—S d=_Y s2
: sio téO =1 ?;50 \ 2 s§+t2=N S Hew,

U =1 (Mod. 2) Fd—Yd=— =¥
s=0, t=1 s=1, i=1 -7 2142 =N, s eT.

Beh yxasammsia spbch crbBa CyMME pacHpocTPaHAKTCS Ha phIeHia

ypaBHeHid
N=s24 24 dd
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Ligdiqat

OTrPaHHYEHHBIA H'BEOTOPHMK YCHOBiﬂMI/I; 9TH orpanuqeﬂia YEQ3aHEI CHHBY

. cymmb. IIpuEARS BO BHEMAHie, uTO

Z d — Z d
§=1,1=0 s=0, =1
HOAYYUMB

¥ =;—Z(82——-t2)

=0, 1=0 s=1,¢=1 §2-L2=N, s HEYeTH.
Hpn s =t=0mmris=r=1 (Mod 2) gmeao d Boema neuernoe. [Ipn-
HUMafd BO BHHUMaHie, 94T0O CYMMa

8 Z d
di=Fk

DaBHA YHCIY DIpeJcTaBIeHifi HedeTHAro umcia &k CyMMOI 4-Xb EBRIPaToBb
u 0003HaUasd uepessd

Py umcno phur. yp. N=s?4-t2-Lw?Lo’+w?4-22, 116 s=t=0 (Mod 2),
Py umero pbm. yp. N=s*>+24wt o2+ w22 b s=(=1 (Mod 2),

#3b PaHbIIE BHIBEICHHAr0 PaBeHCTBA IOIYUYHMb

P,—P,=8 Y (s2— 1)

§?#2=N, t1b s Heu. HOI0:.

Ho ¢ TOMOMIBIO MPOCTHIX'G PABCYELEHIH, KOTOPHSA MA MO3BOIAME ce0b
OIYCTHTh, Jerko yObmiaeMcd, 4TO

Q1=8P1 " QQ:BPQ;
crbjoBaTexsHO
§—1

2(—1 e = Yl — (1)

AN =212 4-uP 2% s, t, w, v HE. TOTO%. N=s? | s HeU. TOIOX.

0B03HATIME qepeam F(n) ume1o0 EIaCCOB® KBaJpPATHIHHIXD (OPMB
omperbauTesa—n, y KOTOPHXBH N0 kpaiimefi wmbpb omums Wb EpaliHuXT
kosdunienToBs HeueTHHI. II3BbcTHO, uTO UYHCIO NpefcTaBIeHifi wmeaa
n=3 (Mod 8) cyuMMOI0 Tpexs KBaJIPATORH HEYETHHXH IOJOEUTCIBHEIXD
qncers paBHO F'(m); orTkyza crbLyers, 4TO CYMMY
5—1
Yead) s
4 N=824-82Lu-+v% s, £, 4, v HEU. TOTOH.




g

MO¥KHO IIPEeACTaBUTH TaRb
s-1

¥ (—1) 2 sF (4N —s2)
s2<4AN

H nepenucath paBeHcTBO (1) BL Bulb

§—1
¥ (—1) ?sF4N—s?) = ¥ (s*—1?) (1%)
s— 1035 N=s2+1? s HeW. IOTOHK.
Pasencto (1%) mpegcraBigers Teopemy JliyBuizg, 0 KOTOPOH MHI
TOBOPHIH BB Hauaxb.
§ 3. Umba B BuAy mocrbiyomee MB M3U0EHMDL Ipyroe IOKA3aTeXb~ |
CTBO TOH e TEOPEeME.
Bb tompectss (1I**) § 2 Oyiemd cuurtaTh t==0; TOIa TMOIYYHMB

Y (—1)F(d-Ls) = 0, ecanm m He KBAIPATh
(—1)~1sF(s), ecam m=s2, >0

} (ITT)
m=s2+db;m Hew.
BaaBb 31bes
F(a)= sm’f—;
1 BBeJA UYMCIOBYK (YHKIII

d—1

di=n; n Heu.

mocHE JONEHHIXH YUPOUIeHil abBoll dacTH MOAyIUMB

s—1

Y Digm —4g%) —

{ 0, ecin m He KBajpaTh
g=tnelich 2o

(—1)%s, ecam m=s2, s >0

Orcioia HETPYZHO BHBECTH TAKYH TeOpeMy: ecId v HEYeTHOe
gpcao =1 (Mod 4), To cyMma :

g 2(—1)"3
paclIpocTpaHeHHad Ha Bch HPE,II,GT&BJIEHiH m BB BHH,'E

= 4g2—1—4h2—|—k2
Vm—1

paBHa 0, ecIu m He KBagpaT:, H PaBHA ZWz(—l) 2 | eclH m KBajJpaTs.
06o3nauuBs yepess N HeueTHOE YHCIO, O6yIeME pascMaTPHBATh Hpel-
craBienia 2N B® BULb

2N = 2 4 2 4 02 4 ¢ (H)







— 15
IoxyyaiTca ¥3b HpeicraBierii 2N BT Buh
AN 22—{—y2+732—‘r-g2; A=1, u=0, v=0, =1 (Mod 2)
¢ TOMONIBI0 DPABEHCTBB
6=i+u 6=+ (@—u; d’=v40; 6=+ (r—p),

OTKyla Jerko HaiiTh, 41O
o A=l p

o}
D1y " ae=d ¥ (1) 2 D EQA4 )48
4-N:c2+c’2+c”2—{-c”’2 QN:)‘2+P'2+V2+P2

CpaBHuBas 188 HAflleHHELT BHpPaKeHid 114 S, TOIYIHMD 0KOHYATEIBHO
paBeHcrBO (1) § 2:

8—1

BCDTs s L ik i oy

4N =824t +u?+-v% 8, ¢, U, v, Hew. MoAOK. N=52+1% 5 Hew. IOTOK.

§ 4. IlepeilieMs Teneps Kb I0KA3aTENBCTBY TEOPEME Stieltjes’a u
HayHeM® ¢b Tolf, mpoBBpEa KOTOPO ¢ MOMOMBIO AIINNTHYECKHX QyHEEIif
Tpedyers npuMbHenia npeobpasoBamis 3-ii cTeNeR: I TPHBOLHTE Kb IOBOIBHO
CIOKHBIMD BHUHCICHIAME. Ilo sromy moBoxzy cams Stieltjes B mepemmckdh
©b JPMHTOMB TOBODHTE: «J'ai été, d’abord, un peu effrayé des calculs
que demandait la vérification du théoreme IV® 1).—O06osHaunms 4epess m
IPOMBBOIBHOE MOMOEATENbHOE ITBIoe wumeao u OyIeMs paBCManHBdTb Bch
npexcTaBieHia 4m BB (opmb

i e s b o )

TIB 2 W @ HEUETHHIA, a # M ¥ UeTHHIA uucaa. Ha Beb Takig IpejicTaBIeHid
PacIpoCTPaHAME CYMMY

G
S=¥(—1)7 23

(s moMompio paseys#ieniii, COBEPUIEHEO AHAIOTAYHEIXD Pa3CyEIeHIAMD
mpexsaymaro §, yobmiaeMca BB TOMB, 9TO

1 P—1
1! Z(—l) T
Sh24-p2=4m

1) Correspondance d'Hermite et de Stieltjes, t. I, lettre 37.
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TUTbCH, UTO IIPH YETHOMD M Haike BD CJ’IY‘I&'}}' BOBMOEHOCTH YpaBHEHIid -

2 3P =m
Bceria
bRl G S R
243 =m

ITpuMens Teneps BoO BHUMAHIe, 4TO THCIO npencraBrerii k=5 (Mod 8)
Bb BHID '

k=% 42 1452, 7=¢=1 (Mod 2); s=0 (Mod 2)

paBHo 2F'(k); TOTTa PABEHCTBO (2) MOKETH GHITH NEPeNHCcano Takb:

o—1
Y (—1) 2 6F(16m — 302 = ¥ (22 — 32) (2%
g==m—1 8. b .., 22438 —m

H Bb TaKOMb BHIB BHpPamaelh OJHY 3D TEODEMB Stieltjes’a.
§ 9. OGosmaunus uepess m Karoe-milo whioe wHCIO K Oynems pas-
CMaTpuBaTh BCB mpencramienis m BB BHb

m =524 221 dd,

rB s kakoe EHEOYAp Irhioe wmemo, ¢ 1o IIPOM3BONY YETHOE HIH HEUYeTHOe,
d U J NOTOKHTEIbHES M TPHIOMD ¢ HeUeTHOe. Ipu s=m (Mod 2) wmeao
d uerHoe, a mpu s=m —1 (Mod 2)—neuersoe. Hpuaumaa t=0 (Mod 2)
OyzeMb uMbBTs BB cmay Tommecrsa § 1 ‘

Y (—1PF(@+-8)= ¥ (—1)*~1sF(s) ; v

M=52—21? - dd; (=0 m=s42(2; $>0, t=0
Touno rakme BB cayuad t=1 (Mod 2) mmbems

X (—1F(d+s) = ¥ (—1)~1sF(s) av=)

m=s4-2t2-1 db; t=1 m=824-212; >0, t=1
Hoxomuns remeps 85 (IV) m (IV*)
Blr)=—=n;
TOT/a HOIYYHMD Tockb IOMEHBIXT yHpoIeHiit

=

=T~

D e bary

19 |

s=mi; =0 s=m—1; t=0 §24-2t%=m; =0







TloxyuerHOe PaBEHCTBO MO®OTH OHITH HCTOAKOBAHO Takb. PascMoTpmMB
Bch mpexgcraBienia 4m BB BuLb

4m = 81214524 22 4 u2-L 924 o2,

b s=m—1 (Mod. 2) n 2, g, », 0 YHCJI2 HEYETHRIA IOAOKHATENbHEIA.
OGosHagunn uepest P, YHCIO TA4KHXT IpefcTaienifi, ok ¢ uerHoe; a ue-
pesd Py uncno takuxs, rib ¢ HewerHoe. Torza MOKEMT HANHCATH PABEHCTBO

m (m—1)
2P —F)=(—1) 2 Y (s—28&) (9)
M=—=5%1-2¢2

Teneps BB TOEZECTBE

Y (DAL= % (—1)4F@),
Am=212 14524024 p 2248 Am=212+ 45?402 Lp.2 >0
b

S=mol e e =) (Mads 2y w0 =00 0

s &
noxoxums F(z) =S8in—- ; NOIyYeHHB pPesyIbTaTh MOEeTs GHTb Ipet-

CTaBICHD Takb

s—1 .
bl e Y (2 a0 (d)
dm=28>F41*+ 124 p.2; 50 -

CpasgeHie (d) ¢b (d') maers paBeHcTBo

m(m—1)

2% (— o e Visr—or) (3)

4in=2s2-F412 412+ % 50,050 m=s?--2{2

H3% KOTOparo IoXyJaeTcsd eme ofHa Teopema Stieltjes’a

s—1 m(m —1)
Y (—1) 7 sF(4m—2?) = (—1)" T Y (s2—2#) (3%)
s=1.3.6 1 m=s*-}- 2%

§ 6. Bp namsmbiimems maMb IpUAeTCA T0Ib30BATHCH OXHOM TeopeMoft,
supelerHof SlRo0H HM8B TEOPIM SLIMNTHUECKHXT (QYHKIiH; HO ME IpefIo-
EuME 31bch HOBOE ed [0Ka3aTeIbCTBO, BHITERANIEE W3H THXH He HATAID,
%455 1 Bee mpexmrymee. Teopema 3Ta WHTAETCS TAKB: €CIH 7 HEYETHOS
wucao Buga 8h-4-1, TO pasHOCT MEHEIY YMCAOMB phmeniii ypaBEemix

m= a2 1642,

[Epee————
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riB 4 uermoe m Tob 4 HeueTHoe, PaBHA PABHOCTH MeEY YMcIOMB phureniit

YpaBHeHid
m=7y®+ 8d%,

b y=4+1 u Tk y =43 (Mod 8).
Tlpy mpUHATHXE HAMH 0003HAUEHIAXD 8Ty TEOPEMY MOKHO TPEJACTA- |
BHTH TAaKD: eciu uepest g(m) m G(m) 060sHAUATH 9UCIOBBIA (DYHEIIH

j 3
g(m) =¥ (—1)
m=a?+1682 .
Pl

G(m) :2 (—1)8

m=72+4 852

g (m) = G (m).

TO BCErIa

Bb § 3 Mbl Iokasaim CIBIYIONIYI TEOpeMY: PAsHOCTh MEEIY UHCIOMD

phmenifi ypasHeHia
m=y2 -} 4d2 |- 42

rib J uwerHoe, u umeromt phumeniit, t1s J Heuernoe, BooOme paBHA O
0OHa OTIHYHEA OTH HYId TOILKO TOTA, KOTAa M ecTh kBagparTh (=s?), H BB
sToMb caydat papHa ;

s—1
2

g B

Mer cuntaeMs m =1 (Mod 8); mosromMy uMcaa 6 ¥ & HIA YeTHHS,
uin HeuerHma. Ymexo d Oymers weTHHMSD, ecan y?=m (Mod 16), 1 He-
YEeTHHIMB, ecam y2=m -+ 8 (Mod 16); crbgoBareibro nmpu 4eTHOMD ¢

T2-1 - m—1
(=D ==n°
9 TMpd HEUYeTHOME d
: 12—1 m—1

T e

H3b Uero Ierko yeMoTphrh (UpHHABE elle BO BHEMaHie, uTo cymMy 4d%- 4e?
MOEHO TperxcTaBuTh BEH opmMb 8u? - 8v?), uTO mpeisAymad TeOpeMa PaBHO-
CUIbHA TaKOi: cyMMa

2]
—_—

y
bl
pacupocrpareHHEag Ha Beh pbulenis ypaBHemis

m = y2 + 8u2 - 8v2,

l!—_-_—-—__-“_m»mw




vy,

8000IIe paBHA HYI H TOIBKO Bb TOMDH ciyuab papHa

s—1  §2—1

g R R
Korga m = s2, IIpemniymymo cyMMy MOKHO IIPeICTaBATH IOLh BHIOMB:

Y. G (m — 8v?);
v=0,201 =D .,
cabIoBATEILHO
Nl (ot o= 807 =

g—0i=1 =0 By

s=liel

(4)

{0, ecin m He KBajpald l

A EEEN 9
25(—1) , BCIH M=S5

IoxoxuMb BB TOXIECTBE

Y (—LrFd+5)=

0, ecin m He KBaJIpaTh
m=s2-+db

(—1)°7'sF(s), ecan m=s?

(DYHKIIO F (x) paBroi

L)

F(a:):sin?;

TOTA3 TOCAXB JONEHLIXB YUPOUIEHifi W PHEABS BO BHUMAaHie, 4TO

2 i) 1 "’__3_4_@
SIl ——= — | — | =—=——(—1) 2 8
1 m( z ) oy

IIpH # HEYCTHOMB, IIOJIYYUMB

2y (—1)

m=16g2-+ds

== 0, ecId m He KBaIpaTd
T e s—1 , 2—1 ]
: RS

Tsi Sy , BCIH M = §2

Uas mocabguaro paserncTsa, B3BBCHBB, 4TO cyMMa

22(7)

PACTPOCTPAHeHHAS 0 ABIATEIAMD HeueTHaro wucla k, paBHa UMCIy Ipef-
craBlesilf £ Bp ¢opmb ,
k=a? 4 2y2,
HaliTeMD: -

¥ (— 1=

m=16g2 +—u?-8u?

s—1  s§—1

{O, ecIH  HE KBAIpaTb

25(—1) °  *, ecum me=s?




Hin

(B)

Zg(m—-sz): =1, 81

Bl et Bef—=1). 510 tewnia?

0, ecid m He KBaLPaTh }

Cpaprenie pasenctsb (A) u (B) mOKABEBaeTh, YTO NPH BCAKOMB
m=1 (Mod 8) e '
Y G(m—8)=Yy (m—8v?)

r=0,%1,2£2,... p=0,%1,%2,...
Ho G (1)=g(1); mosToMy u3b TWOCIBIHATO PABEHCTBA IPH M = 9
mafizens G(9)=g(9), sarbws G(17)=g¢(17) ¥ 7. K., BoOOuIE
G (m)=g(m), ecim m=1 (Mod 8).

Uss Teopemsl, Bripamaemoil I0CIBIFEMS DaBEHCTBOMB, BHBEISMD OLHO
crbncrsie. Byrews pascMarpHBaTh ypaBHeHie

2m = s? 4 %,

npepnoiaras no mpexseMy m=1 (Mod 8). 0603HAUMNT Uepesh Ry umelo
phinexift, Tab :
suit=:=x-1(Mod 8);

1 uepess R, uneno pbmexidi, rab
sHt=4+ 3 (Mod 8B).

| Bearoe pbmenie ypasHeHid
Zm‘: 5% -+ 12

-

MOZeTd OHITH moiyueHo us® phmerifi ypasnemia

m = &2 - 1677
¢h TIOMOINBX) DPaBEHCTBD

s=§-t4y; t==+(E—4);

OTEyJZa JerK0 yCMaTpHBAEMb, 4TO

A 7 ueTHOM: s H (=4 1 (Mod 8)
mp m=d  (Med 16) = { n HeueTHOMB S U t=+ 3 (Mod 8)

o 7 ueTHOMB® § M t =+ 3 (Mod 8)
mpr m=9 (Mod 16) ‘u { 7 HeueTHOMB § B t=+ 1 (Mod 8)

CrbrosaTelbHO

m—1

Ry —Ry=2(—1) ® g(m).




Lk S

Cv ppyrofi cropork Jerko yOobiuThes w3 pascMoTpbHIZ ypapHemim

m = 0? + 8h?,

— + 1 (Mod 8) h uerHoe

mpa m=1 (Mod 16) n {az + 3 (Mod 8)  meuerHoe

6=+ 1 (Mod 8) h HEUeTHOP
upa m =3 (MOd 16) TY6= 4+ 38 (Mod 8) % uerHoe
Obosmauus mosToMy wepess P, u P, umera phmenifi, rib h wermoe
u 11b h HeuerHoe, Gymems umbrh

m—1
P — Py=(—1) 8 G(m)
CrbroBarensno
By — By =2(P, — Py _ €y

§ 7. Oyers F(z) HequHaJi dysemia 1 m=5 (Mod 8). Byuems
PasCcMaTpPHEBATH Beh mpexcTaBieHia 2m BB (opmb

Im =2 -2} 8dd,

rib ¢ ¥ s HeueTHEA umcia (ZZ 0), UPHUEME HocIBIHEE MOKETH MOLIeXATH
IpOHSBOJIBEBIMG OTPAHMYEHIAMD, a ¢ U J NOJOKHTEIBEHA IBIRS wiHCAA.
Torza umbers mbero TomTECTBO

D (—1yFEdH—

2m—=124s2 -+ 8dd -

=1
-—Z{(—l) R e F(t—zn—ﬁF@} (V)
2m=13--5% >0
KOTOpOe JOKaghiBaeTea Tojgo6HO tommectsy (I) § 1.—Bmb sroMs TomzecTsh

HOJOEIMB
ire=

u OyIeMb CuUHTATH “OIMEB p'aa'r) s2=1 (Mod 16), a a1pyroi pas®
s2=9 (Mod 16); rorma moayunMB : -

Yd — yd = Z(tz-l) (a)

?=1, s%=1 =9, s:=] 9711—1‘2—}—32 =1 (Mod 16); 0, s=>0

bl s =—~Z(t =1} (®)

=1, $2=9, =9, 2=9 9‘m—i§2 +5% §2=9 (Mod 16); t=0, s=>0
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H #3b CpaBHeHia (¢) ¢b (f) BLIBEJeMD CHauala PaBEHCTBO

-1

S
gy (=t == Y () V)
m=2s2-La2 L N24p2; 8, 5, \,'p Hew. >0  2m=E24?% £2=0 v?=1 (Mod 16); E, n>0
a W3B Hero HoBoe cooTHomeHie Stieltjes’a

s—1
m=5 (Mod 8); 8%, (—1) 2 sF(m— 2% =Y (§2— 72). (Iv)
S—=lyiag o e Im—==E2 L 42 £220, =1 (Mod 16); E, 70

§ 8. Eme oxma Teopema Stieltjes’a MomeTs OHITH JAerko MOTyUeHa Ush

TPeBI Ly IIaro.
Tyers omars m==5 (Mod 8). IlonoxuMb

S
F(az) ] —4'
BE TOEIECTBH

: Yil-1pE(g - s = Y. (—1)y-1sF(s)
Im=s2-- 2+ 42402 L di; =1 (Mod 2) Im=s2-+4u2+4e2; s>0; t Heu.

Hocab mpocToro macakmoBamis HpHAEMD Kb cIBAYyIOMEMYy pesyibTary.
Ecan obosmauuns uepess V, u V, umcra pbueniif ypaBHeHid

om = 16g2 - 12 -1 4u? - 402 - w? |- 822; ¢ Heu,, (A

b cOOTBBTCTBEHHO ¢ YeTHOe M g HEYeTHOE, TO

8—1 §2—1
e
2 8 S

Vy—Vy=12 3 (—1) (a)

Im=s212+4u2{-4v% s>0, t mew.

Bw ypasmeminm (A) umcra f W w HEUETHBd, a 9YHCAa % W v OIMHAKOBOH
YETHOCTH; OTCIOJA JAETK0 BEIBECTH, UTO uicto phuiexifi ypasHeHis

om==16g>-}2p2 -+ 8¢® + 8r2 4 852822, rub p HeueTHoe,
HIH, 9T0° BCe DABHO, yPaBHEHIA
1 897 - p? L 4g2 1 dr® b 4?42,
1k g=0, paBHO % Vy u gneno pbmenii, r,zﬂs_gz o péBHG % V.. Ho Bb

CBOW Ouepelb ACHO, 4YTO
= 8@1 ;

RS

T T = I T TR R R S







e B o

BB TOMIECTBS :
YR - y) =¥ (1t F(y)
m=8y?+a?+8d'8"; &’ Heu. m=8y2+a2% y>0
HAHIeMD

1 .
Y= l)rd :__2.2(_1)yy2_ (©)
m=8y?4-a>4-8d’'3"; &’ meu. =82} a2

Ho ouesugmo, 1ro

BY (1 =Ty (-1 {d,

=1 =1

crbrosareasro u3s (b) u (o) HOﬁyénM’L

Y = 1tde= ¥ (12 =8y3) )
m=ax2-1-8y2+ di; x wer. a2 8y2=my >0

Cymma »B mpaBoff uacTu nocrbIEATO paBeHCTBA paBHA IOIOBHED
pasHocTH uHeta phmenifi ypaBHemiag

M= 48 4 8y - dn - 47 497421,
rib y uerHoe, m wHciaa phenifi, ril y mewernoe; cabroBarernHO

Ry— Ry =2 ¥ (— 1)¥(z2 — 8y2),

22+ 8y2=m; x>0
OTKyZa mocadb cpaBHEHiA b paBeHCTBOMBE (a):

S=-1i $2—1
V(=12 " 85=2Y (—1)¥(z2—8y?). (VD)

2m=s>F- 12+ 2 402 s>0, ¢ mew.  a24-8y2=m; v>0
IIpungass BO BHEMaHie, 9T0 yucao phmeniii ypaBHeHiZ

2 — s% = {2 - 4u? - 402
C¢bh HEUYETHBRIMB [ PaBHO :
4F(2m — s2),
HalileMb OKOHUYATeJIbHO

8=~1 | s2-1 :
2% (—1) 7 | SsFEm—st)= ¥ (—1)at—8y. (VI¥
S=1."3 5. 224 ByP=m; >0

e

e s

TR

RESTTE

s pma

= R R BT

SRR RS

e

|
T T T ST ™ (YA Y O I YA







AR
ofpamanTcs BB HyIb Beh wiens, coorsbreTByNOmie uerHOMy d CyMMA
0CTAIOMHEXCHA UIEHOBH OyIeTh PaBHA OLHON UETBEPTH CyMMbI
gl ga g

S(=D7 T,

pacupoctparenHoii Ha Beh pbiienia ypaBHeHiA
m = s2-L 224 u2-4-1*; s u { Heu.
b w B v He PABHH Hyxo 3apasb. Ilosroyy MOEHO HAINHCATH

1 L e 1 A=t gt
S=7¥(=1~> o s em Yt e e
Me=s2-212 - 1202 s 7 {He T, m= s 212

1 Grarofaps STOMy YIPOCTHTH PABeHCTBO (a) CIBIYOMEMB 00pasoMb:

s—1- s2—1 $2—-1 s2—1

sl el vl g £
S Fsm—8Y(=1) "6 s T—F(—1)F (*—2).(h)
m=s2+ 262+ osmtuew.  m=s>{812+8dd < m=s212f2
Bo cymmb i
zd

T=Y(—1) % d cos

m==s2-2£21-8dd 2

HCUEBAITH WIERH, cOOTBBICIByOIIie HeweTHOMy d; 9T3 CymMa MOKETH
OHTH [03TOMY TPENCTaBICHA TAKD

$2—1

P aN iy g
IpHYEND CyMMUDOBAHie PACIPOCTPAHAETCA Ha Beb IpeficTaBIeRis M BB dopmh
= g Lng L TR,

Ta® aTor0 ypaBEeHiA cabryers

s$2—1_m—3
S (Mod 2),

uT) TaeTh BO3SMOKHOCTHE HANHNCATh
m-3
T—29(—1) ¢ Y (—1)%4
m=s2--212 | 16dA

=




2 AT RS

£ TR — T

AT e o

iy e
Temeps Bo3bMEMD TOETECTBO (cp. Tomzectso (V) § 7)

S F@A+ H=
m=224-s24- 16dA
O vl T

m=212+s% >0 :

3F(t~—2)—t—-;l F0))

H TMOJOEKHMDB BH HEME

Flrys==u:
TOTAA IOXYYUMD
Sl 1
2y (— 1) d=—> TE—1)
m=212-+s24+16dA m=s2 {22
s mt5 ;
N Gt 2
e e S gt — 1)
. m=s2 122

Broca sT0 sHaueHie BH paBeHcTBO (b) B IpHHEMAad BO BHHMaHie 4TO

BB CHIY ypaBHEHIis
: Mm=—s> - 202

BB mocabimeit cymut mpapoli gactum paseHcTBa (b)

E m-5
(1) F =— (=1 °
MOJYYUMB OKOHUATEJIBHO
’ ol ks i
Yl s =k1) S Ve ) : ANCER)
m=s2-+ 2121242 s u t Hew.>0 $2 14 212—pm; s w10

Iocabymee pasemcrso Stieltjes coobmuas Bb dopur:

E_*_s_a;‘_] m—s? m»-};a P
3 e me BRSO SF( 5 ) St e b e IR G B
el s2--212—=m; s >0

Hacroamee wuscabioBamic mybio COBepIEHHO —CHeIiatpHylR Ibab: -
aPHOMETHYECKOE [0KA3aTeIbCTBO HHTEDECHHXE TeopeMb Stieltjes’a; mostoMmy
A He yKAsHBANh HA MHOTOUHCIEHHELA apHeMeTHueckis cabicTBis, KOTOPEHI

 MOTYTH OHITH BEIBEJIGHH H3D YRA3aHEHXD BIBCh 00IAXD TOEIECTBH. OTH

TOXKIECTBA ABIAKTCA JACTHBIMU CIYYAAMH APYIHXDB, OTHOCAIIAXCA IO UACIO-
BHIXB (YHENifi cb Tpems mepeMBHEBIMH; & Halboch omy0uiHEOBATH UXD BB
apyrofi paborb. Bambuy, uto omEm uMBOTH MHOTO O00LIAro ¢ TOHIECTBAMH
JiyBuing, H3H KOTOPHIX'S 3HAMEHHUTHIl YyueHEl HBBIEKT Takoe OTPOMHOE
KOJHYECTBO HHTEPECHHXs apUOMETHUBCKHXDE DPE3y.IbTaTOBD.

14 asrycra 1912 r.




0 npencTasneHin YHCEND CYMMaMmu KBaapaToBb.

A. VeneHcrazo.

§ 1. Bw macroamefi crarph & mmbo BH BHLY, TJIaBHEIME 00pPasoMb,
' JIaTh apUOMETHIECEOE [0KA3ATEIBCTBO PEe3yAbTATOB® JiyBHIld, 0THOCAIAXCA
Jo umena IpefctaBieHiffi uwmceads cymmamu 10 m 12 EKBagpaTOBL. ITH pPe-
3yIbTaTH, Oonyb.aHKOBaHHBE BH 1864 u 1866 romax® !), 0cTaBAIHCh T0JTOE
BpeMA HemorasaHHbIMH. O0mag Teopid KBaJpaTHIHBIXB (JOPMB CO MHOTHME
nepeMbHHEEIME, pasBuTad Bb paboTax® Oilsermreiina, Cuuta 1 MuHKOBCEATO,
He MOLJIa JaTh phImeHis BOMPOCOBH O MpeeTABICHIN THCEIH CYMMON EBaj-
PaTOBh, UMCI0 KOTOPHIX'h IPEBHIIAeTH S, XOTd, LHOBHAUMOMY, HMEHHO 5Ta

Teopig joamHA ObLia OH JaTh HALEEHBIA CPEICTBA LIS PBHIGHIA TOT0OHBIXD

BoNpocoB®. Pesyaprars: JiyBuaad ObLIN TOAHOCTHIO 10KABAHE TOJIBKO B 1907 1.

ITeTpoMs 2) ¢b TOMOMEBID Teopin sLIHNTHYECEHXD (yHENA. Hecomabrmo

OfHAK0, 4T0 caMb JiyBHIIL 1101b30BAICA APUEMETHUECKUMH METOXAMH, OCHO-
BARALIME Ha mpumbHeEim EBKOTOPEHIXS BeckMa OOMIEXD UHCIOBHXE TOX-
IecTBh. JaHUMAACh CH CBOefl CTOPOHEL 3THMB BOIPOCOMDH s HAIIEXh ApHe-
METHUECKId JoKasaTelbcTBa yTBepmueriit Jiysuimd um BBpoaTHO TH caMbl,
EOTOPBIA COCTABIANIN €ro Cekpers. Bb MONXH I0K4BaTeNbCTBAXH MHEB HE0O-
XOIMMO ONHpaThCA Ha XOPOIMO y#e H3BHCTHHIE pe3yabTaThl OTHOCHTEIbHO
qucna npejcTaBieHid uucers cymmaMu 2, 4, 6 m 8 nBagparoBb. IloaTomy
a OBl MOI'p JIS KPATKOCTH HPOCTO CCHLIATHCA HA 9TH PEsyIbTATH; HO samb-
4aTeIbHO, YTO W OHU TONYUa0TES U3 THXD Ke MeTOXOBD, KOTOPHL d IpH-
mbHEAH0 RB HacabroBamin cayuaess 10 u 12 kBajgpaross. Beabicrsie aroro
4 Hameld Hauborbe yI0OERIMDB W8BIeUs BCH UBBBCTHEIE Pe3YIbTATH HU3G
OHOrO 00IIAaro METOYHUEA, KAKOBHIMD SBIAATOTCS OOMIid WNCIOBLIS TOXIECTBA
JiyBunust w wbroTopHs Apyris, mMn mogobEEA. Cryuan 2, 4, 6 u 8 KBalI-
PaTOBL OYIyTh W3YUEHSl JBYMA PAIMUNGIME CIOCOOAMH, H3B KOTOPHXH Iep-
BHII BechMa npoctoii U Oe3pHEKYCCTBEHHEI.

1) Liouville, Journ. de Math. T. IX p.' 296 w T. XI p. 1," 2-e série.
2) K. Petr, Archiv fiir Math. u. Phys. Bd. II. 1907. Cp. Tarxe: Hazumoss « O mpu-
IOKeHIAXD HITHNTHYCCKAXD (YEKNiE E® Teopim wmcers». Mockpa 1884.

eaoerivhe
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§ 2. Mu Gygems Bb paxpmbiimems sHaroMb Ny(m) 0003HAUATH YHCIO
BehXD TIpeICTABIEHif m CYMMOK0 p KBAJPATOBE, T. 6. THCIO BCEBOBMOAHBIXD

phuierifi ypasHeHia
‘ M=t TP,

15 A, %,...T (UMCIO STUXD BEJHYUHDB =p) IbIRA UHCIa, He MOLIGKAMIL
HHKARUMB OrpannueHisms. Uncrio BehX® IpefcTaBleHill s CyMMOI KBaj-
paToOBD P HEUETHHIXH MOJOEUTEJBHEIXD UYHCEID (WM IPOCTO CYMMOK p He-
YETHFIX'D U TOI0KHUTEIBHEIXDL EBAJPaToBh) ME OyIeMb 0003HauaTh SHAKOME
R,(m). U3p camaro TOHATIA 0 NPELCTABIGHIN YHCIA CYMMOI KEBajparToBb
BHITERAETH CIBIyIOIAA BechbMa IpocTasd JeMMa.

Jdemma I, Cymma

Z(m— (p -+ 1)22)Ny(m — 42) = 0,

1010 CYMMUPOBANIE PACKPOCINPAHEHO NG BCTs  UIbIbLL UUCAA A (% 0), %gao--
pambe KOULs e npeshiudams w, pasia uyawo., nn gopoue:

Z(m—(p -+ DA N, (m — 12) = 0. (A)
=0, +1, +2,...

JloxasaTerbeTBO 9T0ff TeMMEl uypesBEYaiiHO Ipocro. Bymems pascmar-
puBath Beh IpeeTABIEHIA % CYMMOI p—- 1 KBaJparToBh I BHIHIMEMD HXD
BB TalIHLy:

ﬁl:lf—i—ﬂf—{—...%—t?—{—vi I
M= "L

m=A2+u4.. . it

k= Npi,(m).

Bp srofi Talimukb uMCIO CTPOKH OYEBHTHO PABHO Npii(m). CIOEEMB
Teneps Beh NIpegmAymis paBeHcTBA; cyMMa IBBRIXT uacTell Oyxers
N 1 (m)
WIM, 9T0 OYeBHIHO,
mEN(m — 42), 22 m.
P S DI =%

CyMma mpaBbX® uacreil npe;mTaBnTéa TakD
2 2 2 2
D D e D
Ho ¢® opHO#f CTOPOHEL 0UEBHIHO, YTO

I = =... =211 =20,
















e 0

Wsw (c*) sakmouaeMs, 9TO
51
Ne(m) =4 (4d2—d2)(—1) *

m=d?d; 5 Hed,

Beepems Buberd cb JiyBuiieMs uHCIOBYD $YHKIID

61
0a(m) = ¥\ (—1) 2 d?;
m==dd; ® meu.
TOTAA, IOJOEHBE m=—2%n, I1B % HeueTHOE, JerK0 Haiirems

#=—1

Ne(2%n) = 4 [2%92—(—1) 2 ]0,(n); @0, n HeuerHoe.

Taxow ¢opmynowo ompepbigercs wueao mpegcrabierifi Beakaro wmeaa
CYMMOI0 6-TH KBaJpaToBh. JTOT'h PE3yIbTaTh cofepmmrica implicite BB dop-
myraxs Fundamenta nova §fIkoGm, Ho ompejbrenno OBLIG BIepBEe BHCEA-
3aHb JH3eHIITeAHOMD.

IlepefigeMs Temeps kb ompenbaemin umeaa npejgcTaBieift m CYMMOI0
KBAJPATOBL WECTH HEUETHBIX'D I MOLOKUTEIBHEIXD 4icers. SIcHo, uro mia
BO3MOKHOCTH TAKOBBIXB NPEICTABIEHIE m JTOMKHO OBITH BHIA 87z+6, T. €.
J0XKHO OBITH yIBOBHHEIMT HEYSTHHIMB YHCIOMH Buia 4n--3. IlogoGHo TOMY,
KaEb BD ODeIBIYMeMb Hscabiosamiu Mi ommpazuch Ha Tomiectso (0)
JiyBmnas, Tagh TOYHO BB HOBOMB H3CIBLOBAHIM ME OyIeML OIHPATHCS Ha
Apyroe TOEKAECTBO, KOTOparo mpasia, HBTH y JiyBHlIg; 0JHAKO OHO RBEITe-
Kaers ush ThXb e merounurosh, Kawb u JiyBmiiers Tommectsa. Ilyers
HEYeTHOe UHCAO 7 BCBMH BO3MORHBIME CIOCOOAMH NpEICTABIAETCA Bh BHIS

n=22-1-2dd,

rib 2 npomsBorbHOE HeueTHoe uucao, d I J NOJOEHTEIBHES THCIA I opu-
ToMb d meuerHoe. OGosHauad uepess F(xz, y, 2) HeueTHYD 10 KamIoMy
u3h NMepeMBHHBIXD (YHENI H OPUTOMb TAakylo, 49TO

'F<0a @/,Z):O F(.Z‘, 0, Z)=Oa F(x; y.y O)=O,

©CIH TOIBEO COOTBBICTBYIOMIE apryMenTs MOmETH ofpallaTses BH HY.b,
PACIPOCTPAHUME Ha BCH YHOMARYTHIA BHINE NPENCTABAGHIA CYMMY

SF(4d, 01, 2 Lag gy
TOTIAa HMbBEMT TOMIeCTBO

YF(A+d, 0—2, A4+d—d)=0, ecau n He KBaJpaTH
n=NMA-+2d3; & mewu, Vn—1 i
: = D)
Y (itd, 6 -2, a+d—d) =Y, F(Vn 25, 2s), ecin n KBaIpars
17127\2—{«21187 9 Hed. =1



















BBoma unciaoByH (QYHRIIO

x(m) =16(—1)"¥ (—1)%d? mupm m>0
do=m
BMBCTO (€) JerKo I0AyYdMD
¥ (m—942) x (m—2%) =0,
)\gé’)n
OTEYJa yiKe 3aKIOUAMD, UTO
Nofo) = (—1)" 16 ¥ (-1 )d5;
do=1m ;
srbob cymma Oeperca mo BebMb pbanrerans m. Heam m HeueTHOE UHCHO H
$s(m) 0003HAYASTH CYMMY RyOOBH ero abrurened, 1o

Ny (m) = 1654(m)
Ecan ®e m uweTHOR uueao =2%n, rab » HeueTHoe, TO

i
Ng(m) =16 -—?—ge,(fn)

DTH pesy.abTATH BIEpPBHE (OPMYIHPOBAHBL DiBEHIITEHOMD, XOTA OHA
Zerko moryuaires uan Qgopuyrs Fundamenta. Momuo ObLIO OBl TakuMb e
00pasoMb pascMoTpETH BOIPOCH 0 4uclb IpegcTaBleHiil YucIa KpaTHAro 8
CYMMOI0 8- HEYeTHHXT KBAIpaTOBB; HO BCIBICTBie CIOKHOCTH CBABAHHBIXD
¢'h STHWH BHIUHCJAEHIl MBI IpeiuounTaeMs MOKa OTIOEHTH PA3CMOTPBHie ATOTO
BOmpoca. Bo BCAROMB cayuad sgcHO, 4TO 10 HpHYHHD Bospacrawomed crouM-
HOCTH BBIUHC/IEHI eTBa-In BO3MOKHO Hagﬁﬂibcﬂ na yenbxs pascMorpbHEHAro
crocoba BL mpEMBHeHIm Kb 10 m 12 EBaiparams. 1LosToMy Mbl usOupaems
npyroff myrh ¥ PascMOTPHME BHOBH YiKe Das00paHmBe caydan 4, 6 I 8
KBAIpaTOBFh, & 3aTBMDb AHAJOTHYHLIME IpieMaMi uscabiyems cayuam 10 u
12 KBajJpaTOBb.

§ 7. Bropoit cmoco6s mig phbuieHid BoIpocoB® 0 HpeLcTaBIeHIN YHCEID
CYMMOI0 LBAJpaToBDL OCHOBAHD® Ha mpuMbHenin TomrecTD JiyBnild Ipyroro
xapakrepa. HaMb II0CTOSHHO OPUIETCS CCHLIATBCA HA OJHH H Thike TOE-
1ecTBa; Aid yaobcrBa MEL cofevemb, uxb BMBert BB sToMb §. Bo Beh artnm
TOAIECTBA BXOAMTH 4eTHad (PyHEWA f(x), T. e. Takad, KOTOpas NpH pas-
CMaTPHBACMBIX's BHAUCHIAXDH apryMeHTa YIOBIETBOPAETH YCIOBIH '

f(—z)=f().
Ilycrs m HeuerTHOe umeno # «>0. YerHoe umero 2%m BebMu BO3-
MOKHBIME CIOCO0aMH NpPeICTABIAETCA BH BULB CYMMEI

9% ——r ik s







iRl U0

Bt cayub a=0 oguo usb uucers ¢, T paBHO HYI, a APyroe OOIbIIE
HyJId; He 0e310/e3H0 OyIeT’s Bb aTOMB cayua’h TomrecTso (L) mpexcraBuTh Taks:

2 N [f2—)—340)]+ SO +2f() .+ 2f(d—1)]=F(0)5,(m) (V)
m=hp.+2Tvp m=db

Haxorens cabayers npuBecTH ele 0JHO TOELECTBO, koroparo Jiysuiis
HE JaeTh, HO KOTOpOe ABIAETCS OUEHb BAXRHHIMB ILad JarbEbiimaro. IIycers
M waroe yrojgmo uueao u [(x) HeueTHad (YHENIA 0TH x, paBHag O IpH
x=10. Byzens pascmarpusarh Bch mpegcraBienia M BB Buph

M=g- 2Lyl . +w—dd (a)

rrb s mpousBoasHOe Iwhioe uucxno, ¢, w,...w (YUCIO STUXD UYHCENH [IPOU3-
BOJBHO) 110 TMPOMBBOJAY UETHHIA UJIM HEUETHBIA 4HcIa, d U J HHCIA IIOI0-
#EUTEIbHBI U NpuTOMB J HeuerHoe. Cymma

S(— 1) HF(d+s-L30),
rrl 4 nmpowsBoabHEIE IapaMerph, paclpocTpaHeHHAd Ha Beh mpepcraBieHid
(a), Oyrers Bcerza paBHa cymmb
S (—1)yt+t1sF (s + A1),

pacmpocTpanenHofi Ha Beb pbuiemia ypaBHeHid

M=s2tFut. . . Fw? (b)
b ¢, w,...w Oomiexkars TEMB e OrpPAaHHUeHiAMB, Kakh BB PaBEHCTBH
(a) (mamp., ecly BB (2) MBL IIpejnoraraeM’b ¢ YETHHIMDB, TO H BB (b) LOIEHLE
6yrems mpenmorarath ¢ 4eTHsIMEB). TakuMs o0pasoms UMBeMT TOXEIECTBO

¥ (— 1) HF (ds+30) = ¥ (— 1) H-sF (s-21) (V)
M=s2+2 L2+ Lw?+-di; 8 mew. M—=s*-r2+uwe+4...+w? s>0

Joka3aTeIbCTBO €T0 He MpPefcTaBIAeTD HHKAKHXD 3aTPyAHeHil n mo-
TOMY MKl €r0 onyckaewmnb. HakOHEIb, JCIOBEMeA eme YHOTpeOaaTh CIABIyio-
mia oGosnauenig. Heanm pascMaTpuBamTcs Takid IpelcTaBleHia dmera m
CYMMO® p KBAJIparoBb, Bb KONXD ¢ NEPBEIXh KBaJpaTOBD HEUETHHE CB
OJOKATEILHEIME KODHAMH, & OCTAIbHBIE YETHEIE (% 0), 10 YHCI0 HXD

- OyzeMT 0003HAUATH BHAKOMD

Ny (m, q)

Ilpr Takomb oO03HAaueHin HMbBeMb OueBHIHO

N(m) = NP(74m, 0)
Ry(m) = Ny(m, p),

ik Np(m) u By(m) aMBoTs NpexHiil CMBICI.







47 —

IR Y 4o(r).40(s) ~- 80 (m) = 248, (m)
2%m=20r 1-2Ts
Cymma BB wbBOf YacTH »TOr0 paBeHCTBA paBHA, OYEBHIHO, UHCAY
TakuXD phureniit ypasHeHid =
oy = 2% - y2 - 22 - 12,
b a2-4-y2 me=0 um 22-}#* me=0; Ho 8p(m) DaBHO UHCIY BCHXB
0CTaIbgHIX. Cab0BaTEABHO

N, (2%*m) = 24§4(m), ecia a>0

§ 9. Ilepefitens X1 cayyan 8- KBapaToBL. Bb roxgecTsb (I) § 7
TOXOEEMD [ (%) = #%; MOIYINMB IOCIB TONAHBIXH yIPOIEHi

4y 5 (r)6i(5) = 231 fg(m)
29m=r-+s
DT0 PABEHCTBO MOKHO HCTOXKOBATH JBOSKO. oSambuasd, WO IPELIXy-
memy, uto $y(r) u §;(s)—uHcra IpelcTaBreHil 47 I 4s CyMMaMH YeTHIPEXD
HEUPTHHXD HOXORATEALHBIXD KBaIpaToBD, 1eTko yobmaaemed, uro, 2&;(r)§(s)
eCTh 4HCA0 TpPEeJcTaBIeHil 2%°m (=47-1-4s) CYMMOH BOCHMH KBaJpaTOBbH
HeUeTHHXh IIONOKATEIPHEXD UHCeldDd; cIb10BaTeIbHO

B0 0y = 2% B0 m v : ,

Tlpencrasums ceOGb Tenepp, 4T0 HIIYTCA IPeJCTABICHIA 22 CYM-
MO0 8-H KBAJPaToOBh, M3h KOUXD 4 NEPBEIXH HEUYETHH Cb IOJOKATENLHBIMU
KOpPHAMHU, & OCTAJLHbIE YETHEHI (_% 0). Beb Takia mpepcraBreHis MOTYTBH
OBITh HAlTeHE, eciH MBI BehME BO3MORHBIMI CIIOCOOAMH IOIOEUMB

2942 — 4r |45,

b r Hed. umexo >0 (a MOTOMY ¥ § Hed. nmpu «>0), HO < 2%m, N 3a-
TBEMB COOTBBTICTBEHHO KAKIOMY TAROMY IIDeICTABICHID pPABIORIMB 47 Ha
CYMMY YeTHIpEX'’h HEYETHHIX'D NOIOKHTEIbHHIXD KBaparoh (1HCAO0 TAKHXD
pasmomeHii = £;(r)), a 4s Ha CyMMy YETHpeXbh UYETHHIXH KBAJIPATOBD
(4mcI0 TAKAXD pasiomeHiil == 85y(s)). Iloamoe uUMCIO UCKOMBIX'L IPEACTAB-
renift Ng(2°2m, 4) Oypers pasHo ¥ & (r).8G;(s), Takb 4TO, BeabacTBie
Q0m=r—+s
IPEIBAYIIAT0 PaBeHCTBA,
N0, d)= 2 0.(n)

Ipu BRBOXB mpexmosaraloch &> (; HO PaBEeHCTBO, KAK® BHIHO H3b
nocabaywomaro, cupaseginso u npuy «=~0. Temeps b Tomzecrss (IV) § 7
ONATH TOJORUMDE [(2) = x% NOIyIUMD e

24y §1(7). 84(8) 4 &1(m) = Gglm)

m=r—+27s












dily g

CabroBareisno BMbero (d) MomeMT HamueaTh

y—1 2 1

45 (—1) T gy).0) - (—1) =

. 1
0s(m) = 4N4(2%2m, 4) — ZN(Z“"'?m, 0)+o(m) (o)
2¥m—2%r 1 275

Takb KaKkb IJA BCAKAr0 HeUeTHAI0 umela k

o i
e 2 y
Y =) Bagt = (1) 5 0,00
Jdus yroGcTsa BBeleMD BB pascMorpbuie cabiyomylo uxcroByo (yHE-
mino. PascMaTpuBasd UHCIO 40 W HaseBadg dYepest 27 HAUBHCIOYIO CTENEHD
2, rbramyno ¢, a YacTHOe OTH 3ToTo nbiaeris uepess b, MOIOKHMB

gl L
TUD =N (1) 7 d2=(-1)2 g (b)
ds 2D
IpH ¢>0; COrTacHMCH TakEe CUUTATh X(O):—% PaBawiMs  0Opasons

1
OyxeMs cuntarh o(0) =5 Torza paBeHCTBO (€) MOKHO HATHCATh TAKD
" r oy
£ Y, 2(4m’) o (4m’) = 4Ng(4p, 4) — - Ng(4p, 0), (e%)
4p =4m’ +4m"; m'>0; m">0

1B MBI moJommIH °
P = 2%m.

Cp apyrofi eropoHEl [0 fpegbAyumieMy nMbews

Ng(4p, 4)=4Y Ny(4m', 4)0(4m")
dp=Adm’+4m'’; m'=0; m"=0

Pazeymnag 1moio0HEIMD e 00pasoMb, IMOIyYaEMD

Ng(4p, 0)=4Y Ny(4m', 0) ¢(4m") + No(4p, 0) - 40(4p).
dp=4dm’ +4m’’; m'>0; m">0

Cﬂ'ﬁﬂOB aTeJIbHO MOKEME HamucaTb

1 : ¢ 1
4N, (4p, 4)— 11\78(4]), 0) = 4Y [4Ns(4m', 4) — - Ny(4m', 0)} o (4m"),
dp=dm’ F+4m"; m'Z0; m">0
COrIacHUBIINCE II0JaraTh

1 d 1
i Las i, g PN s
AN(0, 4) — 7 No(0, 0)=—; 0(0)=,

Eeau enie [IJd KPaTROCTH MOJOEHMDB

W(dn) = 4 Ng(4n, 4)— i Z\@(Mz, 0)











































0 HBKOTOPHIXL MOMMHOMAXL, HAKMEHBE VNOHAKWAXCA 0T
‘ HYNA Bb JAHHOMDL NDOMEHYTKb,

A. Hmeﬁbpcmwo.

1. Bylems pascMaTpuBaTh MOIMHOMED
h(@)=p+par—t .. L p,, (1)
CTELECHII HE BBIIIE 7, KOBMQUICHTE. KOTOPHIX'h CBABAHH COOTHOLIEHisMI
o (h) = copy + eyp+. . . pp=a
®1(8) = Bopo 8101 - . .+ Bupu=48 ’

aO’ Cfl,...&’n, &, 1@03 i@]_‘--ﬂn, .‘9

(2)

b uncaa

BEMCCTBEHHBL TOUHO TAaKb #e, KAKb U K0s(QuIienTs

pO:pla v Pa.

Byzewms upn stoms mpegmozarars, uTo 1o kpafimeif mbpb 1Ba ompe-
IbanTena
£ 5.

Bi Bk

a Qr

@b

OTIHYHEL OTH HYJId.
IlogoOmble MOAMAOMEL Taa EPATROCTH HAB30BOMbs noJuUHOMAMY ().
HacTHEING cayuaeNs TOL0GHEXE MOTNHOMOBE ABIAITCA MOIHHOMEI BHIa

#h— ox" 14 poat—2- L p, (3)
rb 6 mamHOE UHCIO.

Bonpocs o manvensimens yrIoHeHin 0Tb HYIA BB TAHHOMD IPOMEXYTES
STHX'D NOCIBIHEXD NOUMHOMOBB OHATL PascMOTPhHE Boepssie II. J. YeOn-
ITeBEIMD [ clyuas

== {




T

BE Memyaph «Théorie des mécanismes connus sous le nom de parallélo-
grammes» 1).

V3yuerin Bb TOMB &Ke HAIPABICHIN HOIMHOMOBD BHIA (3) mpH RAKOMB-
yrofgHO NaHHOME sHayenin ¢ E. 1. 30710TAPEBD MOCBATIIE cBOJ 3aMbuarelnb-
mHfi Memyaps «IlpumiomeHie SIIMITHYLCKUXD (yHEROi KD BOIPOCANTE O
¢yEKuigxs, manmenbe m Hauboxbe OTRIOHAIOIMEXCS OTH HYld» 2).,

Be mameMt H3cABIOBAHIE HOInHOMOBDL (£) MBI NONBITAEMCA 0000IIATE
METOL'h, LaHHHA i pbueHia amalorMIHBIX'D BOLIPOCOBD, OTHOCAMNXCA KD
noauEoMaMs (1), E03(pQUIieHTH KOTOPLIXD CBABAHEL TOJDRO 00HuMs UBD
coorHomenii (2), morofinsNs B. A, MapkoBHIME BDH €ro IPeKpacHOMS, HO,
&b comarbmio, Mazo mspberaows coumpenin «O QYHEMIAXD naunMerbe ykiI0-
HAOIEXCE OTs HYL BB JaEHOMB mpoMexyrkb» CIIB. 1892 r.

Hacrodmas ¢rarhd TocBAmera 0000meHilo pesyIbTaroBh 1-0ff TIaBHL
yrasaunaro counmmenis B. A. Maprosa.

2. HawpGoipmuwbs yEIOHEHiEMB OTH HyId BH AAHHOMD 3SAMEHYTOMD
upoMeayrsh (a, b) dammaro ToimHOMA h (#) HA30BEMD TOJORUTEILHOE
uncao Ly YJOBIETBODSIOINIEE yCInBio, 9To JIf BCBX® TOTEKDH STOr0 IPO-
MemyTEA

he(z) < 1a?, .
IIPH UeMb XOTh JIf OfHOTO U3 PA3CMATPHBAGMHIXD BHAUEHill uvMbeTs
MbeT0 BHAKD DPABEHCTBA.

IpeamonomuMs, 9T0 h(x) UPHHALIEHUTD Kb IOIMHOMAMD (Z), m 0060-
sHAUUMD uepesh [ HIEHDOL Tpamnny Bebxs uncerd Ly 1is Bebx® 10100~
HEIX'D TIOAMHOMOBDH, K03(HUIIeRTH KOTOPHXE CBA3AHEI COOTHOMEHIAMI (2).

970 umeA0 L HABOBEMD HAUMCHLUWME OMKIONEHIEMs NOANUHOMOGT (Z)
0Ms HYASL 65 OGHHOMD NPOMEICYMKIb,

I[lpemie BcEro MOEAKeMb, UTO CYMIECTBYeTH IO KpaliHed vbph oxueD
noauroMs h(x), 114 KOTOPAro ~

Li=EL

Beb mOIEHOMBIL, JLISL EOTOPBIXE uvbers mbero mocabpHee PpaBeHCTBO,
HABOBEMD MOIUHOMAMU (Z) HAUMEWBE YRAOHAOUWUMUCA 0N HYAA 65 Oait-
HOMD NPOMEICYMKIb WIN KOPO‘le, HAUWMEHLE ywwumoumamcﬂ NOAUHOMAMU.

3. Kaxp merpyiuo Burbrs, uncia [, HPEJCTABIAKTDS  HEIPEPLIBHLL
$yHRIIH OTBH -

Po, Prs v« Pus

1) Counmenig 7. I crp. 111—143,
2) Ipnaomenie &» XXX rouy 3ammcoxs Axazenin Hayks 3a 1877 roxs.



i

4 T0TOMY, ecIH HaMb YIACTCA II0KA3aTh, UTO CYNIECTBYIOTH Takid IOIOKH-
TEJIBHEIA YUCIA

ll'o, kl"" kn,
UTO HUAEHAA IPAHHNA YHCeIb L;, COOTBBICTBYOINUXT MOIHHOMAMT h (%),

¥ EOTOPHXB
[po] < ko, \p1\< e ’ka < s

TO&EE pPaBHA L, TO THBMB CaMBIMB ME JOKAmMeMD CYIIecTBOBAHIe IMOJHHOMA

h (), mia woroparo 5
D=1,

PascMoTpEMB IOTHHOMB fq (%), JIA KOTOPATo

Po—=P1—:. - —Pi 1=—=Pjl1=.. = Pt = P =Py = 0;

o ofr— Bo __ o} — Bia

p= pi=—1—t
Y oafr— i’ cilr— i’

A HEero

# cIBIOBATENBHO TPH CIBIAHHEIXTE HAMH BB CaMOMD Hauaxb Ipeflolome-
HIAX'B, CYMECTBYIOTH NOJIOKATEABHHA YHcla J, y, & Takid, 4T0

| el <y AL,
OGosHauad 4epess » MOIOKATEILHOE THCI0, YAOBIETBOPSAIONIEe YeI0BIAME
n>lal, n>|b],
HailgeMs, uTo jfuas npomemytra (a, b)
@] <yt fept =P,
b P romeunoe umeno. Ilo cBoficrBy mmkmeii rpammmsr mMbens:
L Ly P,

4 TOTOMy TIpH OTHICKaHin HumeEefl Tpamumsl L, MH MOMEMDB OrpaHHILTLCA
TARUMH TOIMHOMAMH, JIA EOTOPHIXD '

|h(@) | < P
BO BCEMB IPOMERYTED (g, D).
Rawp mokasanrs Borel!), xospumientsl m0L00HEXD TOTHHOMOBS OIpa~
HAYEHEl M CBEPXY U CHHSY, T.e. NMOLUHHANTCA YCIOBLAMB

!p0’<k03 ‘p1’<k17"-ipn'<kn,

b ko, Ky, ... k, TOIOKHTEILHEIA THCIAA.

1) Legouns sur les fonctions des variables réelles p.p. 83—84-







RakoBo-0k HE OBLIO 4UHCIO @, NOXMHOMB #i(x) NPHHALIEKITD Kb
GUCIY MOJIMHOMOBE (Z), 160

o (m) = o () + 00 (9) = o (h) = g,
w(m) = wi(k) +o0w,(9)= w,(h) = 8.
Horamens, YT0 MOKHO Tawh HOIOOPATH ompuyamessHoe TUCIO 0,
4100H HMBao mbero mepasererso
i L

3B ROTOparo cabiyers, uwto h(z) He ecTsh Hammembe YRIOHgbmifica ors
HyId BH NPOMeEYTES (@, b) moaumons (). Bw camons nbab, mwycrs BB
BaMEHYTOMB TpOMeRYTED (@, b) mmbeTca p pasinuablxh KopHel ypaBHemis

Lh2 ~~ h? (%’) = o

HMEHHO
By Foye s oy

Mur mMoEeMT Beerna BHOpaTh Takoe YUCIO &, UTOOB Tid BeBXD sHa-
YeHill #, yIOBIETBOPANMUXD YCIOBIAME

rp—e<x<a+e, (6)
Gl :
umbro mbero HepamemcTBo

bz} g ey >0,

Hasosems Bclo COBOKYMHOCTD HHTEPBALIOBE (6) uepess /. Bab murep-
BALIOBE o/, HO BB BaMEHYTOMB TpoMemyTES (@, b) mubews,

;h(x)| <L15

ok Ly < L. Ilycrs xpowb Toro. G moxomuTeIsHOE UHCIO TAKOE, UTO NIA
BaMEHYTaro IpoMexyTia (a, b)
9 (@) | <G,

Haronens BrOepeMP OTPHIATEARHOE UHCIO @ TAKB, UTOOHI

I
R i T e,

Hpu otuxs yeroBiAXb, L14 BCEXh TOUEKD "BaMRHYTAro IPOMEKYTKA
{a, b), remamaro Brb J, nnwbems

(m@)|=|h@)+ @ | < |h@)| —elg@|<L,
a4 LIA TOYEKD IIPOMEHKYTEOBE (J), BB KOTOPHXD g(x)h(x) >0,

m(e) | = (@) F-0s(m)| < L,



o Y s

n60 h(z) u og(x) 35 (J) PasIHYHEIXD SHAKOBD H IIPH TOMD
k@) | <L, —olg@)| <L—L <L

Tagums 00pasoMs weoGzodumocms yeiopis B. A. Maprosa jJokasaHa.

TokameMs Teleph, YTO HECYNIECTBOBAHI® MOIMHOMOBD THIA g(z) do-
emamouno TIA TOTo, 4ToOK h(x) HamveHbe yEIOHSICA OTBH HYyId.

Ttficreurensro nycrs H(z) akofi m0b0 APYrofi MOIHHOMD (%), Toria

o (H)=u«
Syl

a [IoTOMY TTOJUHOMD g
g(@) = h(z)— H(z)

Oygers yIOBIETBOPATH YCIOBIAMD

w (g) = @ (g) =O.

o ToIBEO uTO eibIaHHOMY TpENoI0mKeHiD, X0TA OB [Id OTHOYO &

nwbeMs,
(i) g(z:) L0,
a TOTOMY
| H(z) | = | h(z) —g(@) | 2 La,

160 h(x;) 1 —g(x;) OKHOTO M TOFO e 3HAKA H IPH TOMD
Hh(xi) | = L.

5. Takuawb 00pasoMD Hawu Halizemws npurepiif, pamomiii BO3MOKHOCTD
CYAHTH O TOMD, OyAeTH-11 TAHHGH TOIMHOMD h(z) mamMenbe YEIOHAOMHEMCA.

Ho, oueBmjiHO, Ha TPAKTHKD 9TOTH KpHTEpill COBEPIIEHHO HE IOAUTCH,
Taks Kaxh BB Toll opMyimposrb,” BB ROTopoﬁ OHD JaHb, He YKa3aHH
yeI0Bid, IpH KOTOPEIXD TIOAMHOME ¢ (%) CyNIecTByeTh WIM HE CYIECTBYeT®.

Jag BHBOZA NOCKBIHEXD YCIOBIL MBI OMATD mpubbroeMs KB TOMY
npiewy, roroprii GeLrs yrazambh B. A, MaproBBIMNG B JHOMAHYTOMD BHIIE
MeMyapb.

Ilpemne ofHako, YbMB IPHCTYIATH Kb BBIBOLY 9TOTO KpHUTepis, sail-
MeMcA phuIeHieMB 0JHOTO aare6pamieckaro BOIIPOCA.

6. Jdamwvt 0sa aumelinvlzs 00HOPOOHBIZS YPABHEHLA

0T, UaTo + . . .- CuTp=0
bty + 0oty . . . buTi=0

()




€5 N>2 NEPEMIBHHLIMY W Co ONiiemeumervuviiiu xoadighuyienmanu. Haiimu
HEOOLOOUMBIA U OOCTNAMOUNBLA ICAO0BLA, NPU KOMOPLIZS PAZCMANMPUBAEMASL
CUCIMEMA HE UMBEINS PIHUENTE 001010 W MO0 JCe IHAKA.

Tarks rar® ypaBHEeHia (7) PasiuuHbl, TO PAHI's MATPHUIIEI

al as) e e a'n

=

G hoaas b
paBeH: 2.

O6oznaunms uepess A; onperbiurers a;by— aib;.

Herpyauo Buubte, 4T0 docmamouwnvims yciosieMb OyIeTs OFHO HSD
ycaosifi: 1) Beh a@; omHOTO M TOrO-e sHaka, 2) Behb by OIHOrO BHaKA,
3) pxa mhroToparo ompexpbiennaro ¢ Beh Ay (k=1,2,...1—1,1+1,...n)
OTIMYHBIE OTH HYId, OFHOTO U TOTO e 3HAKA.

IlorameMs, 4TO BEIIOJHEHIE OLHOTO H3B ATHXDH TPEXD YCIOBIH ABII-
eTCA U YCJAOBIEMB HEOOLOOUMbBIMS.

ITycts He Beb @; ¥ He Beb by OIHOTO M TOro-iEe BHAKA.

He mapymaa o0H[HOCTH, NOJOXKUMB, 4TO

Cueremy ypaBHeHiHt (7) MomeM® B3aMBHATH 5SKBUBAIEHTHOH c¢b Hell
CHCTEMOI

A1272+A13T3—-|— cus -—i‘Alka—l‘Alk—l—lTk—]—l"}" e +A1ntn= 0

(8)

Ecan-65r Beb umeaa Az mim A, OBIM OJHOTO M TOTO JKe BHAKA, TO
ypaBHeHiA (8), a cabgoBareipHo u ypaBHEHiA (7), He gomyckaxx Opl phure-
Hifi 0JHOrO W TOTO #e BHAKA OTHOCHTEABHO 7%. Jig ompexbienHocTu OyIeMB :
Pa3CcMaTpuBaTh HOJIOKATEIbHBIS pbhuIeHid.

Wrtaks D0X0EHMB, UTO

A12> O, AgQ;O,'-»AI{ﬂiO; Ak+12<0,...An2<0

Herpyaro Buxbrh, uTO BCAKOMY OTpHIaTensmomy woaddumienty A
TOJ&EHT COOTBBTCTBOBATH WOXOEUTEAbHE Koadumients Ay;. LbiicTBu-
TeIBHO TYCTh HMEEMT 0IHOBPEMEHHO

A52<0 Ali <‘0,

TOT1a 1aBad Bh YPABHEHIAXS (8) BCEMD ePeMBHHBIME T3, Tyy - - - Ti1, Titiye-+Tn




EAKif YIOZHO MONOEHTENLHLIS BHAUEHIA, MEl CMOEEMD JaTh 7, HACTOJBKO
60abII0€ [OI0KATEIBHOE 3HAUEHie, UTOOBL CYMMBI

Agors+ Aoty o o AuaTa

A g Adgspt —!— A Th :

CTaJH OTPHIATENLHE, @ TOrja §3b ypaBHeHill (8) HalileMb 114 7y B T,
HOXOKUTEILHBIS SHAUCHIA,

Touno Takme OTpPUNATEIbHOMY 3HAYeHI A;» He MOmEETH COOTBBT-
cTBOBaTh RHAueHie Ai;= 0. IBHcTBUTEIBHO, TAKD KAKD MBI IPEIIIOIOMIII,
yro He Behb A4, NoIomHTEIBHH, TO HafiieMd XO0Th OIHO 3HAUeHie &
Lia roroparo A.,<< 0, a crbioBaTeIsno BHOPaBD MOJIOKUTEIBHELT 3HAUCHIA
AT Tgy Ty, oo Th1, TidtlyoonThy >+ Tn, TPE 96ME JBIA - 75 JOCTATOYHD
0oabmoe, cMOXeMTE HAfiTH MOIORHTEIbHOE BHAUEHie NI 7,, Jaibe BHOpaBD
T; JOCTATOYHO OOJBNIMMT M TIOJIOKATEILHBIMG, HAfIerus MOJORHTEILHOS
3HaUeHic JXId 7. '

Wrawp, RamIoMy OTPHIATEIRHOMY E03()(QHIIEHTY BB OAHOME H8DH ypPaB-
BeHIR (8) HeoO0XoxuMo cOOTBBTCTBYETH NOIOEHTEIsHEH KOI(QUIIEHTH BB
TPYTOME® YPABHEHIH, €CIXU TOIBKO HTH YPaBHEHIS He AOIMYCRAITH MOJOKH-
TeXbHHXD phieniii, ’

OTcroma 3arIovaeMb, UTC BTOpOE HBB PA3CMATPHBAENMHXTD ypaBHEHIi,
uMbeTs maximnm k—1 OTPHIATEIBHHIXD KOI(PUIIEHTOBD, a cIbI0BATEIbHO
ypaBHEHie, KOTOpOe MOXYYUME H3E HEro, usMbHAd 3HAKM § BCHXFH UIEHOBD
na o0paTHBIe, T. €. ypaBHeHie

Agitiat+A5ito0t. . . FAntr At t. . . FAuT=0,

nvbers maximum k—1 moromurearHsxs kos(uiientoss. Iloxarad, uro
Ag; >0, nog00HBEIMG #e 00pasoMb IMORAEEMD, UTO ypaBHEHie

Ajat 4 Aogto4-A 5t 4. . .+ AT =0

6y,[LeT’B onbTs maximum k—2 MOTOHUTEILHBIXD ROE)(i)(i)HHjBHTOB'B. P&BG}’}KH,&H
JJ;EUI'}SF} IIOI[OﬁHBIM'B He 06pa30M'f>, MBL HBO6XO,H,1/IMO IPEIEMD KRB Ypa,BHGHiIO
BUIa

Am‘c’l—i—Ahgfg—J;—. e -J,-AM_1 Th—l“I‘Ahh—{-lfh 1—}— et +A/,n1n= 0 )

¥ KOTOparo BcH KO(UIIEHTH, OTIMYHBIE OTH HYId, UMBOTH OJUHE H TOTBH
&e BHAKD.



Sloma o

7. Iocab stEXD IpegBapHTEeJbHEIXL H3CIBLoBamiil mepeiiieMt Kb
I0Ka3aTelbCTBY pAfa TeopeMb, ABIALMUXcA o000menieMs CoOoTBETCIBYIO-
muxs TeopeMd B. A. Maprosa.

O003HAYHMT Yepess
Ty < By < Wy

Bch PasIuIHEIA p'}SIHOHiﬂ ypaBHBHiH
3 Lh?‘ == ]1,2 (.’L') = OJ

JIexamiis Bb mpomMemyTeb (a, b). ;

SambraMs, yTo u 8ibes, m Besih BB pauspHbiimens® OyieMD IpPeINo-
JaraTh TPOMEKYTORD (@, D) BAMRHYTHIM®. :

Rakp mu y®e smaems, p<n-1.

ObosHauums gepesd ['(2) MHOTOUIEHD

F(x) = (0—u,) (0—%5) . . . (x—1p),

a uepesd [(x) MHOTOUIEHD
I'(x)

T

Helz) =

rd

Besgifi moamHOMB CTENEHd, He IpeBHImabIlefl %, MomeTs OHThH Ipel-
CTaBIeED BB BUIB

9@ = AF@R@) + 3 2 JF@

1_1

b BB cayaak, korga p=n-+1, mocrogHHas 4 paBHa HYINO, a BB ciyuas,
KOTAQ p<n, MHOTOWIEHDH Ji(xz) UpEICTABIAETh MHOTOWICHD CTEIeHH He
BHIIE 7 — P.

TlocMOTPUME, IPH KAKUXE JCIOBIAXT Helpsda Oyzers mogo0pars mHo-
CTOAHHEIA

A o) 0l) s g a),
i moamHoMP R (x) tawb, urobst mybinm mbero coorHOmeHiA
w(g)=w,(9)=0

II IpH TOMB, uTOOH B uncaa

g@)h@), 9@ h(zy), ... glay) hzy)

OBLIN OIHOTO 3HaKa.




|
i
|
a’
1

e —

o

Ha ocmoBaHin mnpegmaymedi TeopeMsl, aTH yexoBia OyxyTs HeoOXOuH-
MLIMA W JOCT2TOUHBIMH JJS TOTO, 4TO0K ToAnHOMB h(x) OBID HauMerhe
JEIOHAOIAMCA TOIHHOMOM (Z).

8. PascmoTpums cmepBa ciyuail, xorja p=n-1; torita A=0 =u
yCI0Big

L o(g)=0,(y)=0
Ha.III/IHIYTCﬂ TaRb

o (9) = HEI j{,,(x') (Fi)==0
=1 (9)
4(g) = ; J( 1) w,(F;)=0.

BambTuME, uT0 BHAKD F(z;) TOMIECTBEHDL €0 BHAKOMB (—1)PH, a

IOTOMY MOMKETDH IIOJOHEHUTH
I (— 1 ) i
F (1‘1): T
4
ik ¢, >0.

Beogsa Temeps o0o3mauenis

99 (@) =7Tih (i),
BHIUMB, UTO T; UMBeTs BHAED g (i) k().

Ipn HamuXH 0003HAUEHIAXD ypasHeHids (9) HANMIIyTCA B BHLB

2 (—1)w (F) kle 1=

1

' Z‘ (—1)i oy (F;) h (z;) T, = 0.

(10)

Bt cayuab, korga moauEOMB h(x) BauMeHbe yRIOHsMMifics 0T HYIA,
queaa g(z;) h(zi), a cabIoBaTersHo H T; HE MOIYTH OHITh BCE TOI0KHTEIBHBL,
a TOTOMY, Ha OCHOBAHIM TWDETBIYMIAr0, IPUX0IND KB crbayomeii Teopemth:

Teopema Il Aas mowo, wmoder noaunoms h(x) cmenenu n 6vlas vl
noxumonoMs (Z) HAUMCHIHE YKAOWAIOUUNCA 65 unmepsaswr (a, b) mpu
yoaosiu, wmo p=mn--1, HeoboduUMO % 0OCHMAMOUNO BHINOIHEHIE GONOLO
u3s mpexs yeaosii: 1) ecnm wucaaw

(—D) o (F) h(a), (=120 (Fs)h(#y),. . . (1) o Ftr) b(znt1)

UMPIOMS 00UND W MOMB 908 BHAKD, 2) 6CIL UUCH

(—1) @y (F) h(ay), (—1)2 03 (Fy) h(zy),. . . (—1)" T 0y(Fouts) h(Zt1)




Relel . e

UMBIOMD 00UND U OB Dce  BHAKS W 3) CYUWECMBYEMS YILJIOE NONOICU~
meavnoe wueao 0<j < w1, 0a womoparo 6ct “ucac

(=1 [0 (F) 0(F)) — o(F}) oy (Fi)] h(z;)
=1, 2,... j—1, j+1,... n}1

UMIBIOMD 00UND U MOMB JCe FHWIKH.
9. IlepexomuMb Kb ciyyam, Korga p <n. Bb aroMp ciyuab yciaomia

o (9) = w,(g) =0
IPHMYTH BHID
Ao (FR) + (—1)7 3 (—1Yieo () () 7= 0
=l

: (11)
Awy(FR) + (—1)? 3 (—o,(F)h(e) ti=0,

roh ylepmaHH npekHiga o0osHauemis u b R(z) IOIMHOMT CTEHEHH He
BHILIE %—p.
Sambuag, uT0 cUMBOIN @ U ®; 06xaEalTH CBOHCTBOM®:

o [p. @4 0] = o (gp) + o (9x)
o e. (Y1) = o(ep) + o(91)

b @, ¥, x 100Ke TOIHHOMBEL, MBI MOKEMDH II0JOEKHTH

Ao (FR) = oo (For—) -+ gy (Fovv—) b+ g0 (F),
Ao, (FR) = o0, (Fx™?) 4 o, (Fa™?=1) . . .4 pn—p0,(F),

I Bechb BOIPOCH CBOJHTCA Kb cIBIyomeMy: OpH KakAXs YCIOBIAXTD HelIhsd

nog00pars MOAOKUTEARHEIA UHCIA :
tl’ Tg , e s ® Tp ’

U Kakisd yroJHO KOHEUHEIA THCIR
Moy Uy oo Un—p,

Takb, YTOOB YIOBIETBOPAIUCH YPABHEHIA:

BT Suet e (- Fl ey et
- (=12 Y (— Do (Fy) h(2;) 7=0

=1

o001 (Fa ) 1 pyo (Fan 1) -, . . ooy (F) 4 (12)

(—1 )t i(—l)iml(Fi) h(x,b-)'ti: 0.

ge=1







3rbep MBI MOEeME cxbiaTh IBa MpPeANOJO0KEHId: BO-IEPBBIXD, MOKETD
CIYUUTHCA, 4TO BCh umcaa

0 (Fr"?), o (Far—?),...0,(F)

PaBHB! HYII, W TOIZIA XOTh OLHO H3D uHcers o (F2"—%) OTIHUHO OTH HY.IS;,
BO-BTODHIX'h, MOKETH CIYUHTHCSA, UTO Jisd OTHOTO H TOTO-KE SHAUEHIA Kk

0HOBDEMEHHO
@ a0 el L 0.

Bt mepsoms cayuas ypasmemig (12) npumyTs BUILB:

000 (For2) . . .~ iy (Por=) . . .+ ptn_y00 (F) -
(1P B o () () 7= 0

i (—1)Y o (F) h(z) =0,
=1
OTEYZa BakiiouaeMb, 9T0 uMbers Mbero Teopema:
Teopema V. Jua oo, umobvl nosunoms h(z) Gvlas waulewive yxao-
HAOUUMCS NoAunoMoMs (7) 6o npomescymun (w, b) npu yesosiw p<mn
W NPU GLINOAHEHIU YEA08T

o, (Fa" ) =@, (Fo? ) =.. . =0, (F)=0

u o (Fx") 4= 0 zowiv 0aa 00mow snauewin 0<<i<p, Heo6zodumo w 0o-
emamouno, wmobsr et wucaa (—1) h (z;) 0 (Fy) vtau 00nowo w moro-ace
BHAKA,
Hakomems, Tpu BTOPOMD IPEATOIOKEHIH, Takh EaKb i aodoro
BHAUYEHIA ¢ :
R (e
& Fat ) v [ ha

TO U8b ypaBHeHii (12) BHIHMB, 4TO YHCIA 7; AOMEHLL yIOBIETBOPATH ypaB-
HeHin : ‘

ZP: (—1) [ () oy(Fa ) — oy(F;) o (Fz*)] h(z;) 1;= 0,

=1

a TOTOMY CIPABEJIIBA cabpynomaa TeopeMa;

Teopema VI. Jua mowe, umobsr modunoms h(z) Gvlds wauMentve yrao-
HANWUMCA  NOJUROMOMS (£) 63 mpomcocymun (a, b) mpw yerosiazs:
1) wmo p<mn R2), wmo pams Mampuiyb (13) pasens eounmuys w 3) wmo




e

oas wmromoparo 0<k<p wucia o (Fz"*), o (Fz" "), omauwuno oms
HYAA, HEOOXOOUMO U OOCIMAMOUNO, UMOBHL 6016 “UCAY

(=1 [@(F) 0, (Fa) — oy (Fy) 0 (Fan—*)] h ()
i=1, 2,...p

UMIBAY 00UHD U TOMB-ICE IHAKD.
12. 3afimemca Temeps, pascmorpbmieMt Bompoca o umerh mammembe
VETOHAKIAXCA OIHHOMOBS (Z) TauHON ¢TeNeHH % BB TaHHOMD npomMexyTrh
(@, b). ycers y(x) oxuA®s M3H MOROOHHIXD HOINHOMOBH, I, €ro HauOoIbIIee

YEIOHeHIe OTh HYId BH HpoMemyTEE (@, b) u

Ey; Boyon. Ty (14)
BCH pasimupsie Mex1y coGoi0 KOPHH ypaBHEHIA
L2 = yZ — O -
Jexamiie Bb STOMT IPOMERYTKS. .
HOycrs 7(x) mpyrofi Takofi e moauHOMS (Z) BH npoMemyTkh (a, b)
TOii-ike cTenmeHy 7.
Herpyreo Bupbrts, uto ypasmenie
V(@) =7 —y@)=0 (15)

Bb mpoMexyTEb (@, b) Momers uMBT KODHE TOIBEO COBIAJaloImie cb
qhcIaMu paga (14). ‘

JBiCTBUTOIRHO, ecau KOPHU ypaBHemis (15), femallie BH mpoMemyTb
(@, b), He cOBmAZaNTL ¢b uyncramu (14), TO, MOCTPOMBIIE IOJIHHOMB

w(@) =y@) +ov(@),

rib o mobasg mpaBmIbHAS [OAOKUTENBHAS Ipo6h, MOXYYHMT [ SHAUEHIf
PaBHLIX'h KODHAMT ypaBHeHid (15), HepaBeHCTBO

jw@) |=|y@| <L,
a i BHAUeHIl #, BT KOTOPHXD (%) HEe PABHO HYIN, 3ambuad, uTo
w(w) = (1—0) y(@) - o9(2)
IpH BBIIOJHEHIN ycaosig |#(x)| > |y(z)|, nwrbems

(w(@) | <(1—0)|y@) | +oln@ | < |9@)| L L,

- L1g sHaveHIf me x, KA EOTOPEXE |y(x)| > |n(%)],

(0@ [ < (1-—-0)|y@) | Fe|7()| <|y@| L L.



s

Taxamb 00pasoMD MOIHMHOMSB (%) BO BCeMB IPOMEEYTEB yEOBIETBO-

pAeTs YCI0BID
lw@| < L,

a crblosarersno moaumoMs y(x) m 7(xz) He OyIyTs HamMembe YRJIOHAIIHA-
MHECSA TOAMHOMAMH (Z) BB IpoMemyTEbL (@, b).

Iocab sroro mpexrsapuTeapHaro saMbuamis HEpeXOIIMB Kb HHTepe-
CYIOIIEMY Hach BOIPOCY.

Wraxs ypasmenie (15) BE npomemyTeh (o, b) Momers umbrs KOpHH
TOIBKO COBHAJaMINie ¢b umcraMu paga (14). Ecam § ofH0 H3B STHX'H 9HCETE,
OTTHYHBIXD OTH @ # b, To 0HO HenpeMBHHO yZOBIETBOPAETH YCIOBLIMD

Y& =7(=0,

a cabIoBaTeIbHO U YCIOBIID
r
v (§> S O:

T. e. fIpejcraBIfAeTd KparHRH kopewb ypapmemia (15). O0o3HaYasd MOSTOMY
yepesh u' yHcIQ EPaTHBIXh KopHefi ypammemia (15) Bb mpomemyrrb (o, b),

u! < E %_
— 2 -

Pasevorpnvs cayuafi, korma n=2¢ -1, T. €. HEUETHO; TOTIa
il
o= E( 4 )

a TOTOMY, ecld u'=gq, To B IpoMexyTES (a, b) ypasmemie (15) MomeTs
uwbTh eme TOIBEO OZMHD LPOCTOl KOPEHL, KOTODHLT HeoOX0IuMO IOMKEHD
coBIATATh 1100 ¢b @, Iub0 ¢b b. Taxuyms 06pasoMs maximum pasIHIHEEXB
KOpHefl ypaBHeHiA (15) B HpoMexyIEb (e, b) IpH HEYETHOMD % DPABHO

!‘:%+1a

2

3

npn YeMs BB uuckB sTHXT KopHell, BT caytab moctmmenis maximum'a, He-
npeMBHHO JOMKHO 8aRI0UYATHCA OLHO H3h UHCEID @& WIH b.
ToxomuMs Temeps n=2qg, T. e. UETHBIMB; TOLNA, COXPAHAS HpeXKHiA
obosHaneHid, maiizems, 4To
“ L0,

& TOTOMY, eclH p'==q, TO IPOCTEHIXD KOpHell BB mpomemyTeh (a, b) ypas-
Herie (15) uMbrh yme He OyIeTs.
Ecan xe
{“r == —j,






Remarques sur P'inégalite de Wiadimir Markoff.

Serge Bernstein.

1. Dans son Mémoire 1) «Sur les fonctions qui s’écartent le moins de
zéro» W. Markoff démontre l'inégalité suivante: S¢ P(x) est un polynome
de degré m qui sur le segment (a, b) me dépasse pas L, en valeur

absolue, on a %

Dty e T k
| PO < 11.)3..[.7/;15_(1 1)](bia)'L:M’ (1_)

quel que soit x sur le segment (a, D).
De plus, on a effectivement,

PPy = PO(b) [— M,
si 2)
P(x) = L cos nare cos %c%;b

1) Publi¢ par I'Université St.-Petersbourg. 1892. Il serait utile de traduire ce
travail important quil est difficile de se procurer méme en russe. (Voir la note de la
page 48 de mon mémoire de I'Académie Royale de Belgique). Pour k=1, I'inégalité (1)
a 6té démontrée dans larticle de M. A. Markoff <Sur une question de Mendeleieff>
présenté le 24 Octobre 1889 a 1'’Académie de St.-Pétershourg (voir la page 11 de mon
mémoire cité). :

2) Pour vérifier ceei, il suffit d’envisager le eas, ot le segment (@, b) se reduit
a (—1, +1). Or, Tu(w)=L cosmarccosx satisfait a 1'équation

(22—1) T;; - mT;l-— WAl =
Done, en différentiant suceessivement, et en posant =1, on a
T (D)=m2T, (1), 3Tu(1)=(m2—1)T (1),.... (2 —DTEA)=[n2—@F—12 TE D).
D’ou
1) [

Lo — 18 ) Salll = 0L







considérations également élémentaires dans le premier chapitre 1) de mon
Mémoire «Sur l'ordre de la meilleure approximation etc»:

k
1—2x2

[ PO)| < ( )g”“l—l). L—G—DIL.(3)

Puisque la fonction qui sé trouve dans le second membre de (5)
est croissante, tandisque celle du second membre de (4) est décroissante,
pour 0<<#< 1, on aura une limite supérieure générale de | P®(x)|, en
attribuant & « la valeur, pour laquelle ces deux fonctions sont égales,
c’est & dire, x satisfaisant & I'équation

353 (28 =1) 1+ 1—a2
ou bien .
ﬂzé[n (m—1}).. .(n—{—k—{—l)]%
1—x & 1.3...(2k—1) :
Done,

s Rt sy e
TEET 4[%.(-73—1—1)...(%—}—75-1)] 2

2

1-t=

En suobstituant cette valeur de
ent finalement

dans 1'inégalifé (4) on obti-

n(n2—1)...[n2—(k—1)?]
1.3, (k1)

1+€”:{1+i[ 1.3...(2k—1) ]

| PO@)| < (1 +20)

_L, (l‘ois)

f

: 1
de sorte que, k£ étant fixe, &, tend vers 0 comme SR ik

ol

TS

nn+1)...(n+k—1)

2. W. Markoff a également recherché le maximum exact que peut
atteindre la dérivée P®(x) en un point déterminé z intérieur au segment.
Sans résoudre la question qui, en général, se raméne & une équation
~algebrique non résoluble élémentairement, il en a fait une discussion
approfondie qui avait pour but principal la démonstration de l'inégalité (1).
Mais n’ayant pas tiré de cette discussion une inégalité analogue & I'iné-
galite (5), il n’a pas signalé la différence essentiglle entre ’ordre de croissance
du maximum de la dérivée en un point intéricur et au bord du segment—
différence qui résulte de la comparaison des inégalités (1) et (5) et dont

1) C'est l'inégalité (12) de ce Mémoire.


















G«

a
S= S FVn, j, )—F(j, Vn, j)}, ecin n KBaipars.
j=1, 3, 5,...V/ n—2
IToxpobube 5T0TH PEBYILTATH MOKHO HPEJCTaBHTh TAKb:
0, ecim % He EBaAPaTD
31016, 1424, 5424 + )= SEG,j,J)—T (5.}, commn=s2 (4)

91':?.2_%~8da le‘ 3,...8—2
JorasareIbcIBO 5STOC0 paBeHCTBA 0YeHb Hpocro. B cymwmb cabsa
BBAUMHO YHHUTOEADTCA BCH UIHE, COOTBBTCTBYOILiEC TakuMDb phleHIaMB

ypaBHEHIS
= A2 |- 8dd

I EOTOPHXD A -+d—2d 4= 0 u 12—+ 2d — J == 0. Begromy p"];méﬂilo, b
A-+d—2d >0, coorsbrersyers phmenie: 2'=—i--4d, d'=21-d—24,
Jd'=4d, npu yems

2 —od' =—a+90; A -F2d'=1-12d; 'od —26'=4-F2d—24.

Ynensl cyMMBI S, coOTBBTCTBYIONIIE TaKUMB JBYMD phlIeHiIMD, HOLM0-
mawored. Pbmenin, rib A-+d—20<<0 u A+2d—dJ >0 coorsbrersyers

phmenie
M=32+4d—4d; d=—21—d-+2d; d'=A+2d—d,
IIpH UeMb

Ve adi s gd (i@ dbog 2 Lodlgd ). g7 g

CoorpbreTByOMiie TakuMs pbuIeHEiaNE WieHH CYMMHE S IDOII0MAaTcs.
Pburenin, b A4 d—2d <0 1 A4-2d—d <0, coorebrereyers phuenie

S DR R R e e

COOTBBTCTBYIOIIie 4YieHBl cyMMGHI S omATh moraomatoresd. Ocraored, cirbpo-
BATCIBHO, BH CyMMB S TOIbKO Takie WICHL, KOTOpHIe NOIy4aloTcd u3b ph-
HmeHid, yA0BIETBOPAOIIUXD JCIOBIHO

: Abod—d—0udhd—20<0:
nin
Adbd—90=0 1 2-4-2d—d < 0.

Ho xerro yObaurbesa, uro Takis pburemids BOBMOEHEL TOJBKO IPH 7
PaBHOMB KBapary, I 4TO TOTAA CyMMa S TOPHBOAUTCA KB cymmB npasoii
qacTH paBeHcTBa (A).






EOTOpHﬁ MOHEEMD IIPEeLCTaBUTb TaKDb

2) ]O, ecid n He EBa}LpaT'b

2(— 1) )-é-l ( ]/n 1 ]/”(70 (II)

W e l — (=1) Gp s CUTH N KBRIDATD

o0osHauad BMBerh ¢b JiyBuiiewT uepess

§1(m)

cymmy Behbxn 1bam = 9k-}-1, BMBeio

pasencrsa (1) TOIyIHME

0, ecau b He TPATOHATBHOS UHCILO

(k—i—]))
Z_:_(O 11)52‘)]&—#1)51(1@7— 1) 1m(m+1()3(2m+1)7 ecJIHh:m?_—l) (11

Pasencrsa (I*) u (II*) namn aasgenoms V). Ilpurnmag (w, y) =y>
noayaumh 6oabe cromupia coorromrenis ['remepa 2). Iloxaras, HakOHeI®,

¢@ay%=mmgw

u 0603HAUAH uepesT, g(mi) PASHOCTL Me®Ly umcroms rhiureredi m opmer
4k 1 nm upcioms mphaurereit QopMpl 4% — 1, HOIYYHME DE3yIbTATH
stieltjes'a 3):

42(

h=meE SRS s

(IT)

] s~71 521
8

L (n——)ﬁ) 0, SLIR 7 me ok anpa }
Q 7 =
{( 1) 2 —(—1) 8, ecan n=-s2

o
H3B ROTOPAr0 MOMHO BRIBECTH HHTepecHbld cIBIcTBiA OTHOCHTEILHO IIPei-
CTaBJeHIA KBaJpaTHATO YHCIA CYMMOK TPeXb RBaﬂpaTOBL

§ 3. Bosspamasch BHOBb Kb Tomzectsy (B) § 2, NOI0KHMB

e

n 0yaems cuutaTh n = 24h--1. Ilocas HeGOIBIIOr0 BLIMHCIEHIA H COKPa-
UIeHiA OUEBHAHO VHUUTORAOUINXCA YIEHOBH MOKHO TPELCTaBHTh IBBYIO
4acTh BL YHOMAHYTOMD TOMIECTBS BB BHAB CYMMBL IBYXE CYMME:

d(x, y) =

1) Halphen. Bull. de la Soc. math. de France 5 (1876/7) p. 158.
2) Glaisher. Quart. j. of pure and appl. math. 19 (1883) p. 220
3) Correspondance d’Hermite et de Stieltjes. t. I, lettre 45.
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pacupocTpanennoii Ha Beh phuieHis ypasEeHid

24h -1 = 22 4 2u? + 602,

rak A=0 (Mod 3); mo, oueBugmo, taxuxb phmenilt wbTH, crbrorarerrHo
S=0. B cymmb 7' ncuesawors Bch uaens, rab A= 0 (Med 3); coBoky-
HOCTH K€ OCTAIbHBIXB HociB TpocTOro u3crbIoBAHIA HAXOJHTCS paBHOM
cyMmb

3—1

A 2mA n—2A2

T'=—12 ¥ (—1) % sin— (——)

pacupoctpanennoi Ha Beh uncia A=4 1 (Mod 3), KBagpaTsl KOTOPBIXD < 1.
W3b pByx® #®e uncedsh: 4 ¥ — A Beerja OfHO Buaa 67— 1; OTHyda HE-
TPYAHO BAKIOUATH, 4TO

2 br—1)2
25z iUt

IpH YeMT CYMMHPOBamie pacmpocrpamsercd Ha Beh umcaa Buga 6t —1,
KBaJpaThl KOTOPHXE < #. IIpaBasg uacTh TomgecTsa (B) pasHa 0, ecin ©
He KBajparsh; eciu me n=—s2 rib s=606— 1, 70 oHa mocrh HeOOIBIIOTO
BHUNCIeHIS HaXO0JUTCA paBHOI

V3 (— (60— 1) —1).

TaruMb 06pasoMb HOJYIALTCS

S o D 0, ecan n He hBa}[pELT'B ;
(== I 5

Qi (i 20
(26,‘:(_1)21251- 24 1(—1)5—1(66 ol , eex n=(60— 1)°i

Tloraras agbces nw=24h-1, Hafifens 3HaMeHUTOE COOTHOLIEHIE Ditiepa

3‘[2—’17) [O ecin h He NMEHTATOHAILHOE qucao]

S (h— T 367— 6 30— | (IV¥)
2 T = ) ARSI I 10 AN Y TR Seml b
3 Ly l( ) s 7 ecin h 5 J

Vahlen 85 ynomsuyroft Beimespadorh Mokasals, Kakh MOAHO BEBECTH
9TO PaBeHCTBO Ofidepa, eciInm MCXOTATH M35 APYroil 3ambuarTeibmOll TEOpeMEl
Diizepa-Jdemanipa: wcio mpercraBieHiii mbiaro umera cymmoii yeTHaro
qHCcaAa PABIHYHBIXD MeXKIY 0000 IONOKHTEILHEIXD CIATAEMBIXs PABHO YACIY
npeAcTaBIeHI cyMMofl HeueTHAro 4HCIa TAKHXD e CIATAEMBHIX'D, €CIH Pas-







CoBepuleEHO TaKd ke, Kakb BH NPEILIYIIeMB §, HalizeMs, uTo cyMma
bBoil YacTH BTOTO paBeHCIBA paBHA CyMMbB

1 e
paclipocTpanerHofi ma Beh pbimemis ypasuenis
n=A2-| 2u2 - 6e2,

b A=+ 1 (Mod 3), a w m v He paBHH HyI 3apass. llpaBad UacTh
pasercTBa (C) paBHA HyID, ecinm # He KBAJIDATh; €CIH Ke 7=—s2, TO OHA
0yIers

s—1 s—1 g
.i_ { ) Ss Sfes 1)—?—(%)}, ecan s==1(Mod 3)

—1
2

1 s
—5 (1) % s, ecan s=0 (Mod 3).
OTCIO,I[& HeTPYIHO BBIBECTH Takie PesyiabTaThl

3 (—1)7%1(2

o . D)
n=N\2 + 2u -+ 6u? ) {2 (—1) 2 s, eciu m=s%u s HA 3 HE l[’jxiJIHTGH}

el oy
Z(—1)2()“)=J 0, ecIm m HE KBAAPATD

ot (D)
n==h2 £ 202 + 6o 3 1—4(— 1) 2 s, ecan n=s2n s yhuuTCA Ha 3 }

0, ecim % He KBaiparb -

3ibeh 006 CYMMEI DaclpocTpaHANTCS Ha 6ch DPBIIeHIS ypaBHEHisS

0= 221 2u? 4 6u2,
b A=+ 1 (Mod 3).
Wss moryvenusixs paBenctss (D) u (D*) M5l BoBefeMB OLHY TeOopeMy
Arodu. Byrems pascmarpusarh Bch phuleHia ypasHeHid
=87 + 1= 212} 2u*-} 62, (a)
YAOBAETBOPANIiA YCIOBIIO :
A—u—+1=0 (Mod 3) (b)

0003HAYHMD YHCIO TaRUXB phuiewii,
b 2A=—1 (Mod 4) uepessr P,
rib A=+ 1 (Mod 4) uepess P,

Ecim n=2 (Mod 3), 1o meobxommmo A=0 (Mod 3); oTkyIa Ierxo
BHIBTH, UT0 BB 3TOMB cayuab P, —P,=0. Ecaz n=1 (Mod 8), To w=0
(Mod 8) u 2A=—1 (Mod 3). Iloatomy P, paBuo umelry pbireriii ypaBHenig






Tl R
HaobGopors u3s Rammaro pbmenia ypasmenis (a), yroBIeTBOpAKIATO
yeaosino (b), moayuaeres ommo pburerie (c); upu wems
ecim 2=—1(Mod 4), 70 a-}-8-Fy wernoe

eern A=—1(Mod 4), 10 a--g--y mewermoe

Orcropa gcHO, 4T0 paBemcTBO (VI) mommo mpexmcrasuts BB Burh

(et { 0, OB 8711 me RB&JLP&T’B} (VT
dr43=(6a—Lp-(6B—1)2+(6y—12l (= 1) 2 s, ecian 8T-F1==s?

L TOrIa sCHO, 9T0 OHO BRIPAEAETS, HaBbeTHYD Teopemy drobu 1); U8B KOTOpOI
BHAMEHHTHI TeOMETPs BLIBEID BOSMOEHOCTH NpeICTaBleHiA BCAKATO THCIA
CYMMOI0O YETHIPEXT KBAIDATOB.

§ 5. Br 3armwuenie M IPEII0OEIMD eme apneMequecRoe TOEa3a-
TeabCTBO 3aMbuarexbHoli Teopemsr TIaycca n Sko6m %), BHTEEANIIEe I35
THXD e HauaIb, KAk Bee npexpsiiymee. Teopema sra coctonTs BB coak-
AYIOIEND: €CIH . HEUETHO® YHCIO BuTa 8h - 1, TO PasHOCTH MERIY UmHC-
aaMu phirewifi ypaBHeris

' . m=a?-1 1642,

b @ wermoe m TIb £ HeYeTHOe, PABHA DAsHOCTH Mex1y umcaaMu pboremiit
YpaBHeHid
m=1y? 4 842, -
b y=4+ 1 1 b y= + 3 (Mod 8).
Ecin sBenens wncaosos (yurunin
gm) = 3 (—1)8
m=a’41632
12
Gm)= ¥ (—1) 8 ,
m==y2-1-852
T0 colepAaHie MPENBIIYUIEf TeOpeMEl MOEEMD BBIPABUTL PABEHCTBOM®B

g(m)=G (m).

1) Jacobi, Werke, Bd. 6, p. 281.
?) Gauss. Theoria residuorum biquadraticorum I Werke Bd. IL, p- 67. Jacobhi,
Werke Bd. 2, p. 224935,







PR s A

COTTACHBIOTICH IMMOJATaTh IJIJ HEYETHAIO 7

Ilpu HEUYETHOMB % UHCIO npejpcrapierii # sBurb
=77 4t

PaBHEO 2¢(n). IIpHEABTL 9TO BO BHHMaHie, NOIYIUMB

2(———1)3——:{ 0, ecIm m He KBaIparsb } ©

e 2 o2 renn

NEN e 2(—1) 2 s, ecIum m KBagpaTh
Mo cuntaems m=1 (Mod 8); mosromy yHera d U & OJUHAKOBOH uer-

HoeTH. Korn y?=m (Mod 16), To d=0 (Mod 2); ecan me y2=m -+ 8 (Mod 16),

T0 d=1 (Mod 2). CabaoBareisno

ye—1 m—1 :
(—1) 8 =(—1)%, ecim =0 Mod 2)
sl

T m—1
(—1) 8 =—(—1) 8, ecan d=1 (Mod 2)

H3B 9€r0 JIerk0 yeMoTpbTh (TPHHABTD €lle BO BHEMAMie, 4TQ CyMMY 4d2--4¢*
MOEHO IPEICTaBUTh B (hopywb 8u?+-802), 4To DPABEHCTBO (C) MOEKHO 3aMb-
HUTH TaKUMB

=t 0, ecim m He KBaIpaThb
3 (—1) 3 :{‘ o AR
2( . )5. ecaIu m — s?

m=y%48u?-8v?
{ 0, ecid m He RB&l[p&T’B}
=
2(——S—>s, BCIH M =52

-

Hnix HHAYe
3G 8l

v=0, =1, *=2

—— s

(d)

Canyemie (a) u (d) mORA3EIBaeTH, UTO IPH BCAKOMD 11:

Z G (m—8v?) = Z g (m—8v2)

v=0, =1, £2,.. v=0,x1, =2 .

Ho G(1)=g(1); nosromy n3® mocabjusro paBemcIBa NpE in="9
Haiigems G(9) =g(9), sarbus G(17) =g(17) u T. 1.; BoobIIe

G (m) =g (m), ecam m=1 (Mod 8).

25/1—1913.






SO

2 b o
IoxcTaBuBbs BH ypaBHEHIAXE (3) = BMBCTO b M 0 W TOJIOKHBD
a :
« =0, TOIyINM> HHTETPAIbl [l NapadoIHIeCcKaro IBIKEHIA:

x = (a--bs)? — (c-L 0s)2,

y = 2 (a + bs) (¢ | 0s),

r=(a--bs)2 (e + 05)%,
A — S'rds.

Memiy nocrogHHEMU OYIeTH 3aBHCHMOCT:
9 (h2 2
m =2 (b2 4 02).

Mub kamercd, 410 Kk CKAasaHHOMY Heuero 106aBuTh. sheraomie Mo-
TyTs HpoBbpuTh, IBiCTBATEIbHO 1M HANHCAHHLE HHTErPalsl YIOBIETBOPAKNTH
ypaBHeHiAMB (1) u (2).

Ho ecau raras mnobpka KoMy HEOYIb IIOKARETCS 3aTPYLHHTEIBHOD,
TO A HOKAKY, Kak® 3T0 cxbIaTb.

13p ypasHeHift (1) u (2) MOKHO HOXYYHTL TAKOe ypaBHeHie:

d'z . or dx 5
S e 3)
IlogcraBuy® cloga BMBero # u r ¥XTh Bepamenia (3). Yrtobn He 3a-
TPYIHATH ceOA OOJBIIMME BHIKIAIKAMH, BB PE3VIBTATS IOIOEAML s = 0.
Ilpa Takows OTpaHWYEHIH [ErKO0 MOKHO HAfTH PesyIbTarbh; MOJYYEMD pa-
BEHCTBO (4).

Bp ¢opmyraxs (3) msmbEUMB s BH s—h, rub h mpousBoipHOE IIO-
crogaroe. Torma msmbearca koauiieETst @, b, ¢ u d, HO a?--b® u
¢*+4-0% me m3wbHATH cBoeii Beamumms. OTcoja BHTEKAETH, YTO ypaBHe-
Hie (5) ylOBIETBOPAETCA He TOAbKO UPH s=0, HO U NPH BCAKOMD 3HA-
YeHin s.

1913 roga 24 Hosabps.



Oana 3apa4a Ha orubarowisg.

. Cunyosa.

3a HCKIUYeHieMD [OBEPXHOCTeHl DasBepTHBAMIIHXCA IOBOIHHO TPYAHO
TOAYIHTh BB JOCTATOYHO Haraapno#i dopmb pebpo BosBpaTa CeMbH MOBEpX-
HOCTefl, 3aBUCAIMX® OTb OJHONO HapaMerpa. I[0sToMy npejcTasifeTd, MO-
xKerh OwTh, USBBCTHRA HETEpech pashickamie orubapmefl 0IEOTO YACTHATO
cIydiad CHCTEMEI INapOBB, B3ABUCAMMXT OTH OJHOTO TapaMeTpa, UMEHHO—
CUCTNEMDL CONPUKACAIOUUTCA Waposs KPuBOH JBodkofi kpupusmnl. Kean 11o-
crblEAS saaHa ypaBHEHIAME

T=9(), y=1p(s), z=yxs) (1)

U 0BHAUNMB §, 7, §, K — KOODIMHATH IEHTPA H Paliych CONPHKACANIIA-
roci mapa, a uepess «, 8, y; I, m, m W 1, u, ¥ — KOCHHYCH JII0Bb Cb
0CAMU KOODJAHHATH KacaTeXpHOH, riaBHOfl HOpMaJu m GHEOpMaiu, T0 &, 9, &
u R omperbigiorca, kakb usberro, ypassenigvm

& O F Ui b = PR, )
w2 —8+By—m+re—8=0,
U — &) 4 miy —n) + n(e— §) L r=0, -
Ao — ) +wy—n + 22— 5 —or' =0, J
OTEY ]
§—a=lr—2or', n—y=mr— por', {—z=nr—wvor  (3)

Cabp.
Seee 1[1 o (QT')’], 7= #[Z: + (m")’] y §'=— v[i + (w")’]]

) o - y )

(B = 3er) |+ (e
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Byjemb HCKATh OTHOAMMIYID COMBU MAPOBH
(X—P (Y=t (EZ—8)'— R=0 (5)

b &, #, { umboTh 3TH BHAUEHIS.
IIponsBogHAA 10 TApPaMeTpy s, MpUpaBHeHHAT HYIO, Ja6Th

— X —§ — (Y —n—L(Z =) —(R) =0
1M CH TOMOIIBE (4) [(% — (@r')’) = 0]

AX—g+pY—n+vZ—2)—er'=0
HIH elle Cb IOMOMBI (24)
WX — )+ u(Y — ) +2(Z—2)=0 6)

T. €. Zapaxmepucmuramu ABAAWOMCA %‘py’t% KPUBUSHDL ’l‘CpMBO’t‘Z.
Tuddepenmupyd (6) eme paszb 10 s, NOIydaeMd I ompenbaenis
pebpa BoO3Bpara:

X —z)+m(Y —y)+nZ—2)=0 (7)

T. €. YPABHEHIE BLINPAMIAULELN NAOCKOCIU,

Oma nepechraercs ¢h CODPHEACAOUIGINCA MIOCKOCTHIO M INAPOMB Bb
T0uKb MPHEOCHOBEHI.

Uraks, nepugbepuuecrasn ) moseprnocmv—orubaowmas Conpuracao- -
WUTCA WAPOBH HIVKOMOPOTl KPUsoil 060AK0M KPUBUIHDL UMIBEING IMY KPUBYIO
PebpomMs B036PAME, G €A KPYW KPUSUSHL— TAPAKIMEPUCTHUKAMU.,

Ecau 6epeMs KOChIe KPYTH, TO H0AyY9aeTcd KaHauoo0pasHad MOBEPXHOCTD.

Jajaya HEBOBMOKHA, CCIH 1+(@fﬂ)'=0, — T. €. Korja KpHBag
cdepuueckad. ¢

TakuMb 00paszoMb Eamkiad EpHBad IBOAKON KPUBUSHLI CBABBIBAETC,
kpoMb passeprhiBaiomieficd, oruoaeMoil CONPHKACAIMUMEACA IUIOCKOCTAMU H

1) Cw. manp., G. Demartres. Cours de géométrie infinitésimale, p. 302. G. Schejfers.
Geometrische Anwendungen d. Diff, u. Integralrechnung, B. 2—mpniaers uMs HaspaHie
Canalfliichen, rasaeyoe 0GHYHO MOBEPXHOCTAMS, OTHOAEMBING CpepPaMH NOCIMOANHALO DALLYCa-







0 sbpoaThocTH @ posteriori,

(Bropas samMBTRA).

A. Maprosea,

Bs mepsofi sambres cn Thup e sarzasiews, mombmennoli Bh Coodm.
Xappk. Mar. 06m. 33 1900 r. (2 cep. 7. VII n° 1, ¢. 23), u3b 0oCmIeNpHHEA-
Taro BHIpakeHis BBpoATHOCTH, 4TO BE 7 MCNHTaHill coOmTie MoABHTCA &
pash, eCIH BB %, HCHBITAHIll 0BO NOABHIOCH kg Pass,

1
P nm—1)...(n—k-+1) JO
k:
Kol J‘l xk0<1h—x)’L0_’CO dx
5 :

kot (1__ $>730+51—k0— kdx

8 BBIBEIDH 0Ye€Hb IIPOCTOE HEPABEHCTBO

ity s RS
Zpk(a*;o)ﬁ(nﬁg)’

OTEYa TOTIACH cIbayeTs, 4r0 BBPOATHOCTH HEPABEHCTBD

Sl
Zl/n_r_<n <2 ﬁ*ﬁ;’

Mo “0

. . it
NpH A060MB MOJOKHTEIbHOMT f, 00IBIIE l_ﬁ' Wnrepecso otMbrath, 4TO

monoOHHI ke BHBOIL MOEKHO cAbIaTs OTHOCHTEILHO PasHOCTH

k ! ko

no Ny’

g k ko
xorfa 00% apobm — § = ocramred HeonpelbIeHHbIMA, H PASCMATDPUBAETCS
n '

0
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shposTHOCTS @ priori mpm awboff mocTosREOfl BBPOATHOCTI c00BITIA; 100
Bb 3TOMT ciyuah umbenms

k Z{O 2 7»7 ko 2 k = ]ﬂo %
M. . | ———— ] =M. l——pPp— il ==:M. = e £ =
o (n ')'Lo> ' (n ? g B ) el ('n P ) e (no p)
fll 1

=p(1—p)(*+—o)<1(%+—) :

Ho

15 p 03HauaeTh BBPOATHOCTH COOBITIA IpU BChXH HCIBITAHIAXE.

Mesgny HAmAMU BHIBOJAME CYHOIECTBYeTH, KOHEUHO, AbkoTOpas CcBA3D;
HO He00X0IuUMO OTINYATh HXD JpyI't OTh Apyra U IOMHHTDH, 4TO nepBuIi
U3'h HUXD, OTHOcAmifics &h BBpoATHOCTH a posteriori, ycTaHOBIEH® TOIBKO
Ipu  OOMENPHUHATOMD I[IPEINON0Ke I, UYTO J0 gabIojesia BcB 3HaUeHIA
BEpPOATHOCTH COOBITIA PABHOBO3MOHKHEL.

Brpouens, ecau Bh obmeil @opuyrb

kot 1 __x)no—}-nulr —k f(x) dx

P — nn=1).. (n—k—l—l)f
ol f.l:ﬂ(l—.’l?)”“" f (@) dx

TPeNNoI0®UTs 1), UT0 f () BAKIYAETCA MEEIY IBYMSA HOCTOAHHBIMU IOIO-
AKUTEIBHLIMA UYHCIAMH
0< D)0,

T0 Ha OCHOBaHIHA ViEe J0Ka3aHHAr0 HaMi He TPYLHO YCTAHOBHTDH HEePaBeHCTBO

o BN
o e gL
2 s < 4D \n ey ng)’
OTKYIa TakKe cIBIyerTs, uro IIpH IOCTATOUHO GOABNIAXB 7 H 1, BBpoAT-
HOCTb HEPABEHCTBb

—e<*——<e

CKOIb YIOIHO OIMSKa Kb eJMEHIS, Kawh Obl Hiu ObIO Malo HeHsMbBHHOE
IOJOKUTEADHOE UHCIO &.

OcraroBHMcS Teneps Ha Bompoch o sambub BuumempuBeJieHHAr0 BEI-
pameniz Pi, mpu [(x)=12), usBboTHBIMG IDPYTHMD BHpaKeHieMDb, TP

1) Iogobuoe me npegmoxomenie mpumars II. A. Hekpacops Eb CBOUXD IEKIHAXD IO
., Teopin wbposrnocrei® (1896 roga) mpm J0KasaTeabCIBE TEOPEMEI obparnoit Teopemb
f. Bepmyrim.

2) BosMOKHOCTH PaCIpoCTpameHis Thxs e sakIoUeHii Ha. cxyuam, Korja f (@) He
COXpaHASTh MOCTOSHHON BeIMYHHB, 0CTAeTCA TMOIB BONPOCOMB.




e L

60IBIINX'D BEIUUMHAXD, Ko, Ho—FKo, k, #—F. d uMbio BB BULY JOTOIHHTDH
OOHYHBI BHBOLD 3TOT0 IpuOAMKEHHATO BHIDAKEHiA, KOTOPBI MOEHO HafiTw,
manpunkps, Bb «Teopin shposrmocrefi» (1898 r.) M. A. TuxomauIpuIEaro
n B «Yuemim o Bbpoarmocraxs» (1912 r.) M. Boakosa (y nocabiuaro, N
BIPOYENH, JOUYNIEHA KpyUHAS 00MOIBKA), YTOOH TOAyUHMIach NperbIbHAT b
TeopeMa TpH PasHOOCPA3HBIXH NpPEINoI0ECHIIXD 0 mopankh Bospacramid :
nky « n(g—ko)
R :
2, g ‘
HamoMun BEPATIB 5TOTD BHIBOLb, HPMHADPOBICHRELN Kb C1yvai, KOTia ~
n, N, koy Mog— ko 0€3KOHEUHO OOIBILIA UHCIA OAHOTO TOPALEA. Bo-1epBHIXD,

o0a nHTErpala

J Lot (1—a)rotr—hkdy u fl xho(1—z)"Fodz
0

0

n(m—1)...(n—k—+1)
| e :
KaeMb uepesh Ipoussefenig Buia 1.2.3...N, r1b N noayuaers sHaueHid

H MHOHEHUTEID nepeilb HXb OTHOIH&HiBM’L BbIPpA~

k, n—k=1, n, ko, no—ho=lo, w1, kot5k, lo—1, n-nef1.

Ilpunbaga kb mOXyYeHHEIMB TIPou3BeNeHiAMD (Popmyay Crupiunra u
or6pachiBasd eIUHUINY BT MHOKHTENIXD Ho—r—1 H #+4ne+1, TNOIyIaeMb
ByMbero Py Boipakenie

oo/ e (ko) (U—+1o)
e l/ 27klleo Iy (n - no)? e

npH

e = 1ok e M =L mg(—T0)\F o100 (1 lo) 1?4,3
T ko ("’ZO (-1l ((no—{-n)lo

3arBMb moaaraeMn

by ko iy ko S I/Qko lon (n 4 1)

% % 793
H OTrPaHHYUBAEMb t HepaBeHCTBAMHI
A

it ¢ 1 t, Kakig-EHOYAb oupelbieHHRA uHcla U fH > b,
Kcan temeps umcia

nk nly
) T e
Py g

]‘"O 9 ZO )
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Bt ocHoBEOMD ciayuab, Koraa Beb uucia
nO 5 kO 3 ZO ) "

GesroHeUHO 00JBIIiA OTHOTO M TOTO Ke ITOPAIK2, MOKHO NPHBHATH J0CTa-
TOYHHIMD THXD pascymicHifl, koropsia upuseiensl BDL kpurs M. A. Tuxo-
MaHIpHIEaro # corracyiorcs cb aernigmu II. JI. YeOnmesa; Tak®s EKakb Bb
PasIo&eniaXs BCHXB UETHIPEX'H J0rapu(MOBD -

Nk
k 2

ol

B AR
—riog ™, — g™, (ot lor LD, 1o og MO

® (no—m) (n.o—}—n) Iy

WIeHL Ch TPETHUMH M BHICHIHMH cTemeHAMH 2 OyIyTh TOTZa OEBKOHEUHO

‘MAIBIMH BeTuunHaMu. Bb IPYIUXb Ke CIyuadxb, KOTOpele MBI HMBeM® Bb

BHJY, 9IEHHl CO CTEIeHAMHI Z BblIEe BTOPO#t BD OTABIBHLIXT PALAXDH MOTYTH
He ORTH O0E3KOHEUHO MAJbIMA M CTAHOBATCA TAKOBBIMH TOABKO BB 00mel
cymmb ueTspex’h pATOBDL, paBmofl dorapmpumy Wi.

Ileppas cremenb 2 BB aorapudmbs W, ucuesaers cOBepIIEHHO; BTO-
paa maers—it2, OOmifi e wrert®, TAB 2 BXOIUTH BB CTEIEHH BEIIIE BTOPOIL,
pa3bmBaercs Ha Takid BB uacT:

(—1)Teing =1/ 1 1y 4 1
il (z'— Lt ?) (n‘i‘l B (n—l——no)i*’l)
Zagi—1 71 1 1 1
T (zt:‘l i ?) (ni“l s (u—l-no)il) :

31bch pasHOCTh

e )
w1l (d-ng) !

YHCI0 TOIOEUTEeIbHOe W MeHbIne 00bux® npobefi

1 (1—1) n,
W WL R

1 1 ¥
a DPasHOCTD T e PaBHA R@——])’ HAKOHEN's, 4TO KacaeTcd 2, TO €ero
YHCI0BAS BEINUUHA MEHBIIE YHCIa
ko lom (n—tn
aZTV’oo(+ox

Ng?

TAb 7 o3HayaeTs HauGorbliee M3D YHCEIb—Iy, 1.
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MomHo @ cpasy pascmarpuparh o0a caydad n < Mg H 7> N,
Jlig 9TOr0 HYKHO TOIBKO IPUHATH BO BHUMaHie HEPABEHCTBO

1 1 (i—1)ng
w1 ()it T (ntng)ni—t

Ha, OCHOBAHIH KOTOparo HaXO0gHMb, YTO YHCIOBAaA BEIHYHHA PasHOCTH

log Wk — 12

ab Nyt + %Oi
TR Y e Ve SN KA

b ¢ mo upeHeMY IOJyJaeTh 3Hauerid 3, 4, 5,...
Ilocabaaas xe cyMma, 0YEBHAHO, MEHBIIe

MEHbIIIe CYMMBI

a*ny? adng3
1 (n - ng) n* ko? s (4 ng) m? 12 l
: 1y o ]
nky nly

Cs japyroit cTOpoBHI HAXOJUMDB
{ asng? }9 878 (n4-ny) 8% | 8t

(1~ mg) n2 ky? nk, g nky
an® 287 (mmp) o885 8rtmy
(1~ mg) 12 2 nly R Ml

Taxums 06pasoMb MBl JOKA3HBaeMb, UTO OTHOUIEHIE

o® b,
iy l/ iy g
2mleylom (n—+ng)
npu BCEXB pascMarpEBaeMBIXh HaMH 3HAUEHIAXD

E—n @ e |/.2__ko ZOM :
Mg

3
()

Oymers ckoJb yroxHo OaM3k0 KB eguHAIb, Korza BB wmcaa

ko [
Bols, v mm>
g g

6y;ﬂ;YT'B IOCTATOYHO BEJHEH. A OTCIO[a Y#Ke HeIOCPeICTBCHHO BHTERAETDH

I BBPOATHOCTH HEpaBeHCTBD

i I/Zkolgn(n—f—no) e ko 27 I/Qko lon (n—--ny)
0

g3 n, g™






00 nambpenin anrefpauyeckuxs dopms.,

M. H. Jdaz YIMUHCKAZO.

§ 1. Ioxs aareGpamueckoir Gopmofi pasymboTs 01HOPOLHBI TOTHEOMS
HBCKOIBENXD TMepeMbUEBIXE.
Taks:

x1m+ .Q{‘Qm b (’L‘l—'— x2+ xg)m__l_x‘Lm

OyAyTH (opMaMu m-off cremenu.

Memxny mepsoft m Bropoii o oTHOMEHiD KB JHHEeHHOMY IIpeolpasoBa-
HIl0 €CTh CYMIECTBEHHAA DPABHAIA.

Raknwre Gr1 o6paTnMbNs TpeoGpasoBamiens Mb He Ipeo0pasoBHBAIN
epByo (opMy, 0HA Beerfa OyAers saBHCKTH OTH ABYXD mepembumbxb. Ho
€CIH OBl Mbl HOAOMMIN

Cy=Y1— Yo Y3, Lo=Yo,

1“3:9’35 x4:y4’

To BTOpad (popMa mepeiifers BL (EPByD, T. 6. OyIETH BaBHCHETE TOIABKO
0T JBYXH HePeMBHEBIXS BMBCTO TPEKHHXD TeTHPEXD.

Yeaosumca maspBarh Takiz (QOpMEL OTB P nepeNbBHEBIXD, KOTOPLIA
Ipy [moMOUIM HeoOpaTHUMaro JauHefiHaro mnpeobpasoBamia NEpPexoiaTds B
(opusl 0TH ¢ nepeMbBHHHXDB, BD KOTOPHXD J:KE HEBOZMOKHO M POA3BECTH
JlaapEbiimaro yMeabmenis uncra mepeMbHEABIXE, GopMamn ¢— 1-To naMbpewis.

Isn sroro ompenbiemia Hemocpencrsemno cabayers, uto Beb aumeii-
HEIL (DOPMBI—HY.1eBOI0 H3MBpemis.

UT00K TMOIYYHTH BOSMOKHOCTD AHAIMTHUECKH ompexrbiars msmbpenie
IaHHOW (JOPMBI, JOKAKEMT TeopeMy: :

Eeaw dopma m-10 nopaoka f(z,, xy,..., ,) q—Il-0 uannpenia,
Mo MeHCOY e NEPEHIMU NPOUIBOOHLIMU CYUECIBYEMD P— G U MOIBKO p—q
AUHCHHBLLT COOMHUOUENTTE 6o NOCMOAMHIMU K0P PUUTEHIMAMU.
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Ho rouno rtarme, kpomb TomzecTss (2), He MOEKETD CYMmECTBOBATEH

HI OIHOTO TOXATECTBA TAKOTO ke Xapakrepa, KOTOpoe He OBLIO OB XD
cabrcrBiems.
[Ipesnoxoxuns obparHoe, H UYCTh

2 b (3)

g=1
Takoe HOBOE TOEIECTBO.

Moi®HO pascMaTpHBATL COBOEYIHOCTH PABEHCTBH (2) H (8) ERakb cH-
creMy AupdepernialbHEIXs ypaBHERift B TACTHHXD IPON3BOAHEIXD IEPBATO
nOpafka. JTa cHCTeMa 3aMEHYTAd, I €4 ¢— | HHTerpars OyIyrs Jumefi-
HBIME (QYHRIIAME NepeMbBEHBIXD ;.

ITycTn

P
HEY agry 0 e (4)
Temai b

TOXHAA CHCTEMA ef g — | HHTerpalossb. Torma MOKHO IPeANOI0EKHTH (€3
BpeNd LA 00mHOCTH, uTo ompejbinteds Y + 61160, ... 01, g—1 OTIHUEHD
OTH HYId.

®opya 7, KoTOpas Takme TPeICTABIACTH HHTEIPAID DPAsCMATPHBAEMOfi
CHCTeMBI, OyleTs Ha O0CHOBaHIM 00IIHXB CBOMCTBH MHTEIDPAIOBD TONOGREIND
cucTent (ymkmieil ¢ — 1 HETEIPaltoBd 2. HT0 GyEeTs, 0YEBHIHO, OLHOPOA-
HpIlf HOTWHOMB /-0 MOPAAEA OTT STXD HHTErPanoBb. TakaMb 00pasoMs,
0008HAMHBD TOAyYaeMBI IOAMHONB Uepesh ¢, NDHIEMD Kb TOHLECTBY:

Ty e, v i) B eS8 i Bi o)
Hanuuress aupefinoe mpeoGpasosamnie:

Yi =& (=1, 2,.., g~ 1) ' (6)
Yi = Zj. E=¢, g4-1,u,p) '

OHO Gyzers 00pATHMEING, TAED KAk ONPeTBINTENh €I0 IpHBEIeTcs
%% ompexbanTenio Y &£ 4o ... €, g1 U CIBIOBATENBHO OYAETH OTINY-
HEIMB OTH HYILA :

Hoxbsysce stumb npeodpasoBamiens, sambusems BB gopwb f mepe-
MBHHBIA &; IepeMBHHEIME #; I T0JyIaeMDb BB BULY TOHKIECTBA (5) m Qop-
My mpeodpasoBasid us® (GOpMbl f GOPMY @ (41, s, - -, Yo 1)

Orcioxa BaxHO, UTO 00paruMOe InHeiiHOE mpeoGpasoBamie Ipeodpasyers
Hanry (opMy [ BH (OpMY, 3aBHCAHIYI TOIBKO 01 ¢ — 1 TepeMBHHEXD; a
BB 9TOMB CAydab oHa OBLIa OBl TPOTHRE NpefNmoi0KeHid cpopmoﬁ MeHBLIAT0
msMbperisn, wbyMs g — 1-ro.
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Wrass, npefnoloxenie, 9To ToELECTBO (3) He IPEICTABILETSH cnba-
CTBiA TOXIECTBD (2), HPHBOZMTH KB NporuBopbuin, 3aklioyaiomeMycs Bb
TOMB, 9T0 (JOpPMA f He MOTI8 GBI GHITH Iopd S5TOMB yCaA0BiH ¢— 1-ro usMbpenis.

A TOTOMY wusMImpenie (opivr f ua eOuHuMy MEHUE WUCHE AUHElHO-
HESABUCUMDBIL D cpedu €t P NePebLIrs HpOHS(deH'bl.TB. ;

Tomgecrsa (2) Momno Hafita, He sHas npeobpasosamia (1). JTuu aroro
IOCTATOYHO NpHMbHEHiA Teopinm JerTepMHHAHTOBD.

Ho pass sru TommecTBa Hafinems, merpyrmo omperbinTs n OHO HSB
IIpeo6pasoBaHiii, KOTOpoe NmpeBpamaers TAHHYI (OPMY OTb p HepeMBHHEXE
Bb (OPMY, 3aBUCALLYIO OTH ¢ IePeMBHHHIXD.

Ara s10TO MOCTYNmAEMT COBEPITEHHO TAakKe, KAk IId IOIyUYeHIZ mpe-
obpasoBamiil (6), T. e. pascMaTpuBaeMb TOEIECTBA (2), Kakh cHCTEMY AHQ-
(pepeHNiaIbHKX'D ypaBHEHiil BT YaCTHEX'S IPOUSBOIHEIXD 1-T0 MopaLka. Hafng
HOJHYI CHCTEMY g JHHEHHBIXD WHTEIPaloBE, 0002HAUAMSE HXD Uepesh 2;:

(]

14
P 2 CiiT; . =12 3k (7)'
1= :

Taks kKakb OHH HE3aBHCHMBI, TO OTUHTE H3B OHpG}.L’ﬁJ[HTBﬂBfI MaTpUCCBLT

C11 C12 Cip
Oo1 Coo Cap

.. . (8)
Cg1  Cy2 - Cop

JOJHEHD OLITH OTAMYEHD OTh Hyas. IIDEeInolo®uMb LIS IPOCTOTH, UTO OIpe-
IBIATEIB Y, + C416o5 . . . 0gy OTAMUEHD OTD HYIA (BH NPOTHBHOMD cIyuak po-
CTATOYHO NepPeMBHHTh HyMEPAmilo mepeMbHHEXE); TOTIa MOIATaeMb:

Y=—2 (i=1, 2, 3,..., 9 (9)
Yi = %;. =g+ 1012, 10)

Jerko 1okasaTs, uT0 3TO npeoGpasoBamie HckoMoe. Bb cayoms bk,
Ha OCHOBaHIM CBOHCTEDL AU(QepeHIialbHEIXD CHCTEMT BE UACTHHXB Ipou3-
BOTHBIXt (hopMa [ BEIPasuTCHA BH (PYHENiN HHTErpalioBs &;.

Mo#HO mOTYIUTH ATO BhIpaKeHie HAIp. TakuMb 00pasoMb: paspbmuMt
TO®LeCTBA (7) OTHOCHTEIBHO NEPeMBHHBIXD 4y, Ty, ..., Z, U, HOACTABHBD
IOXy9eHHEIN Pe3YALTATS Bh MOIAHOME [ (7y, Zs, ..., &), HOAYIUME (QYHRIIO

P

e
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ONHUXD TOIBKO 2; (1=1, 2,..., q) u crbIoBaTeibHO OyIeML UMBTH TOX-
JIECTBEHHO
f(ﬂ?‘l, Liyeeny xP)EQD(ZIs oy e e e Zq): (IO)

I1b @ whsoTopri OJHOPOZHBI MOMMHOMT #-TO TOPSAKA OTHOCHTOIBHO -
HEHHBIXD BEIPaKeHifi ;.

Hpusbaups mpeobpasosanie (9), MOIyIaeMT Ha OCHOBAHIM TORIECTBA
(10) BMbero mammodt Gopysr £ fopuy ¢y, 95, .. ., Yq); BABHCAIIYI0 TOIBKO
OTH ¢ nepeMbBHHEIXD,

Tompecrso (10) npuBognTs Kb HOBOI Teopemb: dopaa: Fl s e i)
q— I-t0 usmmpenin npedemasanems coboii ynwiino q HE3ABUCUMLTS Jil-
HEUHDLLD PYHKUITE NepeMpmubirs ;.

B npexsiaymens Mel mokasaim, kaxs omperbants msmbpenie PpyHRmI K
n RalijiTé no kpafimefi Mbph ozmo npeobpasosamie, mpu moMomum K0TOparo
MBI MOMEMDb OPHBECTH (OPMY Kb BHLY, Bh KOTODOMD OHA COLCPENTH HAH-
MEHBIIEe YUCIO HepeMBHHHXE.

OueBngHO, 9TO YHCIO TakuXb HpeolpasoBamiii He OTHO.

Pasemorpuvs 1Ba Taruxs npeobpasoBamis. Ilepsoe, omperbisenoe
gopumyaamu (9), o0o3HAUNME Uepess A, a BTOPOE, HOBOE, Jepe3t B.

Tars ward BeAroe o0paTuMOe IMHEHHOe npeoGpasmaaHle MOKHO pas-
JOEUTE Ha JBa, M8H KOTOPHIXH Tepsoe OyleTd AAaHHKIMB, TO BTOpoe Ipe-
obpasoanie B MOEHO [DEINOIOKUTE COCTABICHHBIMS H3H npeo0pasoBanig
4 u gpyroro, onperbagemaro cabayoummn (opMyIaMu:

P
Y=Y, by G=1,2,3..., ) (11)
=1
1lepeoe npeoOpasopamie, Kakbh MK YiKe BHIACHEIN, NPEBPATHTS ¢op-
MY [ Bb GOPMY 9 (Yy, Yo, .-, Y,). OGOSHAUHBE [If COEpANIEHiT 96pesn

5% . - L4 = 5 .
y; TOHefHOe BhIpakeHie Y byuw;, HallleMD OKOHYATENBHE PEsyIbTaTh Ipe-
G A 5
o0pasosamia B Bb Bugb opMsl ¢ (4, ¥s,. .-, ¥,).
Tarb Kakb sTa (JopMa 10 IPEINOIOKEHIN BB CBOK OUEPEs BaBUCHTD
TOJBEO OTH ¢ M3 NEPEMBHHEIXH o;, TO MOMEMB NPEANOI0AKHTD, UTO OHA -

HEe B3aBHCHTE HAND. OTD NEPeMBHHBIXD gt1, Ugis, ..., Up.
Torma 1pousBOZHEIA OTH GOPMEL @ (¥, Wy - - -, Jq) 1o HepeM'ﬁHHHM’B
Ugt1y Uggay ..., W, OYIYT's PABHBL HYIIO, H MBI JOMEHR HMBTH TORIECTBEHHO:
4 09'3 dJL G(P

=i C)Jz 0%1 i=1 0@/1
J=q+1,9+2...,p
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Eeau xota G5 OfHA 3T MOCTOSHHBIXD b;; Onia Ob OTAHIHOH OTH
HYI4, TOIbKO UTO HANUCAHHEIA DABEHCTBA MNOKa3aju OFI, UTO MEEIY Tep-
BHIMH [DOHSBOIHBIME (OPMEL (), Yo, .- -, Yq) He BCH HesapmemMbl; usMb-
pemie (opMel ¢ Obxo On MembIe ¢— 1; a cabloBaTeIbHO (opMa f He
Opi1a Obr GopMofi ¢ — 1-T0 usMbpeHisd, a BTO—NPOTUBD DPELNOIOKEHId.

IloaToMy MBL BOJEHEI IPAHATH, 9T0 BCh MOCTOAHHBA by BH TOIYYEH-
HEIX'h PABEHCTBAXH PaBHH Hylo, H, crbioBareibmo, g TMepBHXB (POPMYIH
npeoOpasosania (11) HpUMyTH Takol BHIB:

g
Yi = Z bij%j- G2 )
o §
970 TpeoGpaszoBamie mPOUZBOAUTD BB (GODMB @ (U, Yos- -, Yq) Ca-

Moe obmee obparumoe mpeoOpasoBaHie IepeMBHHHXE y; Kb HOBHIMB ¢ le-
NbEHEIND ;.

Takuys 00pA30MB Ml UPUXOJUMB Kb BakI0UEHIl, uTO Mot NpLodpa-
syens popmy f camvims 0OUUMD NPEOHPAZ0BANIEMs KT HOUMEHVUEMY “UCKY
NEPEMIHHBLTS, €CAU, MPEOBPA308AEs €C KaKUMs HUOYOL CNOCODOMD Kb HAU-
MENBUEMY — WUCKY — NEPEMIVHHbIXE,  NPEOOPASYEMD  NOLYUEHHY10 Ppopmy
QWY1 Yoserey Yg) COMUIMB O0UWUMD JUHCHHDIME NPEOOPAZOBANIEMD KD HO-
6uLMG (| NEPEMILHHBIMG. ‘

Myt Buybau, uro Qopma f § — 1-ro na3MbpeHis BHIPAKACTCA I6pPeEsd ¢
InHeHiHEIXD BHpamkeniii z;. Feam O HaMB yIaJoch HafiTy Ipyroe BRIpame-
Hie (OPMEL / uepess HOBEIXD ¢ IHHEfHBLIXD BHpameHill v; 0TD P nepeMbH-
HHIXB #;, TO, Ha ocHOBamim mocabameil TeopeMsl, J000e BEHIpaKeHie z; mpel-
craBigao Ool coGofi inHeliHy (YHELIO Bbhpamewiil v, W, Ha000pOTH, Kak-
10e BEpamenie vy Z0MEHO Oblro Ol OITH AuBelinoll ynrmiel pripakeHiedl ;.

Mer npuobramm jua ompenbaeniz npeoGpasosamisg, mpeoOpasyomiaro
1aHHy0 (OPMY KD HAUMEHBIEMY UHCIY HePeMBHHHXD, Kb MHTETPUPOBAHIID

ypaBHeHiil Bb YACTHBHIXG I[IPOUBBOIHBIXDL [€PBAT0 IOPANKA. Ho MomHO TO-

IyUUTH 9TO MPeoGPa3oBAHie M IPU MOMOM TPOCTOro IndepentupoBanid.

p-+m—2

dopma f uwbers t:( o

IOPAAKA.
OGo3HAYUMT NPOUBBOLHYIO

) YACTHEIXEH IPOUBBOAHEIXD #—1-T0

gim—Nf
Ak k k Nl ai?
7 udxhendzgsi. . . dx_ppl

rib ki, ka, B, . .,kp TPECTaBIAETH C000H OIHY HB3D CHCTEMB WHIBIXE
HeOTPHIATeIbHEIXD UMCeND, TADIIUXE Bb cyMMb m — 1 uepeshb i, a OLHO-

ulens ofualuais. . .wty (k ktt{z_l 5 ) uepess B,.
S IRpLBL. .« gl

-
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Tarnus 00pasoMs Oyiems HMBTH { IPOUSBOLHBIXD %y, Ug,. . .,%s. ITO
Oynyrs auHefinbia (GyHEEOim mepeMBIHLIXD 4. IIponsBomHBIA 0TH (YHEIIN
wy MO &; JCIOBUMCH 0008HAUATH UEPE3BUy;.

Ilpemironaraems, kakb u upemne, Gopmy fq — 1-10 usmbpenid, u, cab-
I0BATEIBHO, NN Hed CYMIECTBYWTH TomiecrBa (2) Bb wmerb.p — g H TO®-
JectBo (10).

Eecau orws 00buxs uacrefi TommecTsd (2) BO3BMEMD m — 1-d IPOU3-
BOJIHEIA, TO MOIyYaeMb CIBIyOIIiA:

P
2 @i tigi = 0.,

=l

(G=¢+1,¢+2....,p (=1,2,..., 0

Takp Kakb QYHEOiM v, IuHefiEBA, TO HOIYYEHHBIA TOMIECTBA MOKA-
3BIBAI0TH, UTO PE3YIBTATD HOACTAHOBEH &; = a4 (i=1, 2,..., p) paBHAETCH
HylD 114 j=¢g-+1, ¢+ 2,..., p; IPyTHME CIOBAMU ypaBHERid

(12)

W0 =4 e (13}
JOMyCKaoTh P — ¢ PABIMUHEIXE phImenilt a; (i=1, 2,..., p).

Ho rmorma me:xay ianHefiHBIMH (YHROIAMH u; HE3aBHCHMHIXD MOEKETH
OvITE HE Goabmie q. :

Ilpexmosiomums, 4TO HXB MEHBNIE; TOLIa ypaBHeHid (13) IomyeTATH
no xpafinefi mbph eme oxno HOBoe phmienie, HE3aBUCUMOE OTH NPEKHHX.

IIyers s10 OymeT® by, by,. .., b,. Pe3yIpTaTs MOICTAHOBEM ;= b; BL

TTPOUBBOJHYIO % MOKHO HAIUCATh TaRb:

2 gy
N

41

b

Tawp Kakb 3TOTDH PEe3YIALTATDH PaBeHD HYA, MBI IMBEMB PATD TORIECIBE

P 0w

2: i — =0 S
7 ! . Q=180
= 0x;

YHHOKaeMD UXP Ha B; 0 cyMMHEpYeM 10 ! 0TH 1 0 { H IOIyYaeMb

BD pesyapTarh:

P ! dul
b, N B—=0.
= %l,_:_.l ldxi !

o,

Ho 1o cBoiicTBY 0gHOPOZHLIXH (YHKIIA MBI uMBeMB:
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ou 0
¥ B —f—,
i OJEI (3&”1'
H Hamle TOMIECTBO IOAYYaeTh BUIE:
4 ()f
by — =0,
Z d.l1

G=1

Taxnws o0pasows Hame mpejmoloieie, 4TO MEELY IPOH3BOIEEIMI 24
HE3aBHCHMBIXs MEHBIIE ¢, OPUBEIO KL CYIECTBOBAHID HOBALO IHHERHATO
TORIECTBA ME#HIY INEPBLIMH NDPOM3BOAHEIME HE3aBHCHMATO OTH IPERHIXD
TOELECTB'S (2) M MOKA3AL0 BTUMB, UT0 (hopMa f usMbpemis Membmaro q— 1.

Mur moxnml, cIbI0BATEIBHO, OTOPOCUTE H HTO npepmoxomenie. Oera-
eTCA NPYHATH, 9TO CPEIH [HPOMSBOAHBIXD ; KAK'h Pash q He3aBHCUMBIX'D,

Mraxs uswhpenie (opMtl £ Ha elusmNy MeHbIIe YHcIa HE3aBHCHMEXE
MeERLY ed m — 1-MUu TIPOU3BOJIHBIMH.

Hpexnonomnys, 4T0 KAKD Past IEpPBHI s U, HE3ABUCHMEL
MEELY 00010,

DBepems ore o6bux®e wacrefi Tommecrsa (10)  ragis IPOU3BOIHBIA
m — 1-T0 MOPANEQ, YTOOLL. BB €r0 IBBOf YacTi IMOIYYHINCh TPOHBBOLHELA
Uiy Yoo o vy By,

B npaBCii ske uacTH H0AYINMS IHHEHHE BHPAKCELT 0TS e
H, CIBIOBATEIBHO, MOKHO HAIHCATE XD CIBIVONIHME 06paszoMs:
g
e =¥, bz, G=1,2,3,...,9 (14)

=i |

Ouperbaurens N £ by byy...by He MOEETH PABHATHCA HYIO, TAKb
RAED TOTMa H3B I[ONYICHHEIXH PABEHCTBDH Ml MOTAM OH HCKIOTATH Beh 2
I moxyunan Obl ammefiHOe COOTHOMEGHIE MEMIY HE3ABHCUMBIME (yHEUiAME
Uys Uy e Wi ;

A pasp aToTh ompeybINTEIs OTANUEHT OHE HYIL, TO, paspBmmes pa-
BEHCTBY, (14) OTHOCHTEIbHO &;, BEIDASHMD HXD 4epess NPOH3BONHGIA 2, 1,
BCTABUBS TONYUEHHSI DesyIbTaTh BH TOHIECTBO (10), MOXYYHMD BHIPAIKe-
Hie QopME /' uepest ed AmHEliHbIA NPOM3BOIHEIA.

JTOT0 MOKHO JOCTHIL H HEIOCDEICTBEHHO, TOJORUBL (HOPMYIbI

Yi = Uy i B S

Yi =0 =g¢+1 ¢42,..., p)

BMBCTO (hOpMyIB (9) M BHIIOJIHEBL TpeodpasoBamie.
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HRoneuro, ecin (DyHELiM %;, Da3cMarTpHBAeMBIA Kakb (YHRIIE mepe-
MBHHBIXD &y, %5, ..., #;, BABHCHME, TO IPUIETCS H3MBHETH STH (OPMYALL
HaIIeHKANINXD 00pasOMb.

§ 2. MoxHo 0006muTH BBeTenHOP MOHATIE 006 mambpenmiu aareGpai-
Yeckuxd (OPMb Bb CAMEIXH PABIHUHHXE HANDABICHLIXD U MOATH Iaipire
B H3YYCHIH HAXOJAIIUXCA BB CBA3H Ch HUME CBOIicTBE (opMb. A me 6y-
Iy BH Hacroamell crarpb kacaTbesd STAXDH BOMPOCOBH, A NOCTAPAICH BHLAC-
HHTH Ha IpHMBpax’h BAKHOCTH BBEIEHIA HTOTO MOHATLS.

IIpexne Bcero sambay, 4T0 MBI BeTpBTHMCH ¢B STHME BOMPOCOMD LPH
obmefi sagauyb ramoHHmsamim (opub, T. €. Bb 3agaub UpHBeleHIT POPMD
NpH LIOMOINY InHefigaro mpeoOpasoBamis kb mwpocThilmemy Buiy.

Bomrpoes 001 uswbpenin, pascMoTpBHESI BL HpeibIyIEMb Haparpa-
(b, cTaBUTH, ¢OOCTBEHHO TOBODHA, CAMyI IIEPBYI0 H CAMyl [POCTYID 3a1auy
Bb 9T0fi Teopinm, a MMEHHO IIpuBeleHie IaHHON (OPMBI HpH HOMOIIM Hajle-
wame BeIOpanHaro ImHefiraro mpeodpasoBamis &L (opmb, 3saBucameii oTh
HAEMEHbAr0 upeia NepeMBHHBIX'h. Rar® BHAHO U3B NPEJBIYIIAT0, Takad
sajaya pbmaercd BO Bceil 0OMHOCTH N NMPHTOMB TPH TMOMOMHN OIHUXH pa-
Ni0HAABELIX'D IbficTsiil. :

Orcioza ACHO, UTO MB HATOIKHEMCS Ha 3TOTH CAydYaft uyTh Ju HE BL
Ea/EIOMD MaTeMaTHUyeckoMb Bompoch, BB KOTOPOME BeTpbuaiores aarebpai-
ueckid gopusl.  orpanuuycs BB Hacrosimed padoTh IByMSA OpPHIOEEHIAMD.

Oxno OyzeTs KacaThes TeOpinm HCRIOYEHIA, BH UYACTHOCTH H305pa-
HEeHIA aHAIMTHYECKH aareOpaudIeckux’s MHOT00Opasift Mempmaro maMbpemis.
JApyroe KocHercs IpUIOKEHId airedpauyeckuxd (OpPMB BB HHTETPHPOBAHII
OOBIKHOBEHHBIXD JIHHEHHBIXD Ju(depeHIialbHEXT ypaBHeHii.

OTOTEH Taparpas & MOCRALLY IEPBOMY BOMpOCY, a cabayomifi Bropomy.

CHayajga pascMOTPHMD yPaBHEHIH, BARIOUYAKILIA BB ce0B mpousBoin-
HEI® TIAPAMETpEHL. ]

Boswvmens ypasHenie

FOhe s o il e s F o) ==10, (1)

b %y, #o,..., , — MePeMBHHBIA, & BEAUUAHB @y, Uy, ..., (y— IPOH3-
BOJBHEIE lIaPaMeTpEHL.

Cucrema phurenift #; = b; MOmeTD y10BIETBOPATH ypaBHeHin (1) mpu
KARHX'h YIOLHO 3HAUGHIAXD MApPaMETPOBD @, Ugy ..., Q.

Beanunnst by, by, ..., b, MOTYTH UpH 9TOMB OBITh MOCTOSHHBIMH, HIH
HBKOTOPHA U3bL HUXD NPOUBBOJABHBIME, & OCTAJbHbLIA HXD (DYHKIIAMY,

Bospuent fig npuwbpa JBa ypaBHeHis:

ay (%1, %y, T3) 4 Gofs (21, 75, 23) =10




R D

54 X
ay i@y, 5, g, x;)‘i“%fg@p Xo, X3, Z,)=0.

ITepBoe 1acT® mpH TPOM3BOABHEIXD TapaMerpaxb &, W da, HBkoTOpoe
YHCIO TOYEKD lepechueHid IBYXDH KPUBBLIXE:

fl(xl’ &y, #3) =0, fo(21, #;, 23) =0,

4 BTOpoe—O0e3KOHEUHOE UMCIO TOYEKh, COCTABIAMMAXET IHHIK mepechbueHis
IBYX'® IIOBEPXHOCTEH,

fl(xlv x‘z: xﬁa x—;):Oa fg(xu 372, .')53., 7"”4):0-

Ilosromy BuAEMD, 4TO BB 3TOMB CAyYah 0HA HAD BEJHUHHED X, Lo, Ly, £,
MOEeTH UMBTH COBEpIIEHHO MPOH3BOJABHOE 3HAUEHIe.

Haxp BUIHO u3b 3TuXD HpuUMbPOBE, BH BULY IPOU3BOJIBHOCTH [apa-
MeTpOoBD a; YypasHeHie (1) aEBUBAJEHTHO HBCROIBEUMS.

Bw camons pbab, pascmarpupaeMbld sHaueBid mepeMBHHALIXD ZOTKHH
JI0BIETBOPATH HA PAAYy ¢b ypaBHeHieMDb (1) H ypaBHEHIH

Pl s animy, Bt e (2)

rib ¢;— HOBBIA 3HAUEHiA IIapaMeTpPOBDh @;, BHECEHHBIA BMBCTO HUXT BB
ypasHenie (1). Momno cocraBuTh MONOOHHEIMDB 00pABOME  CKOJIBRO-YLOLHO
ypaBHeHIi.

Ilpeanoxomums, 9T0 MH COCTaBHAN TaRMMT. 00pasoMb k ypaBHEeHIH H
yobanauce B UXB HesaBucumocTd. CoctaBigeMb k -4 1-e TakuMb-ke o0pa-
soms. Keim oHO He cabpcTBie MpemHNXT & ypaBHEHIH, To MBI 6yIeTh uMbTH
ONATH CHCTEMY IPERHATO XapakTepa, HO y#Ee BB uumexb k—— 1 ypapuemifi.
9ra HOBAA CHCTEMd MOKETH ORa3aTheA HECOBMBCTHMOI, TOrja Halle ypas-
genie (1) me Oyzers uwbrs pbmenifi npu NpoM3BOABHEIXD 3HAUEHIAXT IIO-
CTOAHHBIX'D @;, H NPOLECCh IOAYYEHIA HOBBIXH ypaBHeHifl, I0MOIHAOINIUXB
ypaBHeHie (1), OyIeTs 3ak0HUYeHD. T0YHO Takme NpoOmEcCh OYIETh 3aKOH-
YeHD, €CIH BHOBL HAIMCARHO® ypaBHeHie OKakeTcd CIBACTsieM® JIPERHUXD
k y'paBHeHiﬁ. Bt aroms cryuah npuGapremie HOBHIXD CTaHETDL Takme Oes-
[I0JIe3BEING, TaKb KaKb 9TH ypaBHeHiZ OyIyT's TOYHO Takme cabIcTBieNs
yike HafileHHHIXD k.

Urars, upndaBidd &b ypaBHemil (1) ypaBHeHid Tuma (2), T. e. I0-
Ay4eHHBIA H3H ypasHeHift (1) saMBHOMl NpPOUBBOIBHEIX'L TapaMeTpOBh @; HO-
BLIMH, He3aBUCHUMBIME OTh HUXG ¢;, Ml AM00 ODHIEMD KL CcHCTeMB HECOB-
MBCTHAIXD 'yp&BHeHiﬁ, 160 Kb Takoli cucreMb ypamrHemifi, uTo BcAKoe HO-
Boe Oyiers cubicrsieMb 3T0H cHCTeMHI.
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Takums 06pasoyM’ ypasHenie (1) mpu ycxopim, uTo0s ero pbmenis pe
3aBHCHIM OTH IIPOU3BOIBHEIXG [1apaMETPOBB, KOTOPHE BBH HEN0 BXOIATE,
SKBHBAIEHTHO cHcTeMB ypaBHeHifi.

9T0 00CTOATEIBCTBO TMO3BOAAETH NPEICTABATH TPH NOMONH OLHOTO
ypaBHEHIA IUHIO, NOBePXHOCTh M Aaabe BB npocrpaHeTsb p-ro msmbperis.

IIpexne ubML HBI0XHTH 3TOTH BOUPOCH BO Beefl ero OOMHOCTH, pas-

~Oepewd vacTHH cayyail EpEBBIXE BB TPEXMBPHOME IPOCTPAHCTBE.

Ilyets ypammenia
fol®,, g, 3, @) =0

(3)

$o(Ty, Ty, T, 2) =0
Yo &y, Xy, &g, ) =0, : (4)

il Beh Tpu QymEmin f,, @g, Yo UpeLcTaBALOTS cO00f 0IHOPOAHBE ITMOJH-
HOMBL NEPeMBHEBIXD ), ¥y, Xy, #,, OHPEIBIATS Hepa3IaraeMyw Kpusyo A.
JBxo nponmexoauts cabayomums odpasoMs: ypasHenia (3) ompexbad-
0THh BB lepechienin BBEOTOPYO EpUBYH, KOTOpPas COCTOHTH HBDB ABYXDH Ua-
creit, onaa vactb OyIeTh kpuBag A, a Apyrag Ekpupad D, ponoangomadg
ee 0 moxHaro mepechuenis mosepxmocTedl, ouperbiseMsxs ypaBHeHisMH (8).
Tperna me moBepxHOCTH, ompeibigeMad ypaBHeHieMB (4), TPOXOIATDH Ue-
pe3s kpusyo A, vo Hn kpusag B ¥ HUKakad ed 4acTh He HAXONUTCHA Ha
srofi mosepxHocTn. Tarkumb 00pasoMs Poib TpeTheil [OBEPXHOCTH OrpaHU-
TUBANNAS,—O0HA HCEI0YaeTh [ONOIEATEIbHYI EpHBy©D L. Bb ToMB-ike
cayuab, xorya kpusadg A mpeicraBiders moxHoe Iepechbuenie moBepxHOCTEd,
onperbiageMbXs MepBLIMH IBYMS ypaBHEHIAMH, TpeThe ypaBHeHie IepecTaeTd
UIDATh CYLIECTBEHHYM pulb H MOKeTH OBITH OTOPOLIEHO IO KelaHil, HO
MOEETD OBITh I OCTABICHO, YTOOH HE pazcMaTpuBarTh OTIBIBHO 8TOTO clydad.
Bospuemt Temepp IPOU3BOABHYI TOYKY LIPOCTPAHCTBA (@y Gy g )
H Halijens ypaBHEHie KoHyca, HMBOIATO TOUKY a; 33 BEPIINHY, 2 EPUBYIO
A 33 HampaBIAKLILYIO.
Cuavaaa HafileMs ypaBHeHie KOHyca, uMBONMAr0 BepHIMAY BB TOURD
@; 1 IPOXOAAIATO Yepesh NoJHoe mepechueHie IBYX'h ePBLIX'E 1OBEPXHOCTEI.
Bospmens Toury x; ma sTont mepecbuemin. [locabiaaa cosMberHO €b
Toukofi @; onpexbauTs o6pasyomyn HekoMaro komyca. 0603HAUHMDB KOOPAU-
HATHL Kakofi HAOYAb TOURH Ha 9Tofi o0pasywomedl uepess Jl, Yoo Yss Yis
Torza oubB y10BIETBOPATT CABIYOIAMD YCIOBIAMB:

i i P B )
Y1 Yo Ys Be e O (5)
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I15 HAMICAHHO® PABEHCTBO HAJZO MOHUMATH TAKD, UTO KAIHI ompexrbau-
TEIb BTOH MATPHCCHl paBeHD HYIW. Papemcrso (5) SKBUBAJIEHTHO IBYMD YC-
ToBiAMB. KoopAHmATH x; YIOBIETBOPAITL EpoMb TOro ypaBHeHiTME (3)-
Tar® Rawd Bek 5TH ypaBHERIA OTHOPOIHEL OTHOCHTEABHO NODPEMBHHEIXD x,,
T0 H3b ypaBHEHIH (3) u (5) MOKHO HXDH HCKIOYHTS.

Hoxyausws pesyiprald Bb BEIB NOTMHOMA OTHOPOIHATO OTHOCHTEIBHO
nepeMBHEBIXT ¥/;, TPUPABHEHHATO HYJIIO:

Qﬁ(‘yi, @ =l (6)

JT0 1 OyIeTHh ypaBHeHie HCEOMAIO KOHYCA, HPOXOLIIIATO 90pess mol-
HOe TepechbueHie mEPBHXT JABYX'H WHOBePXHOCTel.

Ecin Mbl mOMHOKEMT Beh sieMeHTH cpeiHeli ¢Tpokn MaTPHCCH (5)
Ha @, W BbIYTEMb U3H HOXB COOTBBICTBeHRO Beh aaeMeHTH Tperbeil cTpo-
kY, MOMHOKEHHDBIE HA %, , TO MH AafuMb ell crbjayomiii BuIb:

Zy o &s T
AQr— 0, QlYo—0Y, ayz3—agy, O = 0. (1)
ay a, as a,

OTOT> BHATL MATPHCCH TMORARETH, UTO DPe3YIBTATS HCKINYEHid (6)
OyzerTs 3aBHCHTH TOIBKO OTH BupameHill 2, =ay, —a,y,, 2 9 =0 Yo — ol ,
By =0 gYs— 03y, U, cﬂMOBaTemHO noaunoMs D (yi, @) OYIeTH BrOPOro us-
MBpeHiA, Taks Kakb CymecTByers Jumeiimoe IpeodpasoBaHie, KOTOpOe IpeB-
PAUaeTs ero B (POpMY, 3aBUCAMYI TOABEO OTH MEPeMBHHHXB 2, 2y, 2.

fIo roii me vpnuunb worneoNs D(y;, @;) GyIeTs YI0BIETBOPATH ypas-
HEHII0 BB YaCTHLIXD IIPOUBBOIHBIXD:

0D

0D
e sl
o 0y

0D 0B
S G —— U =10, : 8
e TR 3@y3+ £ oy, ®

Bt camows pbab, oms nupeicrasygers Qymkmin Tpexd BEIpakeHif 2y,
2y, £3, & KamI0€ H3H STHXD IOCIBIHHXD YIOBIETBOPIETH EMY.

Homurons D(y;, a;) MOKHO MpPeICTABULS, KAkD NPOM3BEEHie HeMpH-
BOTUMBIX'D HOIHHOMOBE Dj(y:, a;) (j=1, 2, 3,..., l) BB HallemAUUXD
CTENEBAXT. :

Jdergo yobaurbed, uTO KAKIBH 3B STHXD TMOIMHOMOBT YI0BIETBO-
pAeTH ypasHeHino (8).

Pasemorpums, Hamp. moruHOMD D, MomBo NpPELCTABATH MOAHHOMD
D(y;, a;) Bb BULL mponssejenis @FU, rob mmomurers U mpejicTaBilsers
co0oil moamuoM's, He rbadmifica mHa D, .




e
(00603HaYUMD ONepaIiio

0 0 d 0
Ay — -Gy~ + Qg —— Ay ——
it "! 2] + g _l— 4 5
0%, 0Ys 0Ys 0y
CHMBOAOMDB D), HANHCAHBHIME Iepeis ofosHauemiems (ymenim. Torza Tow-
1ectBo (8) uepenuimercs BB HOBOMB BELD:

Uk@1DD, | @*DU —
niIn
kUD®D, - &, DU=0.

Taks kakd moamEOMD U He xbamrcs mHa moamHOMB @D 1O UPEJNOL0-
JKeHIW, TO 1A BO3MOKHOCTH CYMECTBOBAHIA HAIEIo TO&KJECTBA Heo0X01uMo,
qro6sl moamHOMB D@, rbimica Ha NOIHHOMTD D, a 570 HEBOMOKHO, €ClIn
TOABKO TOoIMHOMTL D@, He oOpamaercs TOHRIECTBEHHO BH HYIb.

Wrags, kamisiii u3s HeUPUBOINMEIXG MHOEHTelell @; noxmnoMa D(y;,
a;) 6y1ers YIOBASTBODATH ypaBHeRio (8), T.e. 6yiewmsb uMBTh T0KI€CTBEHHO

DD;(y;, a;) =0. (et B b (10)

Otcioga cabiyers, uTo kamipfi moaneOMB @; OyjleTs BIOpPOro uaMb-
penig, Kakbh (YHEILA TOADEO TPeXhb AUHOHHEIXD BEIpaXeHill z;, I cabposa-

TeJbHO, ypaBHEHIE
; (i, a;) =0 (11)

IpeICcTaBUTH COG0Il ypaBHEeHie KOByca Cb BEPUIHHON BB TOURB a;.

(b apyTofi cTopoES EpmBas mepechuenia mosepxmocreil, omperbisge-
MBEIXH JpaBHEHiAMH (3), COCTOHTD U3b DAL HEPA3IaraeMhXbh EPHBEIXD S,
S48, cnian o ‘

Ha oceoBamin mpepsiymaro Beh TOUKH HAmp. KpuBOI S; odpamanrb
BB HYIb N0ARHOMT D (y;, @;) IPH RAKUXB-YTOIHO 3HAUEHIAXD IaPAMETPOB ;.

Iycre kpupas S; omperbiderca iyma aareOpanieckuyMu (QyHKIIAME
6, n 6,, Takb UTO LIA KOOPAMHATH BCHXD €d4 TOYEED unbeMs cabayomig
COOTHOMIEHIA:

Ys Y3 :
st ™ — == @9 =i
Y1 =46, (94) s Yo=1Y.0s (y4) (12)

[logcTaBigens SHAUEHIS KOOPIUHATH ¥, U Yo 1O (opuyrams (12) BB
moanHoMs D (y;, @;) U NOIYUUMB TOETECTBEHHBI HYIb.

Ho pesyaprars oT0fi MOICTAHOBKM DPaBRAETCA IPOU3BEJEHI DPe3yab-
TT0BH TOH #%e TOLCTAHOBKH BB HOIMHOMBL ;.
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OueBnTHO, 4TO, €CIM HH OLHEE H3F STHXH MHOENTeIell He o0pala-
; 9
€TCA TORIECTBEHHO BB HYIb IPH KAKHXB-YLOIHO 3HAYEHIAXL BEINUYHHD ﬁ,
Yy

ay, Ay, @3, @, TO He MOKETDH 00DATHTHCI BTG HYIb H HXT IPOH3BeleHie.
Mraxs, 1aa Bebxs Touews kpuBofi S; pomkens oOpamarbed Bb HYJIb
OJUHD U3 IOIUHOMOBS P; IIPH KAKHX'H YTOIHO BHAUEHIAXH MAPAMETPOBE a;.
Ilyers aT0 Oyzers D,.
Haifirems chuenie sroro KoEyca ¢b mIOCKOCTBE ¢, = O. Jixa artoro
JIOCTATOYHO MOIOXHTh BB YpaBHEHIH

@1(3“, CL,-) =0

Y4 DABHEIMD HYIIO, H TOJUHOME @y 00paTuTcs BH IOIHHOMD @;, 3aBUCAUTI I
TOIBEO OTH TpPext NepeMBHHEIXB #y, ¥s, ¥s.

Taxs raxs noauHoN® @; ecTh (yuarumis Boipamkeniii z,, 2y, 23, To K4
o0paTHAro moaydeHig mornHOMa @, UeTHIpeXH NepeMBHHEIXD N8B HOIUHOMA
@ 10cTaTounO 3aMBeTuTh L MOCKBIHEMT MepeMBHHEIT Yy, ys, Y5 UEPE3E
8 By 2
a’ a’ a’

Eean Touka ¢; He 3aHHMAaeT®H BB HPOCTPaHCTBE CHeLialpHATO NOIO-
HEHIA OTHOCHTENBHO KPUBOH S;, TO UHCIO IPAMHXE, TPOXOIANIUXE Yepeshb
TOUKY a; U BeTpbYanmuXBb KpuByo S, He Mewbe IBYX® pPash—KOHETHO.

MosToMy, eciu MM NpoBeIeMT Uepesb TOUKY ¢; TAkyl MI0CKOCTH K,
KOTOpad He NPOXOINTH HH Tepesh OJHY HOI00HYID TPAMYK, TO OHA Hepe-
¢ByeTs EpMBYIO BB CTOIBKMXD TOUKAXH, KAKOBG €A TOpALoks. Coefunds
9TH TOUKN Tlepecbuenid ¢b ToukO# @, MOXYIAMD CTOABKO IPAMBIXE, KAKOBH
nopanroxs kpuBofi S;. Ho nepechuenie aTuX® IPAMEIXE € II0CKOCTHI
Y,==0 Jaerp HaMB TOYkM mepecbuexia mrockoctu K ¢b mpoermiedt kpu-
BO# S; Wb TOUKH @; Ha II0CKOCTh ¥, = 0. Orcwoga crbiyers, uT0 3Ta
NPOERMisA TOTO e IOPANKA, Kakb u EpEBag O; u, cabpoBarerbHo, BHpa-
KaeTCd BH DIOCKOCTH %, — O ypasHeHieNs £ =0, T1b moxs o6o3HAUCHIEND

P nogpasyMbBaeMs OTHODONHH NOIMHOMT OTH MEPEeMBHHKXD U, s, Y3

MOPAJEA OJUHAKOBAr0 Cb HOPALKOME KPHBOH .

ITOTh NOJMHOME P momkeds TBANTh TOIHHOMD (251, HO, TaKb EKaKb
mocabaHifi HenpUBOIUME (HHAUE ¥ NOAWHOMB @, ObLID OB IPUBOAHMEINE),
TO OHY MOIYTT PasiuyarThCd IHMMb IIOCTOSHHHIMD MHOKHTENEMD, U MBI IpH-
XOJUMB Kb B3aRI0YEHIH0, UTO NOPALOKD NOIMHOMA D; JI0IKEHD ObITh pa-
BeHD LHOPAAKY KpuBoi S,.

Ha ocroBarin pascymrenifi, aHATIOTHYHBIXD TOIBKO—ITO HANHCAHHBIME,
MBI MOEeMD yObguthcd, uro, ecin O moxmHOMS D; ofpalrancs BH HyIb



By

NpH EAKHX's YIOLHO RHAUEHIAXD UAPAMETPOB: @; He TOABKO XIg BehX® To-
yewh Epusoif S;, HO u 11d BcHXDB 0e3b HCRINUYEHIA TOUERD KAKOH-HHOYIB
apyrofi kpuBolt S, To mopAnOKB mMoimHOMa @D, OHIL OBl HE HUEE CYMMBI
HOPAJKOBD EPUBBIXE S; H S.

Orcofa cabiyeTs, uro KamIsli HeNPHBOTHMBIH MHOKHTEIb ITOTHHOMA
D(y,, 0;), UpEpaBHEHHL By, JacTh ypaBHeHie LKOHYca, IPOXOIAMIAr0 Ye-
pess HepaslaraeMylo KpuBYI mnepechbuemia noBepxmocteii, ompexbiseMpxs
ypasHeHiamu (3) ¢b sepmuuofi BB Toukb a; W, crbroBaTelIbHO, IPH IPOU3-
BOJBHOCTH MapaMeTpOBD ¢, ONPeIBINTT COOTBETCTBYIOIIYID HepasiaraeMyio
KEPUBYI BHOIRB. .

Bb umexh stuxm MHOEHTeXell mafizerca m Takoff, Tpm moMomm KOTO-
paro omperbaserca u kpusas A.

Touno TakoMy e mscabloBamin mOJABEpTHEMT Tepechuerie IBYXD mo-
BepxHocTeii: 1) ompepbisgemofi mepBEIMT H3B ypaBHeHifi (3) m 2) ompexb-
IgeMoil ypaBHeHieMB (4).

CorracHo UpegpiIymeMy, Ml HafileMs ypaBHEHie KOHyca ¢h BePITHHOI
BB TOUKDB @, ecli HCKANUAMD lepeMBHHBIA &; U3H ypaBHEHIH 06BHXE TOIb-
KO0 UTO BHIODAHHBIXB HaMU TOBepXHOCTell W usbh ypasHeHift (5).

Ypasmenie sTo 10JyyuTeA BB TakoMB BHIb:

?p(yia Ll,,;) =0,

rib QyHEMmA ¥ (y;, @;) —HBLOTOPEIT NOIMHOMD, YAOBACTBOPAOILA THEME-&e
yCIOBIAMB, 4TO M LOJIUHOMB D (¥, a;).

IloannoMs ¥ (y;, a;) pasIaraeTcs HA TENPUBOTUMBIE MHOEATENH, KO-
TOpBble COOTBBTCTBYIOTH HEPABIATAEMBIMD EPHBEIMD, COCTABIANIIAME IOJHOE
nepechuenie IByXs HOBBIX'D NOBepXHOCTell. BB uncaB aTux®s KpHBHXH HAX0-
putea u kpuBag A. Ecim MH IpEpaBHAeMD HYIO TOIMHOMD, oTBBuanomiii
EpuBofi A, TO mOIyYHMB YpaBHEHie KOHyca ¢'h BepIMHON @y, IPOXOAAIATO
- 4epead KpuBy A. YpasHemie 9TOr0 KOHyca MBI yie HOAVUHIL BH Takoi
popmb: i
i, ) =0,

Cabrosareabno, moausoMs F 6y1eTs Ibauth u MOIHHOMD (¥, @;) H Ipei-
CTABHTH TARHMB 00pasoMs oOmift HanGoapmilt 1hanTens moiuroMoBs D (y;, a,)
u Yy, ;) 4 MOKETH ORTH HAIeHD TpU TOMOMK OJHEX'E PAIiOHAABHHIXD
rbiicTBifl.

(BaMbrumb, uTO OmperbieHie MOJHHOMOBD W(y,, a;) B D(ys, a;) cra-
HETH BaTPYIHATEIBHEIMD, €CId HOJMHOMH fu, ®o, Yo OyLYyTH HMBTH 0OMUXD
rbaurerelt. Ho msmbaenia, woTopea meoOxoguMo cibiarh BB 2ToMB cayuab,
HACTOABKO TPOCTHl, YT0 4 He OyIy Ha 5TOMB 0CTAHABIUBATLHCH).
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Torza ypashenie
Fyi, a)=0

6YIeTs TOTO e TOpAIKa, Kaks i kpuBag A. OHO TpecTABHTE KOHYCE TOTO
#e IOpALKa ¢b BEPWMHOH BB TOUKD @4, NPOoXOomdAmiii yepea®s kpuByn A n
IpH IIPOU3BOJIBHOCTH TApaMeTpoB® a; onpelbidTs ee Bmoaub. Apyruwu cio-
BaMH, €CIM MBI Bh 3TOMB ypaBHeHim OyieMb [1aBaTh WPOUBBOJIBHEIME [10-
CTOJHHBING «1; HOBHIA 3HAQUEHIA M NPHCOEIMHATH MONYUYEHHBIS YPaBHEHIA 10
15X 1OPT, NMOKA 3TO JOMOIHEHie He MepecTaHeTh HSMBHATH MOAYUEHHOM
CHCTEMB ypaBHEHill, To HalileHHAd cHCTeMa YpaBHeHili OyleTh SKBHBAICHT-
ga cHeTem’b ypaBHeHid (3) u (4).

Takoe aBaIuTHUECKoe NOpefcTaBIeHie KPHBHIXG BB NPOCTPAHCTBE Bak-
HO TBMB, 94T0 CTABUTH HXB H3YIeHie BH BABUCHMOCTh OTH MOIMHOMA OJHOIO
i Toro ke xapakrepa. OOpaman BAUMaHie HA TO 00CTOATEIHCTBO, UYTO I10-
auHoMB I'(y;, a;), 3aBHeANIiil 0T UeTHIPEXEs HePeMBHHHKIXD 2-T0 H3MEpeHisd.

IlonoGHoe mpepcrarieHie EPHBOH MOmETH ObITH TPHMBHEHO WALp. TId
onpeibieHia ducla CyIIeCTBEHHBIX'F MApaMeTpoBh OTH KOTOPHIX'h BABHCHTH
caMad o0mad EpUBad NBOHHON KpPUBUBHEI JTAHEATO MOPATLA.

Pagn aroro HeTpyAHO HOKas3aTh, 4TO NOIMHOMDB I'(y;, a;) Oymers Ik-
J0ff yHEUiedl MEBOPOBB, COCTABIEHHBIXh HU3'h SIEMEHTORH ABYXH HHEHUXB
CTPORB MaTpuccH (5).

Ho rtaxs Kaks 9T mecTh MHHOPOBH MOKHO DA3CMaTpUBATh, KAKD KO-
OPAMHATE MPOUBBOJbHON NpAMOi, TO ypaBHEHie

F(yi’ a"’) =0

mo sambHB BerumumHB ¥;, @; STUME MUHODAMI JTAacTh ypaBHEHie RKOMILIEKGA.
mpAMEIXE, Berpbuanomuxe kpusyo A, Ows Oyzers TOro ke MOPAJKA, KaKb
n cama kpuBad A.

9T0TH KOMILIEKCH OyIeTh JacTHATO BHAA, U PABHOCTH MEEIY THCIOMB
ero k03(Q@UIIEHTOBD U YHCJIOMD HE3aBUCHMLIX'D YCIOBIH MEEILY HHMH, YMEHD-
[IeHHAA HA eIUHHIY, 1aCTHh HAMB UYHCIO CYMECTBeHHBIXD NMapaMeTpoBb, 0Th
EOTOPHIX'h 3aBHCHTD KPHBAA.

To, uro u3xoxeHo 31bCh 0 EpUBOI, MOKETDH OHITH COBEPIIEHHO aHAIO-
THYHO PAcUpOCTpaHeHo Ha Bch airebpauueckia MHOr000pasia BDL IPOCTPAH-
crpb Beicmraro usMbBpewnid.

- Tarp KakDp DOXHOE HW3JI0MEHie cO BCHMU TORA3aTENbCTBAMH, W3IHINHE
yBemmamao 061 paswBph Hacrogmedl crTarbH, 0COOGHHO BB BHULY TOTO, UTO
Horgﬁomnocb OBl IpeIBapuTeNpHOe HBI0EKeHIe HBKOTOPHIXD TOHEUX'H BOI-
PO20BT airedpamvteckaro HCKINUYeHid, TO  OrpaHUYYCh H3I0KEHIEMB Of-
HOXD PE3yIbraroBb, HCX0Ad ush Hanborbe mpocroro ompepbiemia aarebpa-
HUECKATO MHOT00Opa3is.

peat s e s v SN

|
_
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llycrs ypapueHis:
fi(®y, %9, 3,..., Zpp1) =0, (=123, o+ (13)

TiB 1015 0003HAUERIEMD [; MOApasyMbBBaeMb OZHOPOAHBI® WOJMHOMB B
epeMBHHBIXD 2;, ONPeIBIANTE Hepasiaraolescs MHOTO00pasie p-— g-ro
usMbpenia 4.

Ipeimoraraems, kpomb Toro, uro kammms ¢ ypaBHemifi uas g+1
YpaBHEHi#t (13) He yJ0BIETBOPAITCI BCEMH TOYRAMHU alredpanyecKaro MHO-
roobpasis usMbperis mopsagka Gorpmaro p—q. Toria rarig-umbyis g uss
9TUXD ypaBHEHIH onpeaBrATs MHOrooGpasie p — g-ro usMbpenid, cocraBHO
1aCIBI0 KOTOparo OyAeTs MHOrooOpasie A, w g+ 1-e ypabHenie 6yrers UrpaTh
OrPAHNYHBAIOIYI0 POXb, BEIBIAA U8B HTOr0 MHOT000pasis, MEOTO0Gpasie A.

Pa3cMoTpuMT ¢ TepBHX® ypasHeHili BB cmeremb (13) u mmorOOGpazie
B p—q-to nopamga, oupexbigeMoe uMu.

Mbr MomeMT IPEBPaTUTH 9TO MHOI00Gpasie B MHOr000pagie p — 1-10
u3Mbpenia, sambimas KamIyo TOYKY ero AIEMEHTAPHBIMYG MHOTO0OpagieMn
q—1-ro msmbpenia.

O003HAYNMS KOOpIMHATH NpPOM3BOXBHON Toukm X MHOTO0Gpasia B
96pest @, KOOPAMHATHL ¢—1 IIPOMBBONBHO DPACHONOKCHAHXb TOUeks C;
uepesd d;i(j=1, 2,°3,...,9—1), a Terymis KOODAHHATEL TOYKH 3le-
MeHTapHAr0 MHOT000pasis g— 1-ro usmbpenia C, onpexbagemaro g Toukamu
X n 0, G, G,...,Cp, vepess y;

Torpa Memay sTHMH BeanymHaMu OyIyTs EMBTH MbBeTO COOTHOMIEHIA,
KOTOPEIA MBI ITOJYYMMB, HPHPABHABG HY1 Eamibii omperbruress cabuyio-
meld MaTpUCCH

W Yo Ys . Ypt1

ayq Qg O3 . O p+1

................ (14)
aq—'l >k a-g_llg aQ—l 3D e aq-1 i) p—l"i

Hoxyuernsls CcOOTHOWIEHIA OyIyTs BaKIOUATH TOABKO p—q-+1
HEe3aBUCHMBIXD.

Wsb q ypasHemiit MHOr0o0pasia b ¥ ush p—q -1 ypasHemiii sie-
MEHTApHATO MHOTr000pasis C MOEHO HCKIIOUNTH HePeMBHHBIA z;, n MOIyImMD
OMHO ypaBHEHie, 3aRI0UANIEE TOIBKO NEPeMBHHEIA y; U IIPOMBBOIBHALA
HOCTOABHBIA s :

DPlys, @ )=0,
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npuaeMs D (y;, @ ) — OIHOPOLHBLI HOIMBOMB BB TepeMBHEBIXD ¥;, YIO-
BIETBOPAKMil ¢—1 ypaBHEHIAME BD YaCTHHIXD TPOUSBOTHLIXB:
11 od
L e = ¢=1, 2,..,0-1 . (15)
=] Yi
u crbrosarersno p — g -+ 1-r0 usmbpenis.

BuGpocuss u3b cucTeMpl ypapHemili BMBero ypasmemig f,p =0
ypagrenie f,= 0, moayuaeM® HOBoe MHOrooOpasie B, p— g-ro usmbpenis.

Wsb ypapHeniii mHOroo6pasia B, u usbs p—qg-+1 ypasHemiii axe-
MeHTapHaro Mmoroobpasia C uerifouaeMb TepeMBHEHA #; B NOJMYIAEMD Bb
pesyaprarh ypasmegie: \
P(yi, ) =0,
rib monmroMs P(yi, a; ) obragaers Thumu me cBolficTBaMH, 9TO H IOIH-
HOMD ¢ (¥i, @i ).

Paspickusaews o6mift manboxpuiifi rbauTeas sTHXD IBYXTH IIOIHHOMOBS.
Iyers sro Oyiers noamroMDd F(y;, a; ). OrassBaercd, 470 0HB OyAeTs
HeNpUBOIHMDB, €r0 IOpSAOKS OyleTh paBeH® INOpgjky MHoroobpasia 4 u
OH'b YIOBJAETBOPHTH yeloBiAMT (15), u, cabroBaTerpno, 0ylels, Kakbh aire-
Gpanueckad Qopma, p— q -+ 1-ro nawbpenid.

Ypasrenie
Fyi, )=0 (16)

OyZIers JIOBICTBOPAThCA BCHME ToukaMu MHOP000pasis A, KAKOBHL Qﬂ;\ HH
ObLIN 3HAYEHiA MOCTOAHHHXD a;;, M, kpoMb T0To, JaBasd BB ypaBHEHIN '(16)
IPOU3BOJBHBIME IIApaMeTpaMd aj PAsIUUHLIA 3HAUEHiA TOCTATOUHOE UHCIO
pas’h, TOJAYYHMB CHCTEMY, SKBHBaleHTHYH cucremb (13), T.e. Bmoamd ompe-
rhasgomyn mEoroodpasie 4.

Momuo mpojom®uTs uscrbroBaHie AHATOTHUHO u3CTBIOBaHil KpHBOI
IBOAKOIl KDMBH3HBL W TOKA3aTh, 4TO HWOAMHOMB F'(y;, a;)— mbiaa pamio-
HalbHAaA (PYHKIIA MMHOPOBL Marpucch (14), COCTABIEHHBIXD HM3b ¢ ed
CTPOKB, T. €. 3aBHCHTH OTH IepeMBHHBIXB %; M [OCTOAHHBIXB dj TOIBKO
4epest I0CPeICTBO 03HAUEHHLIXs MUHOPOBE.

Ho Tawd Rak® 9TH MUHODHL MOKHO pa3cMATPHBATh Kakb KOPLHHATHL
aJeMeHTapRaro MuorooOpasig ¢ —- 1-ro uswbpemia BB mpocrpamcTsb p-To
usmbpenia, To ypaBHeHie (16) MOBHO pascMaTpuBaTh, KAk'h COOTHOMEHIA
MEELY 9THMH MHHOPAMH.

TaruMb 00pasoMb, ecau BBeleMb BT ypaBHeHie (16) 3TH KOOPIHBATHI,
TO MOJYYUMB ypaBHeHie cobpamia »IeMeHTAPHBIXB MHoOT00Opaziii ¢ — 1-To
u3mhpenid, nepechrawmuxes c¢» MHOTooOpasieMs A. Ilopazors aroro ypa-
BHeHig OyleTh paBeRds NOpAiky Mmoroobpasiz 4.
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§ 3. Bn mpepmiaymens naparpadh Mt Bmabiu, uto Bammsie BOIOPOCH
AITe0pHl W TEOMETPiH HAXONATCA Bh CBASH Ch HOHATIEMB 00 usubpenin
¢opxrn. Hacrosmift me maparpads a1 mocsamy Toi POIH, KOTOPYI0 3T0 II0-
HATie UIPAeTH BB HHTEIPHPOBARIN JNHeHHHXD nudepeHniatbEBIX YPaBHEHI .

SHaMennThil (panmyscriii Maremarurs G. Darboux BE IBYXh 3aMBr-
Kaxb ') moxk sariaBiemb «Sur les systémes formés d’équations linéaires
a une seule variable indépendantes moxoEHEIT OCHOBAHiE npumbHeHin
Teopin aare6pauvecEuUXT QOPMB Kb HHTErPHPOBaHIN 00KIKHOBEHHEIXD JHHE -
HEIXD TUQepeHIioHaIbENXT YpaBRerili ofHOPOIHATO Tula. PasBuTie njeit
G. Darboux mpusero G. H. Halphen'a ®% ero paborb: «Sur un probleme
concernant les equations différentielles linéaires» 2) k1 moBOR mocTamoBEL
9TOTO BOTMpOCA, M OHD fAlh IIaBHEIE OCHOBH npuMbHeHiZ Teopim aire6pa-
HTECRHXD (DOPMB. OTOMy BONPOCY HOCBAMEHD UBIRE PATL paboTs, saHi-
watomuxcs ando npuMbaeniens mpefi G. Darboux u G. Halphen'a ®w ua-
CTHBIMB CIyYadMb, 1100 IalbEBAMUME YCOBEPHIEHCTBOBAHIEMT 3THXDH Me-
TomoBh. Bb muccepranmin H. M. Torrepa mons sariasiens: «0 OPHIOKEHIAXD
Teopin aﬂreﬁpauqécmxm. (GopMB KB HHTETPHPOBAHIK IHALHHEXD aaddepen-
IiaJBHEIX'E ypaBHEHifi» MokHO Hafitn mogpodHOe uaaomeHie aToff Teopim u
JATEPaTyPy WO 810MYy BONpOcYy no 1908-ro roja.

Bp macrosmeft paborh s crpeminch mokasaTh, kakis yipomesig u
BEITOABl BHOCHTE Bh 5Ty TEOPil0 momaTie 00% umsmbpenim ¢hopys.

Bossmens Bwberh ¢v G. Darboux CHCTeMY JHHEHHBIXD AuphepeHii-
aJbHBIXD YPaBHEHIl OTHOPOJHATO THIIA

cl

t=1
U DpejnosoEHMD, YT0 HBKOTOpas (opma mepembuunxd x; (i=1, 2,..., )
Cb KODOUIieHTaMH, KOTOpHe MOIYTH 3aBHCHTH 0TH nepexbkumof t, Oyners
IEPBEIMD HHTErPAIOME CHCTEMBL.
OGosraunws oTy Qopuy uepess [(zy, o, ..., 2,) 1 Oy1ems, cIb-
JloBaTeIbHO, UMBTH _TO}R)IBCTBBHHO:

+ L 2 iz =10. (2)
0 o

dambrawn, uTo, Kakb usBhcrHO, cmcrema (1) 6yiers mMbTb P pas-
JUYHBIXD JHHEHERX'S HHTEIrPAIoBTL THIA

P
Yoiimi=Ci,  (i=1,23,. .9 (3)

=l

') Comptes rendus T. XC. p. 524 et 594;
?) Journal de Mathématiques (de Liouville) 4-éme série. 1885 el

i bl i b s g

Z Qi T =l Ehs
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Bb nporuBHOMB ciaygal MomHO ObL10 OBl ONpeAbARTH OJHY H3H IEpe-
MBHHBXD Y11, Ygio,-.., Yp B QYHRIIH OCTAIBHHXB, He sakriovaomef
IPOUBBOJABHON TMOCTOARHOM.

3arbusb, ecin xora O ofHa Wb (YHROIfl ¢; GbIa OH OTIMYHA OTH
HYJA, Ha OCHOBaHiM m3cubroBauifi § 1-ro dopma ¢ Oblla 0Bl IOPALKa HUEKE

- g—1. Orcoga cabayers, uro ypaBHeHig (5) I0MEHB UMBTE BHID:

dy; _

TZ?ZE‘ CjiYi Hetine

i &

ﬁ{ B Z CiiYi - (=g lig L2000

==l

Mpr BugumMb, uto cucrema (1) mo mpeoOpazopauin paséurack Ha IBE
YacTH: MepBasg HpeLcTaBlAeTh c000H caMOCTOATEIbHYID CHCTEMY MEHBLINAro
NMOpAIEA ¢ ¢b U3BLCTHHIMB HHTErpajioMb ¢, a MHTETPHPOBaHie BTOPOI,
eclu HaMb ylacTcd JIPOMHTETPHPOBATh IIEPBYIO, CBOAUTCA Kb HHTEIpHpOBaA-
HiO CHCTEMBL:

%Z.E CiYi G=0+1, g+2,..., p)-
i=g-1
MOPANEA p—q H KBAJIpaTypaMs.

Takums 00pasoms, ecanm game QopMa ¢ Takme He Oyiers HMETH KO-
BapiaHTHl, OTIMYEHI OTL HYAd, H, cIBI0BATEIbHO, ATOTH HpieMds He AaCTh
HOBATO UHTETpala, BCe TAKH OHE CBOJUTH WHTRIPUPOBAHie CHCTEMH Kb II0-
¢1b10BaTeIbHOMY HHTErpHpoOBaHilo IBYX'h IHHEHHHIXT cHcTeMTE Goabe HU3KATO
NOPAJKa, H3h KOTOPHXH 01HA Cb M3BLCTHEIMB HATErpaloMb.

Ko sromy pommuo mpubaBHTh, UTO MJIA MOJXYYEHIA TOTO ke Pe3yIbTaTa
BB meoOxoxumocTH, uTobR (opMa [ YEOBIETBOPANA JpaBHEHIW (2) TOM-
JecrserHo. JocraTouHo, 4TodH 0HO 00pallajioch BB HYdb, kakb caBIcTBie

YpaBHEHidA:
@y, %9, T3,...,2) =0, (M

T. €. J0CTATOUHO, 90051 opMa [ Opl1a 66t qacTHHMD nETErpatoMs G. Darboux.

ITokamens, uTo BB JaHHOMD ciyuab qopma f, yuMHOmKeHHAd HA HBKO-
TOpPYl (YyHENi® HezaBucuMoit mepewbmmofi {, OyIeTs MepBHIME HHTETPAIONT
cucreMsl (1). '

JloCTaToYHO OTPAHMYHTHCA CAYyUIAeMD, KOTJa (YHENIS f—HETPUBOINMbI
momugons. Torga jas rToro, uroObl ypasuerie (2) ObuIo OB crbicTRieMs
ypasBeHig (7), [OCTATOYHO, e€cIW TOIHHOMDB, Haxoidmifica BH abeoil
YaCcrTd ypaBHeHid (2), oTauvaercd TOAbKO MHOKATeIEMB OTH MOIHHOMA
flry, ¥9, @3,..., &). OTOTH MHOKUTEIb Oyaert HBEOTOpO# yHEMieH

‘Srigoriens
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nepewbHHOA { M BEIYHCIAETCA JErKO: J0CTATOYHO pasibinth Kakofi-HHGYZb
K0aunients meparo moruEoMa Ha coorsbrerBynmil Eo3dduIienTs BTO-
poro; T. €. 9TOTH MHOKHTEIb PABEHh OTHOWEHID K0a(QUIieHTOB® NpH 0Id-
HAKOBBIX: WIEHAXD BB 000MXD HOJNMHOMAXD. (060SHAUNBD €r0 A, MBI MO-
HeMb HAIUCATh TOXKJECTBO:

9 2oL

et % 5 ot

e e N e A )

ot = 2 0w =,
KOTOpPOe MOKAMEeTH, 4TO0 (opMa

— [ hdt
f(xlﬁ xQ’ x35'-- ,xp)e f’

TepBEi HWHTErpaxb cHCTeME (1).

Ilo oGmemy cBoficrBy NEPBHIXT MHTErPAlOBh BCSAKil HHTerpays Ipei-
CTaBIAeTD CO00H (PYHENID TMOTHATO KOMOIIEKTa He3aBHCUMBLIXH HHTEIDPAIOBD.

Bb Hacrodmens cayuah xpowb moammoma f(wy, @y, zg,..., #,) CYy-
MecTBYeTd p JIMHEHHHXH HEsaBUCHUMEIXTL HHTerpaloss (3). Ha ocmoBamin
UPeJBIAYIIAro Mbl Bpagh Ipexmoro&uTs, uto qopma f 6yaers usmbpenis
p—1, 1. 6. He MOeTDh ObITh BHpAKeHa Uepesh UHCIO MeHLIlee p He3aRl-
CHUMBEIXD JIHHEAHRXE BhipameHifi. IlosreMy mormmoms f MOmers OHITL BEIpa-
HeHE 1epest maTerpaxn (3). Kpomb Toro Bn 310 Bhipamenie Boiizyrs Beh
9TH HHTETPAJHl IN0JHOCTLI.

Bripamenie aTo MOEKHO IOAYIUTH CABIYOUMME 06DPA3OMb:

p
OdosHauaeNh MHTETPaLd ¥ aj;a; Uepesb 2; 1 NOIyUAeMT DAL pa-
==1
BEHCTBEL:

r
Z=Y a;;. (daes (8)
@

Paspbmwaens sru paBencTBa OTHOCHTEJbHO HepeMBHHBIXD #; U BCTa-
BUMB HOJIYYEHHEIA BhIpakeHid BE mATerpals f. Ha ocHOBaHin BhImecKasaH-
HATO OHD JOXHEHD 00pATATHCA BH HOJIUHOME OTH 2; Cb NOCHIOAMHGIMU KO-
sppunienTamu. Tarums odpasoms mo G. H. Halphen'y sapaua cpogures kb
onpenbirenino rakoro anmefinaro mpeoGpasoBamis mepeMBHHBIXD #;, KOTOPOE
mpeobpasoBaro 6er gopMy [ (zy, X5, X5, ...; Tp) Bb (OPMY, 3aBHCAMYIO
TOABKO OTDH NMepeMBHHBIXT z;, Koapdumients: koropol yike He OyiyrTs saBu-
¢bTe 01% mepembmHOf f. :

JTa 3ajaya BCETIA BO3MOKHA, TOABKO [PH HBKOTOPHIXD YACTHHIXD
NPelN0I0KEeHIAXD OTHOCUTRIBHO HoIUHOMA f (2, Ty, Z5,..., &p) BB phie-
nie Bolinyrs HeoupenbiemHsls Beruunubl. IIo poly 3aiauum HUXDH HALO CUH-
TaTh 3a HemsBbCTHRIA (YHENin mepeMbBHHON ¢. :




i

PaspBmust MOJyYeHHRA 1peodpa30BaHid OTHOCHTEAbHO NepeMBHHLIXD
2;, MBL TOayyEMB gopuyist (8). Eeau BB HuUXTD He OyIeTh 3aKI0YATHCS
nHensBBeTHEIXs (QyHENiH HesaBumcuMoil mepeMbHHOHR {, TO WHTeIpaJnl Hallel
cucremst Oynyrs Hafimensi. Bb ToMb e cayuab, koria Bb HEXD BOHIYTDH
HeusBhCTHRA (YHEOIM, MOEHO 00DpasoBaTh cHcTeMy JAufdepeHnialbHEXD
ypaBHeRill mopAiEa paBHATO wHcHy STHXD HeusBbeTHHX® (yHEHif.

Wraks oxoHuaTenpHoe phlueHie usyuaeMoil 3ajzaun BABHCHTD  OTD
onpenbienia ykasammaro npeobpasosanis. Phmeniio aroli sajaun a4 vankoch
I0CBATATH JIPYIVIO cTarhlo. A Temepb NepefizeMs KB 3agaub, KoTOpyO H3-
carbroania G. H. Halphen’a 1hcHo cBgsald ¢b TOIBKO UTO H3I0EKEHHOH.

Jano pu(gepenuialbHOe ypaBHEHie:

Y- oy A+ poy™ P . . P Y+ Puyf = 0. )

dpaHnysckill yueHBl CTaBHTH Takyl 3alauy:

Ussberro smauenie mwhaoit u ogEOpogHOL QYRR f (Y1, Yo, Y3y~ + -5 Ym)
1-T0 MOPALKA CD TOCTOAHHBIME KO3((HOieHTAaMH OTH YACTHBIXD HHTEIpa-
T0Bb ypaBHeRid (9). OupenbanTp 3HAUEHIA YACTHEIXD HHTErPAJOBE ¥;?

OxkassiBaeTcsa, 4TO aTa 3ajlavya Beeria paspbnimma, ecim He CylmecT-
ByeTh mbrofi w opmopomHoil ¢yHEmin THXDH Ke UYACTHHXDH HHTEIPAIOBD U
TOTO ke IOPALKA, KoTopas paBHAIAch OBl HYILO.

Ina osmakomieHnia cb o0wei Teopiefi s mossoxo cebb orocrars Tn-
TATeNd BB y#Ke IHTHpOBAaHHHME paboramsb G. H. Halphen'a u H. M. I'on-
Tepa U NOCBATATH OCTAALAYI0 YacTh IIpejraraeMbiMb MHOIO KOHOIHEHiAME.

IIpu »TOMD BBLIACHUTC:A CTENEHb TPYAHOCTH 3ajadyd M 00CTOATEIbCTBA,
0TH KOTOPBIXs 3aBHCHTD phimenie. Mesr yBUIUMD MEEKIY TPOYHMB, YTO MOKHO
UCHO0Ib30BATh Bb INBIAXH HHTEIPAPOBAHIA HE TOABKO Ty (ODPMY, BHAUEHIE
EOTOpOfil HaMbB IaHO, HO H Ty, SHaUEHie KOTOPOH DaBHO HYIH.

G. H. Halphen ma pagy c¢b dopmoft f (%, %25 -.-, Um) PABCMATPH-
BA6TH BCH MOXAPHI, MOXYUEHHBIA 3B HeA IPH ITOMOIM JuddepeHnialbHEXD

m
omepawiii THma Y y}’“ 0—(;;, r1b ¢ uwncno, obo3HAuaomiee MOPALOEL IMPO-
. =
M3BOIHBIXD yj(.i), OyIeTs MEHbBIIE #i.

Takuws 00pasoMb y HACH COCTABHTCA N ('"-ml'jf) QyHEEOIE 0TB
YaCTHHIX'P WHTETPAIOBD U UXD IIPOUBBOJHBIXD 10 m—I1-T0 NOPALKA BRJIIO-
qUTeNbHO0. Pacmoro®uMb 5TH (YHEIOIH BB KaKOMB-HHOYAL NOPsirb M npo-
HyMepyeMs, BB peayisrarh uero (yHEmA [ (Y1, Yo, Yg5---» Ym) ¥ HACH
0yners 0003HAUEHA Uepesh fp, a BCH OCTAUBHHIA Uepe3db f,, TLB HAEZCKCY
g Oyzemt gasars Becb mbasis smauvenia ors 1 g0 N—I1.

9T GyHENiE f; 001agal0Tb TEMD CBOHCTBOMB, YTO HXD NPOMSBOAHBIA
BHIPQEKAOTCA 9epesb HUXb JAMHEHHO.
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Azt ypasuenifi (10) MomHO HCRTOUNTh QYHROIM f, B MOXYYHTH CO-
OTHONIeHIe, KOTOPOMY JONERA YLOBIETBOPATh (yHEMA 1 (f). Iloxyuemmoe
COOTHOIIEHI® MOKHO pasdcMaTpuBalrh Takke, Kakb AuQ@epeHmiaipaoe ypas- ;
HeHie mad onpenbrenis GyREnin ¥ (). N ero 4acTHHIX, HHTETPAIOBE OYAYTS, :‘
OYE€BUIHO, OTHOYIGHBI %-TO TIOPANKA, COCTABICHHHE U3 YACTHHIXD HHTErpa- T
J0Bb ypaBHeHiA (9), H TarKe BCARIl 0NHIPOAHEIN DONMHOMD CF IIOCTOAH-
i HBIME E09(D(UIieHTaMH, COCTaBIGHHH nsb vacTHHIXT pbmenii ;.
Ho ypasmeniz (10) MOIJTH COCTABIAATD TAKYHD CHCTEMY, UTO Y&e
N +41—s-0e ypapHenie Oyiers ciabuersiems mpegmaymuxs. Torma msb
N —s--1 ypasmenifi MoxHO nexmounTs Beh QyHENiE f,, M HOTOMY IOXy-
UIMDB, UTO yDABHEHie, KOTOPOMY YAOBIRTBOPAMTDL BCH OIHOWAEHEl #-TO TIO-
panka, Oymers mopagka N —s. Otcioga crbiyers, 4To MemiLy STHMH OLHO- it
YIGHAMH [JONHKHO CYIECTBOBATH S COOTHOIIEHIH CBH NOCTOAHHLIME Ko3dhdu- "
TieRTaMH. DTH COOTHONIEHIA BHPA3ATCA Bh BHIH PABEHCTBA HYIOD OXHOPOX- f
HBIXD IOMMHOMOBE OTh YACTHHIX'D MHTETPAIOBD Uyi; Yoy Ysy-- -y Ym, KOTO- Vii
poe M BagoeMs By, B, .., B L
Takums 00pasoMD MOKHO BCEIIa YCTAHOBATH UHCIO § STHXT JAHHei-
HEIXD COOTHOMNIeHIf. N1 pasenctst (10), pascMaTpuBaeMHsd, Kakh AMHEH- i
HELA alareOpanvyeckis ypaBHeHid OTHOCHTeIBHO (YHKUIE f,, MOryTh OHITH He b
BCE pasimuEm, n BT 9ToMB ciyiab onb MOTYTH UPHBECTH KT MeHbITeMY, b
A ubybs N wmery coorsomremiii. IIyers Mesmiy HEMH HEe3aBHCHMBIXE N—s;.
Torna N —s; urw ¢ymenift f,, Haup., fo, fodi, fod2y- -« fy-1, MOTYTD
OBITH BHIDAZEHH YePess OCTAIBHEIT fi, fa, fas-..» [5 . Hamias H3b IPO- G
USBOJHHIXD STUXB §; (YHEOIT Ha OCHOBaHIM MPEABIIYIATO BHPAKAETCI b
anneiinoli gpynxuied fo, fi, fo,..., fy—1. OdueBugHO $>s5,.
Wsp stuxps BbIpameHiit ¢b uOMOmbI YyparHedilt (10) MB MOEEMD
HekI0UNTs Beh Qymrnin f,, wpomd fi, £, f5,..., f;, © crbrosareasHO
MONYIHMT: :

v n

dfi

%ﬁg ].L'l,pf:}_lf—E' (=12 Byauid (I])

b=

IIpounTerpupoBass MOIYYLHHYIO CHCTEMY, MLl HafileMmb:

,ﬂ'[
f:,-: 7+Z A”Oz (=1 238 iiluisg)
=1
’ Bb Bujy-%e Toro, uTo Beh 0CTAABHELT (YHELIH f, BHPAKALICS 4epesD
: fis fase-osfs, MB Oyiems umbrs x4 sebxo Qymenii f, cabayomis sw-
paikenid: :

8l
fo :Ag+z AgiCi; (g=0,1,2,..., N—1)

=1

3AKINYAIIA Bb ce0b s; IPOM3BO.ILHEIXD MOCTOAHERXD (.
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IlosBaenie 3THXD IIPOU3BOJBHEIXG IIOCTOSHHBIXG O0BAcHAeTCH cabay-
OIUME 00pasoMs:
MoaunoM®s f, 3ambHAeMD TOAHHOMOMB:

f0+01B1+CgBQ+. a —+ OSBS-

Tart Kakb TOJIHHOMBL B; II0 IOICTAHOBRDL BP HUXTE BHAUeHill uyacr-
HeIXB pbmenifi ofpamaorcsa BB HYJb, TO 3T0TH HOBBIl HOIHHOMB 00pATHTCH
IpH 9TOMB BB (QyHENIL % (f).

Co 1pyroit cTopoHH, ecaid OGYyIEME COCTABIATH IOJAPH JTOTO MOIHHOMA

e il >
npu IOMOIIM NOJAPHBIX'E OIepanln THITa x .'(l)*, TO Pe3VJIbTATEl TOH HXKe
Hy.) dyz

TOACTAHOBKH OYAYTH 00A3aTEJBHO 3aKA0UATH BCH IPOHBBOIBHEL TOCTOTH-
woig C;. B IporuBHOMB cayuah 4acTHbIE HHTETPAIBL Yy, Yos- - ., Ym HE
MOriyM Obl OHITH pasIMYHEL.

Cpely MONyYeHHBIXs IOXAPH OYIYTs U HHTErpats cucreMsl (11), a
nmoToMy s < s;. CpaBHUBA 9TO HEpPaBEHCTBO Cb MPEHHUMB, Mb yObEnaemed,
088,

Ipumbnasa Kb HOBEIMB, 3aKI0YAIOIUME BB ce0b s NPOM3BOIBHLIX'D
TMOCTOARHKXSB, QyEEUiaMs f, npiemd G. H. Halphen’a, Mun HaiiieMb BB
- BUJIy TNPUCYTCTBiA BE HUXB NPOU3BOIBHLIXG IOCTOAHHLIXB, S HHTErPAIOBT
BB BHAB uacTHATO IBYXD NOIMHOMOBD #-TO NODPALKA JAid JHHeHHAro jug-
(epeniialsHaro ypaBHeHisl coo3HAro ¢b (9).

Taks Kakh YNCIHTEN, H 3HAMEHATENb OYIyTH YACTHHIMU UHTEIpalaMu
tana G. Darboux jid CO03HATO ypaBHEHif, TO Ha OCHOBaHIM OpeLIOEeH-
Hoft MmO#t TeopeMml MBI OyieMb uMbBTh §--1 MHTEIPaIOBSL BB Bugb IoIH-
HOMOBB.

Momxbo Ha MBeTO IOJMHOMA [ B34Th ONHHD H3% LOIMHOMOBD Bj, 114
KoTOparo (yHenig w (f) cramers pasHOfl Hymo, a ypaBHemis (11) oxEOpOI-
Haro Tana. B 910Mb cayuyab uucia0 BHOBL Hali1eHHBIXD HHTETPalOBL OyIeTs s.

Komeuno, eciu s paBHO eJmHHIB, TO Bompoch phuiaercs BB KBajpa-
TYPax®. :

Bamro sambrurs, uto mpiems G. H. Halphen’a me TpeGyers npejiBa-
pUTEJIbHAr0 3HAHIA K0aQ(UIiIeHTOBs IOIMHOMOBH [, B; Oum Moryrs OnTH
ompexbiensr nocah u3b yeaoBid, YTO MOAYUEHHLIH TMOIMHOMT IIPEICTABIAETD
coGofi pbficrBuTeIpHO MHTErpaltb luHefiHaro Ju@@epenHmialbHAT) ypaBHEHid,
COKBHATO Ch JAHHBIMD (9).
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00v a0CONKTHOA CXOAMMOCTH TPHTOHOMETPHYECKHXb [ALOBE.

C. BeprnwmeiiHa.

1. Rak® m3BBcTHO, CX0IUMOCTH TPHTOHOMETpHUECKaro paga Pypse

f(@)=a,+ a,cosx—b;sinz—-. . . +a,cosna—|b,sinnz-1-. . . (D

paa Bebxh sHaueniif mepewbEHOR 2 OTHOXP He BIeUeTH 32 co00I0 aGCOIDT-
HYIO CXOIMMOCTh paALa, HIM, 9TO TOXe caMoe, He ABIAETCA J0CTATOYHOM
I CXOLHMOCTH DAIA

= a0| 4+ 16| + 1By |- - - | o | Bl - .. @)

Omnako ab6COMOTHAA CXOAUMOCTH (T. €. cXoZuUMOCTh paia S) umbers
MBCTO a4 mEpoKaro kiacca (PYHRHif. A HMEHHO, MH JOKQKeMDb TaKyIo
TEOpevy: .

Lo dynnyia f(x) yoosaemsopaems yeaosio Junwva

F (@ +-h)— @) | < Fkhe

: 1 ; iz
cmenenu a>*, Mo ea paszrodcerie 6 MPULOHOMEINMPUUECHIL pﬂda cxo-

1
OUMCA ABCONIOMNO; HANRPOMUBS, CCa & < 5 CTOOUMOCTNG MPULOHOMEMPU-

UECKAaro PAOIA MoJCeMms He Ovins aAbCcoTIomMHoN.

Jig JorasaTelbcTBA TEPBOf 9ACTH TEOPeMBl, ME IPUIOMHUMDL BO-
IIePBLHIXs Pe3yabTalrsh, JlOKasaHHAI Boepsble Lebesgu'ems, uTo Lid yHEmin
f(x), yroBiersopsomed ycaosio JUNNIMIA CTENEHH ¢, MOKHO yKasalh He-
3aBUCHMBLI OTH  Ko3pPUIieATs 4 Takoil, UTO OCTATOR® ed cTpoku Pypse
n=0o0

Y. ancos nx + b, sinnzx

I n=—m

| Alogm
e ’ Foalz) I & ngn (m>1) (3)

m

Kpowb roro, pams moHagobutTca cabayomad Jemma;
Hycmb mpmouo.Mempuuec%aﬂ CyM.Ma

P(x)=A,cosk,x+Ayco8kgzmt. . .Ah.cosk;.x+Ah+1sin7ch+lx+. . . A ,sink,z,

COCTMOAUAR %3 N UNCHO6T, 1016 Ky, Ky,... KAKIAZ YI00HO YWALLA YUUCKE,
ocmaemea mo wucaenmony swauentio mewwe 1, m. e. | Pyz)| <1, 6% ma-
KOMD CAYUatD

Ay |4 | a4 . . | ] < VEm. %)






=k

s> AJd KOTODLIXB OIHAKO

no| =

f
CTEHEHH a<3, CKOIb YroaHo O6amsrofi Kb

pals Dypre abCOIOTHO He CXOTUTCH. ,
Ce or0ifi mbablo, 118 BeAKaro mpocToro wmena pP>2, CIPOUMB TPHIO-
HOMETPDHYECEYI CYMMy IIOpAjka p— 1

f(x) = % Oly—+0100824-b,8inz-. .. 4-a,_1c08(p— D)a—-b,_isin(p—1)x,  (5)

. ' . [2kx B, [2kx
OUperbIgeMyo yeA0BiAMH, UTO /s 5 ): o) Tr —p—)zo, upe »—0,

1....p—1, rob (;) €cThb CHMBONEG Jemanipa, paBmbiii —|—1 Hm —1,

Bb 3aBUCHMOCTH OTBH TOTO, ABIAETCA JM UHCIO % KBaJPATHUYHBIMG BBIYETOME
k

p um w16 [upm k=0, cumBoxb |- )=0]. 9Ty cymMy Mol NOJIyYUME
: D

BOCII0AB30BaBIIECH (opMynofi Jackson'a:

;,_p : : o l 276.71:)
o= );;[E g zgﬁﬁ

1
=g + 410082 + bysinz |-, . . 4 a,_1c08(p—1) x - b,_;8in(p—2)z,

1B

ap—

et i k=p—1 A N k=p—1 ¢
2 (p—0b) Z"f(?ff)co 2klx e ] (p 12 f(Zk:rr)i Zklzf-

Pz k=0 Z

Jackson 1) npuxoaurs Kb 3710fi BechMa uHTepecHoi popmyrb, mexons
135 pascMoTpbHia uHTerpana Fejer’a, u sambuaers, uro, mpu k=0, 1.. =1

2kx 2kx
r " )__f ( x| Ho stn p paseHcrsL OwlaM OB HEJOCTATOUHHL 1A

omperbienig (2p —1) Rosq)qmmemom ar, by, ecindn Qymemiz F(z) me
obxaga’za eme BamHHMB CBOHCTBOMB, KOTOpOE HETPYJHO UPOBEPHTH, a

2k
HMEHHO, F( pﬂ)-——o, (mpg k=0, 1,...p—1); 9T0 [0CTABILETEH elle

(p—1) yeaosia, KOTOPBLH CBA3BIBAIOLE @; H b; paBeHCcTBaMH la— (p—)a, =0,
i+ —Db,i=0

Tarams 06p330m> ¢opmyra Jackson’ a ecTh He uro HHOe, KAaK'h TOYHAS
HHTePIOIATIONEAA (opMyaa A1d oupenbienis TparomoMeTpuueckolr CyMMBI

1) Jackson. A formula of trigonometric interpolation. (Rendiconti del Circolo
Mathematico di Palermo, 1914).
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npu yeaosiw, wmo | P(z) | < 1; ecaw gce p= 4;:—}-3 Mo coommmcmequee

meepoicoenie OMHOCUmMea xs eupagicenivo P(x b;‘smkx
p

Br6pap®s yrasaHHHME BeIIE 00DazoMsb f,(x), chom\m TPUTOHOMETPH-
ueckift pars
c083px

Fl)=———— L fo@) 4+ —=

cus2px COS2P,x
1/ V41 I/Z)

b p, py...., Puy... CYIb EKaRig-HUOYIp IPOCTHE UHCIA, YAOBIETBOPSA-
INid HEPABEHCTBAMD 3Pp < Ppt1< 6pPn— 2, BO3MOKHOCTE KOTOPHIX'h BBITE-
KaeTh HBH locTyiaTa beprpana, fokasagHaro YeOHILEBBIMB.

G b e ) e 48

COS2Pu

B 15, (%)

1
y YO'IS}RKB.PMCH BOHEPBBIX’I: 4TO CYMMa a0COIIOTHLX'S 3HAUeHift

dawbuad, uTo cymmMa Moayreldt KOaPHIIEHTOBE BB
Pn—

paBHA

Koa(qumeﬁfrom, TPUTOHOMETpPHUECKaro pajga F(z) 0Oe3koHEUHO BO3pa-
craeTh. Mexkny Thws

M= 89N, T f=c 1 i 1 1 1
——fp (%) = Lo e
”:2”0 l/ p ”-2”0"‘1 Vp”u Vgp”o_l—-l/gp”-a [ V3 =1 ]/p"u

Cabgosarenvro, ¢ymrmia I'(x) [omyckaers MNpuOIMEKEHIE paBHOE
1

Vi—1 Vpa .
m He BblIe 3Py41— 2 < 18p,,— 14; a N0TOMYy H3 OCHOBAHIA TEOPEME
12 (m § 17) moeit kaurm «(0 HauIydmeMtb NPHOIMEEHIM HENPEPHIBHEIXD
OyBEOiE u T. 1.» MOEKeMB YTBep&iaTh, uT0 [7(z) yIUBIETBOPAETDH §CIOBIN

IpH NOMOIIM TPUTOHOMETPHUECKOH cyMMbl J06Or0 IOpAAKA

1 = 1
Junnmnna crenenn oc<§-, CKOIb YrogHO Oau3KOH KB 5 O Tpe6oBa-

JI0Ch IOKA3aTh.
3. 3akOHUy CBOW CTAThI HOBEIMG A0KA3aTEIbCTBOMB TEOPEMEI, 410
yerosie abeomommolt CroOUMOCU MPUIOHOMEMPULECHAL0 PAOG
n—aoo
£ (w) — 2 @nCOSNE —+ bysinnx (1)
n=0

0% 6CITD IHAMENIT X PasHwosnauno 1) cxodumocmu

S Sl Enl @

n=>0

1) Dra Teopema Buepshe Aokasama Bb padorh Fatou «Séries trigonométriques et
séries de Taylor> (Acta Mathematica, t. XXX, 1906 r.); sarkus oma Gpra ofoGmesa
H. H. Iyseasms BB crathh <Ko alcomnoTHOR CXOIHMOCTH TPHIOHOMETDHYECKHXD PAJOBE?
(Mazr. CGopm., 1. XXVIII). IlosroMy s He MOIY COIIacuThCs 0b 3ambuamiems mpod. A. II.
ITmedoperaro BB ero oTasih 0 Moed JOKTOpCKOH FHecepramim, 9To BL Teopemb 79 a omm-
Gogro cmbmmBam o6a 9TH yorosid. Brmrs momers, mpm caygak, Mk mpiiigerca 0CTaHOBHTHCA
eme Ha HBROTODHXBD PasHOTIACIAXH €B MOHMD ILIYOOKOYBAKACMHIMD ONNOHEHTOMS.
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Sur certaines fonctions périodiques qui S’écartent le moins
possible de zéro,

Serge Bermnstein.

En étudiant les conditions de convergence absolue des séries trigo-
nometriques '), j'ai établi la proposition suivante fondamentale pour cette
étude:

Si
n==N
Z @y, €08 1z - by, 8in nx
n=1

=1,

le maximum M de
n=N

5 [ an] 4| Bl

n=1

est de UVordre de VN.

La démonstration s’appuie essentiellement sur la considération des
fonetions

7 9 n—=p—1 /py’ ; t
f}’ (x) e 2 (_) (p ‘%) S na (pour p=4p.43),

pa/z n—1 P
] n=p—1/n :
fP (_q;) == pa/a Z (E) (p—%) CoSnx (ponr p—4p.--1),
n—1

ol (%’) représente le symbole de Legendre.

Je me propose de démontrer ici quelques propriétés remarquables
de ces fonctions, en supposant toujours p un nombre premier:

_Soit d’abord p=4g-3. Nous allons 6tablir le théoréme que voici:

Théoréme. Enire toutes les fonctions de la forme

flz) = nzﬁp‘_—lan sin na

n=1

1) Comptes Rendus, Juin 1914, et Communicat. de le Société Math. de Kharkow, t. XIV.,
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qui satisfont a la condition
n—=p—1
Y (m—apa|=1 e
n=1 :
c'est la fonction
B B :L_(”—“) (p —n) sin e
el T g ;
qui s’écarte le moins possible de zéro. Si la condition (1) est remplacée par
S |t tpn] =1, (%)
n—1
cest la fonction
V p 2 =
3 @ m) = 2 (-*1)” (n—p)sinnx

qui s’écarte le moins possible de zéro.
A cet effet, vérfions d'abord le lemme suivant:
Pour toutes les fonclions

n———

g @)= Y ausinn,

n=1
Bt o)

telles que

on a

N—1
: ; 2
le signe = ayant heu, lorsque a, = V—_ —|, st p est un wombre premier
- /4
de la forme 4u + 3.
En effet, on a |
I—E nzp;l h:p;.l :;1
2 2h 2 2. Oml
N @2( ”): 3 o2 Y dn Wt-% 2
h=—1 P n=—1 =1 =1
Done,
P
2 4 L
S Bl 9P 1
st e oS P
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Ainsi,
parsl
Y [
n=1
atteint son maximum, si
oy =t == [ty | = =
5 Vp
D'ou
M:-—A- p——l
N ’oc S e
n‘:d! "‘1 VP

N : JE 2 [
On reconnait, d’autre part, que, si l'on pose an:T on a

p—l )

e p—1 th) h)
\' Qy | ——— el = |—|= i 1 |
nél I ] Vp % ( b ; (P

p etant un nombre premier de la forme 4u -+ 3. C. q. f. d
Cela étant, oon51dérons une fonction quelconque

n=p—1
(@)= Y a,sinnz.
n=l

On voit sans peine que

By — | sin—. (2)
b

Dusp sl S h
s by
- ]1§l f ( ) p

Par conséquent,

G ) h —n)h
HormilnGponi » >, f(%) (sin % — sin M) =
fe=1

il

Z f( ')i QT"- (3)

=1

Or, la fonction
AR
ST

@)= Y a,sinnz,

n—I

ou a, est donné par la formule (3), satisfait évidemment aux équations

) _ (o
§0( p )_ (p ) -(1.21,2,...,’%1)

T e
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Done, si
_p—1 _p—1
Mf—‘T -n,__T 3
¥ = 3 |a—al.=t, (1)
n=—1 n=—I

on a, en vertu du lemme qui vient d’étre démontré, au moins pour une

valeur de %,
Znh)‘ t (Qﬂ.h) VE
Sonike b - :
’f ( o )i %\ /| =p—1

Ainsi, a fortiori, aucune des fonctions f(x) qui satisfait & la con-

ey

dition (1) ne peut rester constamment inférieure & —% Or, la fon-

ction
9 fesn
p_‘—/-ﬁl £ (z) = o (5) (p—mn)sinnz

p(p—-l) e

qui satisfait aussi & la condition (1) jouit précisément de la propriété que

fp()‘< VP 3

le signe d’égalité ayant lieu pour x_—_?}g(hz il e e l).

Vrp

Done, la fonction i f(x) s'écarte le moins possible de zéro pour

toutes les valeurs de x, ef l'écart minimum de zéro des fonctions satis

Vo

faisant @ (1) est précisément

Pour obtenir le résultat énoncé dans le cas, ol la condition (1) se
trouve remplacée par (1"%), il suffit de remarquer que, si f(x) satisfait
a la condition (1), f(a:—{—n) satisfait & la condition (1"®); par conséquent,

S C
si p‘__p i f(z) fournit la solution dans le premier cas, c’est EO—_ﬂ—I];(x -+ )

qui résout la question dans le second cas.
Notre théoréme est done entiérement démontré.
Corellaire. St ad,0, 50, =0 "

k=p—1

k; \akle
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la fonction

n—p=—1
f(a"') T 2 @y, SIN NT (p==4P--8, premier)
n=I1 4
oo MVp,
ne peut rester motndre en veleur absolue que —; celte valewr we sera
b i
pas dépassée, seulement si
MVp
+ f(x) =§_—lfp($ ~+ k).

Démontrous & présent une propriété analogue de fp(x) dans le cas,
ou p=4u-1. '
Théoréme. Entre toules les fonctions de la forme

n—p—1
()= Y ancosnz

n—0
qui satisfont aux conditions f(0)=a, Vp et
p—1 ;
T

Y o tapal=1,

n=I1

=

c'est la fonetion
Vel L T
g fol) = i 721 " (p—mn)cosnx
qui s’écarte le moins possible de zéro (p#4y+ 1).
Remarquons d’abord que notre fonction satisfait bien aux conditions
du théoréme, puisque f,(0)=a,=0.
Démontrons ensuite le lemme suivant:
St la fonction
: p—1

NS =y

' 2
¢ @)= Y a,cosnz
n=>0
satisfait aux conditions @ (0)= a, Vp et
’¢(%T”)<1 (h=1,2,...,p——_1),

on a
‘H—“p_]
R
: Bt
O i =5
Y lem|= Ve

n==1




B0

€

: n :
le signe=ayant liew, lorsque =0, oy= (5), pour p=4p+1 premaer.

Vp
En effet, on a
;n———l - p—l
207 :
Lot 3 P(E Ee 2 5
n—l b n—1
et, puisqu'on & q:(O):ocon, done
p—1 p—1
%:T 4 n:g—
Y (ﬂﬂ) =2 ¥ a
dd P
n—1 p n=1

Par conséquent, on a, comme plus haut,
Sk

2 s
Z i(x”‘ép *13
=1l Vp

le signe=ne pouvant avoir lieu que, lorsqu’on a en méme temps

o | - 'p— 1
o = o — T
FU% ’(P )
2 ;
or cette circonstance se présente précisément, si a,,szV:(g), la fonction
p

et ‘allz...:\a’il;

5
a

p |

giple) — R X (n)cosnx
1

I

satisfaisant & toutes les conditions du lemme.
Cela étant, considérons la fonction

f(@)= nzi_lan COS N,
OD aura n—>0
g J
an:%[f(o)—k'«,__ ﬂ)]-l— 2 ﬁ f( ) ﬂz :

=

oﬂﬂ+ﬂM+f§4) 40+hﬁfﬁﬂ
Done, ?;1

h zh Q7h
anﬂ—a/‘{, nzéf(O—F 2 f(p)' T.

=1
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Or, construisons la fonction

p—1
n ..__p——

g(x)= Y aycosnx,
n=—>0
définie par les conditions

(p(‘z:zh) ¥ f(Qth) (h:O, ]J.__,fi:.l\ :

p

nous aurons {
p—1

o + f (Q“h)_ao

p~—1

—2— 2mh omnh
¢ (0 )+ P 2 (P( ) cos =ln 0y (4)
h=
Mais la condition ay=—— f(0) donne @y = —— go(O) et, d’autre part,
Vp Vp
h— o h= s
Z ’ (407 I e 2 ‘ ah'l" (277 ) 1-
=1 h=1

Par conséquent, en vertu de notre lemme, il y aura au moins une

valeur de h(h SRS p-:;l), pour la quelle

; Pk il
si
h:p41
S o+ apon] =1
h=1
donc la fonction pl fo(xz), dont le module ne dépasse jamaispudp1 ,

est bien celle qui s'écarte le moins possible de zéro.
A fortiori, pouvons nous affirmer la conséquence suivante:
Théoréme. Enire toutes les fonctions
n=p—1

f@)= Y a,cosnx (p=dp+1 '

n=1
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Jo6oe x; Bb cuIy IepBaro yerosia mwbers BepxHID Tpamuny G; n
HHEEIOW g; ¥ gocruraers uxs, Tammke u Ha kpuoft (C) @; unbors BepXHO©
U HUEKHOK TpaHUIY G; un gz Joxamens, wro 5TH TOCIbAHIA TIpaHUOE
COBHAJAIOTH COOTBLTCTBEHHO CDL IIGPBEIMH.

TBitcTBHTeIBHO TIYCTH, HATP., ¢i < g@ Torga 3HAueHie ¢; QyHELIiA 5
IPUHEMAGTE ewympu ooxactu (U). d1o sHauenie ABIgeTCA MEHIMYMOMh
aroit (yHEmim, m moTOMY BDH Toil TOUKB, LIA KOTOpOH a; =g;, Oylerh

0z; 0%;
wdi =0, d_vt =0, a crbposarernHo,

T, we)
Dilos, oy 7 F
4TO MPOTHBOPHUNTS YCIOBIlO 2),
IlonomuMT eme, 4TO
3) ypasHemie z; (w, v) =a, ribk g; < a < Gy, 11 1o6oro ¢ coBMECTHO
¢h ypaBHeHiemb (2) aers A cmcremul sHaueHiif w, v, Takb 4TO Ha KpH-
Boii (C) roopimmarb x; — ¢ cooTBBTCTBYOTE IBb pPASIMUEBIA TOUKH, CIHU
TOIBKO @ HEe coBmazaers ¢b ¢g; uim G, Bw nocrbamems cayuas npb Toukm
CIUBAKTCA BB OLHY.
Crbraems HakoHEI's NOCIBAHEe TpeLNodoxeHie,
4) CymecrByers Takoe BooGIIe 0JHO3HAYHOE M OLHOBHAUHO 00pAaTHMOE
npeodpasoBanie

w=u(a, 8), v=uov(a, §), (3)

b (e, 8) 1 v(e, B) QysEgin orhb «, # Cb HENPEPHIBHEIMI YACTHHIMU 1IPO-
H3BOTHEIMA HEpBAT0 IOPAAKA, UTO %, v NOXYUATE Beb 3HAueHia u3b 00IaCTH
(U), korga @ u B HoIyualoTh BHaUeHid 13D o0xacTH (A), yaoBIeTBOpANIEil

JCIOBIAMB
“oSaS“u 1805185181)

D (u, v)
MOEETH 00pamaTscd BH HYJIb TOJBKO BD HUB0NMPOBAHHLIXD TOUKAXD U JHHI-
AXBl), & 1 =3, coBehbMT He obpammaercs BH Hy.ab. llpeimoromnMs, 410
apaMeTpsl «, 8 TAKOBH, uTO npu B = B, U usMbHAmeMcd ¢ BB Hperbiaxs
(&g, @) TOURA (2, Ly, . . . &y) OMHCEIBACTS KPUBYIO (C). Torga Toukn »10fi KPUBOH

Ipu 4eMD omperbiuTens e mbngers sHaka BB odractd (4) n

-COOTB'BTCTBY[OT’L B3AUMHO OJHORHAYHO TOYEAMD IPOMEKYTEA (dg. al).

Ipeobpasosanie (8) ocobenuno mpocro, HADPHMBPEH, BH TOMT cayuakb,
Korja EpuBag ¢ KoHBekcHa Torga BHYTPH KDHUBOH ¢ MOEHO HAiiTH Takymo
Touky M, 4TO NOAYNPAMBI, HEXOXAMIA UL 9T0f TOUKH KT Ja000f Tourb

1) Bs srnxe rouraxs oGpa’rﬂaﬂ OJHOBHAYHOCTH MOKETH HApYIMaThCd.
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OF [0 5TOr0 3HAYEHIA, HOTOMD OK yMEHBIIAAOCH, & MOTOMT OIATH O
yBearuuuBalock 10 G, T. e. Tpu pasa moayuuro Osr HbKoTopoe ompexbien-
Hoe snHauerie. Kammomy uss »Tuxb 3HAueHifi coorsBreTBOBak0 OB TpH!)
BHAYERIA a3, UTO TWPOTUBOPBUMTE yCeaoBil 3).
_ Caburaens Temepp npeoGpasosamie (3). Pymruin a;(w, v) 1 o (u, v)
nepefinyrs BH HOBLA (QYBEWIE x; (¢, 8) n o (e, B). Hpusyw Si BB maoc-
kocrn X;X; HONYUMMB, ecld HOJOMMMB S =0, u OyleMD H3MBHATL ¢ Bb
IPOMeRYTES (e, ). Ilycrs smauemis g; u G; Qymsnia z;(«, &;) moryda-
T, COOTBBTCTBERHO, NpH ¢ =« 7 e¢=—4c". Torga upuy u3MbHeHIH & OTD
&' 1o o« z; usmbmgerca orn ¢g; 1o Gy, a mpm usmbEenim ore « 0 cOOT-
BbrerByomaro mperbia u oTs gpyroro npexbia g0 «' uswbnserca ors G; 10
gi- Ilpu 06oux® 9THXD H3MBHEHIAXD MPOMBBOLHAM W COXpaHderh
3HAKb, MO0 #; He MOEETT MMBTH 9KCTDPENAIBHEIXG BHAUEHIf Mexm1y g 1 Gy,
CocTaBuMB jJBa aHcaMOad Touerd «. ONMHD IYCTh COCTOHTD H3H BCHXD
TOUEKD OPOME:XyTEA «'e’, & Jpyroff nsh OCTAIBHBIX'H TOYEKD NPOMEKYTEA
(ag, @), BRM0YAS eme Tourd ¢ u . Opus #3H sruxb amcambieil 00603-

HAYHMB Uepess oy, a Apyrofi uepess 6, OUeBHAHO, ¥TO BT STHXD aHCAMO-

F)-{U'L' (CL, 46)1) _
JAXS ITPOU3BOXH AL '*74' unbers HPOTHUBOIIOJOKHLIE 3HAKH.

Ilo yexoBiro 3) KamjoMy sHaUeHI x; ==a Mexay ¢g; u G; coorsbr-
CTBYIOTH JBa BHauemis x, u x, Qynenin 2. Hyers a, < z,. Kampoe uss
9TUX'D BHAUEHIH noayyaers QyHEUIA 2 (¢, &) npu § =4, 14 HEROTOPOME
sHaueHin «. Ilpu sroMs smawenie x, QYHENIA a; MOIyYAeTH, KOTNA o H3MB-
HAETCSA B OJHOMD U3B aHcaMOXell o) U 6, a 3HaueHie x;, Korga ¢ u3Mb-
HAerca BH IPyroMs. Bb camomts ybab, mpenmonomums obparHoe. Y paBHeHie

X (OC, 181) == (5)

nnbers aga phmenia ormocurersso «. lyers atu phmenis Oynyrs o=y,

0 a=7ys 0 Oyeth xx(yy, #) =, 1 & (ye, #)=2x,. Torna pasnocTb

T (72, 81) — 2 (71, 8y) > 0.

Ilyers y, upuBagrexuTs ancavbin 6;, a y, aHcaMbIw oy (006a y of-
HOMY aHcaM010, OUeBHIHO, TPUHALIEHKAT, HE MOTyTH, KO0 TOTAA ypaBHe-

1) Bomm Obl @), MoXyualzo UPE 9TOMB OIMHAKOBBIA 3HAUeHim, 10 0HO myrhio Os 9KC-
D (m;, @)
D (u, v)

TpeMyMs BB Tof e Toukb, uro u @, n rorga mwbam Our — 0 BB 5100 TOUKE.





























































fpiemn [lanamepa Bb TEOPIH NHHEHHBIXL LHOMEPEHLiaNbHbIXD
YpaBHEHIH Cb NOCTOAHHLIMK KOIMMHULIEHTAMH H ero 000OLLEHIA.

M. H. Jazymuncraro.

Rorga cuerema auHeAHBIXD AHQQepeHIialbHLIXD YPAaBHEHIH ¢b MOCTO-
AHHEIME KoapduienTaMu mepecTaers OnTh 00Ted, T. e. KOTZa XapakTepd-
CTAYECKOEe YPaBHEHie 9TOH CHCTEMBI TepecTaers UMBTh pasiuuHKe KODHH,
HBKOTOPHIE 13H €4 WHTeTPaloBE COBHAJAlTh, I TaKAMB 00pasoMb UHCIO
HHTErpajdoBD OLKA3LIBAETCA BENOCTATOUHBIMT. Jarambeps 1i4d HXB HOAyYeHid
[MPeIOEKUID NpieMb, KOTOPBIH COCTONTH BO BBEAeHIH O€3KOHEUHO-MAJIATO
napaMerpa H HoGIBIyIOMATO Tepexofa kb Ipebiy.

A we mmbo mambpenig mocraBUTL 3Ty 3axauyy Bo Beeil obmHOCTH, @
TOJBKO NOTHITA0Ch BEIACHUTH 3HAUEHie STOTO METOJa H IOTOMY OTPAHHYYCh
ero mpumbEeniens kB HBEOTOPHMTE BONDOCAMB HHTCTPHPOBAHIA ypaBHeHif.
Boabe mocnbroBareabno d ocTaHOBIIOCH HA TPHBEJEHIM CHCTEMB JUHEHHBIXD
A pepernialbHBIXD ypaBHeHii ®B ramoHmueckoil ¢opmb BelepmTpacca H
BOCIOAB3YIOCH HMB A ompexbienis (opmp, MONYCRAOMUXD OEBROHETHOE
UiCI0 AMHEMHBXE IIpeolpasvBaBiii caMuxb Bb celd. '

§ 1. Ilycts

Iy _doy_dzy_ _dzy ®

X e B e s X '
whroropag ruddepenmiarsaas cucTema ypasuenift. Ilpextorokums dynrnin X,
118 LIPOCTOTHL TOIOMOP(HHEIMH, KaKb OTHOCHTEAbHO IEPeMBHHEIXB i, TaKb
1 0THOCHTEJIBHO IapaMeTpoBs by, by, bs,..., b,.

ITozomuM®s, 9T0 HAMB yAAI0CH HAUNTH HﬁTerpaM. { oaroff cuceTeMH,
TOA0MOD(HBIE OTHOCHTEIBHO UepeMBHHBIXD #; 1 TApaMeTpoBb b,, # J0ny-
CTHMB, 9TO BB TOMB cIyuab, KOrJa IIOCTOSHHBIA b; CBABAHHI COOTHONIEHIAMH

@J‘ (bla b?a ¥ "' 3 bq) T 01 =t 2 3,00 d) (2)

HHTErpaxs [ 00pamaercsa Bb HOCTOAHHYIO.
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Hraws, worga gBa mHTerpata cucremnl (1) ofpamiaiorcs BB TOCTOTH-
HblA OPE CYIUECTBOBAHIM YCJ0Bifl (2), Beerja MOKHO 1alh UMTL Takyo (opMmy:

Al R R
f1=F1‘|‘hFu+ e +hk’ka1 ;

rib gymrmin Fy u Fy 6y11yq'$ (PYBKIIOHAIBHO HE3aBHCHMBL, (yHENIA Loy
rozoMopras Bb o0gacrd usMbHeHi uepeMBHEBXD 25 M h, a QyHROig I,
HelpepsiBHad ¥ nMbiomad Bch npousBoiHbLIA B 001aCTH, KOTOPYH HOIYIHMD,
HCKI0UABD CHCTEMbl 3HAYCHIl NepeMBHHBIXND x;, o0palabIuXT Beh nep-
BBl NpousBojHbld Qymxuinm I7, BB HYIb.

IMonyrro Mbr phimuau 3ajgauy, kKakh HafiTh 1OLOTHUTENbHEIH HHTETPALD,
ecIu TBAa HE3aBHCHMLIXD HATErpala cHCTeMB (1) npu ycloBigxb (2) cra-
HOBATCA (yHENiedl oIMHD JPYroro.

§ 3. Mu moxents BOCIIOAb30BATHCS p’hmeniegarb, JaHHBIME IId CIyuaeBb
OJHOTO M JABYXD MHTEIPAIOBD IiA caMaro oOMmAro ciydasd # UHTEIPAlOBb,
Ilpn maauumocty yeaosifl (2) 4UCIO HEBABHCHMBIXb HHTETPAJOBD MOKETTH
yMesbImHTheH. Ramaoli mHTErpars MoEeT: BB CHIY STUXEH YVCIOBilt 00pa-
TUTHCI BL [HOCTOAHHYIO, & KOTJAa COJEPEUTD NepeMBHHBIA, MOKETH GTATh
(pyuEmiei Apyruxb.

IIpeanoro®nys, 9T0 4acTh M3F ITUXD i HHTETPAIOBE 00pamlaeTcs BH
HOCTOSHHEIA, & OCTAILHbIE CBA3AHBI TOME HBCKOABEUMU 3aBHCHMOCTAMH.

CorzacHO mpejsAYIIEMY, BBOXHME MapaMeTph A NDH MOMOIIN GOPMYIH

(18)

(8). Torza corracHo mpegniymeMy maparpady, RKa®jsifi naTerpars, odpa-

maonifica Bb I0CTOAHEY, MOKHO 3aMBHHTh TAKHMb, KOTOpHI He o0pa-
MABTCA Ve BD IOCTOAHHYIO, U, cibjoBareibHO0, 3ajauya TPUBOIMTCH Kb
TOMY CAyyalo, KOrga npu k=0 BBKOTOpHe H3h HHTEIPANIOBD CHUCTEMBL (T)
liepecTanyTs OBITh HE3ABHCUMBIMA ADYI'h OTH ApYyra.

Mpr yme Bupbiu BB UpelplIymleMs maparpadb, uro sra 3agaua ph-
maeres Bb ciyuab AByX® mHTerpa’dords Buoamb. [lokamewms, uro T2 3a4aya
pbmwaerea nocabIoBaTeNbHO CHauajda [Id JABYXB, HOTOMB 114 Tpexb H
rakb fgarbe. IloaToMy NpegmoNOKEME, UTO MBI MOMKeMb MpeoOpasoBaTh
cucreMy w—1 HHTerpaloBb Takb, 4100b OHE M Hpg h=0 ocTaBaIUCh
HE3aBHCHMBIMH IDPYI's OTT APYTa U TOKAKEMB, UTO MOKHO IpeodpasoBaTh
n-blil MBTErpaxb, KOTOPHI u npu A, paBHOMB HYyMW0, OcTaBaicd Ob Hesa-
BHCHMBIM.

Mrars, m010muMBb, 470 cucreMa (7) uMbers 7 HHTEIPALOBD

K, ' :
fi— s Fyl'~ W By e (.14)

=0
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cayuah Oyiers cymecTBoBaTh Taxoe Irbaoe wucio k, UpH KOTOPOMB WIEHB
pasiomeHia MuHOpa B ¢L mEgencons % 6yiersh oramuews OTH HYyIs, H,
CIbI0BATENBHO, MBI MOEEMD NOLOKHTH:

B:D(fla fz, fSa = ’fn)—BIA+.]lk+1¥; (17)
D(xh Lay Lgy. o ny 1!1)
Yucao k—BHOJIHG's onperbieHHoe, 3aBUCAIGE OTH CBOMCTBD BIATHX'B
_ MHTeTPaloBb f;, TOTEA Kakb k; MOEEThH ObITh BHOPAHO CKOIB-YTOLHO OOND-
MAMD; U I03TOMY MB MO&EMDB IIPeAL0J0EKHATh, uT0 &y > A
PascMorpumMt nmETErpal®:

fn_@o{fly f.?’ 73’ =SEEia fn—l}

Ero MO®HO pasmiom®uTh N0 cremeHAMT i BL o6aactu uswbHemia mepe-
MBHHLIXT, ;, ecan H3h IpemHedi 004actH HcKiounwh 15 sHAUCHiA Iepe-
MBHHBIX'b, KOTOPHA 00pamanTh BG HYIb Beh omperbimrenn MaTpHceH:

‘ ol oy, Gl
00 O i 0z, |

07, dipg st o ‘ (18)
f)Fn-—-l,o d]}";i,;l,ﬂ 0 F;q;l.,n !
R Sl ons it ’

Camo coGoit ‘pasyaﬁ;emﬂ, UTO HOIAYYCHHO® DABIOKCHIE TONKHO IOMOJ-
HATBCS WIEHOMD, COCTOAMUEMD H3B NponsBeieria whiofl cremenn napaMmerpa
h ma QymElio, He obpamanmyocd Bh 6esKoHeYEOCTs npn h=0. Pasio-
wenie Oyners, crbroBareibho, TOro #e THNA, KAK H DAsIOKeHie UHTEerpa-
ROBE Yo Tl Jaiie

- Jas roro, wTOOH MOAYYHTH RCH UIGHEI: pasiomeHid, T0CTATOUHO HAHTH
BCB NPOMBBOJHEIA OTTH HTOTO HOBATO HHTETpata 110 MApaMeTpy h s ero
3HAUeHld, paBHAro Hyao. OuesmiHO, 4To TH Hocabimia 6YIyTs (yHEIigME
E03(puiieHTOBD pasiokeniii wATErpanoBt f; u 3HAueBisMH QYHKIH 6, u
f IPOUBBOXHKIXE IIA apryMentoss Fy,, Foy, Fy, ..., Fy .

Herpynno HaliTH 5TH MPOWSBOJHKIA ¢B HOMOIIBI0 TOHIECTBA (15).

Tarxp kawb 10 IPEANOJIOKEHID MBI OTPAHHUWINCH IHIND TOW 00AACTHIO
SHaueHill, KoTOpas He oOpamaers BL HYAb 10 kpafimefi Mbpb ogmoro mam
onpepbiurenefi Marpuccs (18), TO MOEKEMT NPHHEATH, YTO OTAHYEHD OTH

HyJId OHPBJI"EJII/ITBJH):
: D(FIO) Fgo,..-, Fn—l,O)

==
'D(xla Loy ovay x’n—])

E ek B

o Al 3

e

T ey
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rab £, Be obpamiaercs BB Ge3KOHEUHOCTh Hpn h=0, M IpH IOMOIIH
yeuaoBig (17) mafigems:

s :
Bkhk,![_ hi-lp= E F}]’LJ—]— Rl F;_-!_H ;
=1
Orciofa mpuEuMadg >/, MB JTONKHB MOAVIHTH Bp==0, a 310 OHLIO
OBl IIPOTHBB INPEJNION0KeHId.
Mraks, Ml Beeria MOxeMb sawbBEAT WHTErpatd £, WHTEIpaioMb

=
Inee S RIO Y Tarsis ) I,
J=0

KOTOPHIl packJagblBaeTcsas BB DALH 110 CTeNEHAMD mapaMerpa h COTIacHO
paBeHcTBY (21). u ¢ymrnia FP Oymers HeZOCTADIUME 7-HMb HHTETPAIOMD
CHCTEMBL (4), HE3aBHCHMBIMD OTH NPEEKHUXH HHTErPaIORT.

§ 4. Bp opeipiymuxb naparpaax’s MBI HOKAsalu, UTO, €CJH HAME
U3BBCTHE % HEBABUCHMEIX'D HHTETPANOBDL cHCTeMBl (1), BARI0UANIIEXE IPO-
HBBOIDHBIEC ITapaMerpsl, X OHA UIPU CYNIECTBOBAHIN YcIoBifi (2) mepecrainTd
OBITh HE3aBUCHMBIMH, T0, BBOAA ONPeBIeHHME 00pasoMb HOBHIL HapaMerpsh
1 jpagdepennupoBarie mo MocabiHeMy, MBI HOIYYEME H JIA TacTHOH cnm-
CTEMBI TOJHYI0 CHCTEMY % HEBABHCHMHXDL WHTETPAJIOBS. '

llpu 5TOMB MBI NPELTOIOKUIM, UTO HAIE HHTETPAIEL OYIyTH TOX0-
MOPOHRIME Bbh HBBECTHOR 00JacTH, KAKD OTHOCHTEIBHO NEPeMBHEBIXD @;,
Tak® M OTHOCHTEIBHO LAPAMETPOBH b;. JTH JeIOBiA 1id TpmiIoEeHis npei-
JIOKEHHOH TEOpiM He ABIAIOTCA HEOOXONMMBIME, a IHIIb JOCTATOYHLIME,

A nosBomo ce6h peswMEpOBATE TMPOUECCT MOAVUGHIS HEIOCTANDAXD
HHTETPAIOBE.

Hpemne Beero Mel npeoGpasyems cucreuy (1) kb cuerembd Gorbe ua-
CTHATO BUJA (7), BBeJd napaMerTpts h mpum momomu Gopuyrs (8). Komeuso,
WHTETpaJbl MpeodpasyloTcsa COOTBBTCTBEHHLINT 00GpPaBoMD.

SaTbMb 0TOMPAeMb HMHTErpathl, KOTOpse HpH h=0 o6pamalorcs BB
LOCTOAHHDLT M Ompeibidenst LIA Kamiaro nocabioBaTelbHbIMD And(epen-
QUPOBaHIEM's U NOLCTAHOBEOH /=0 Ty TaCTh UXTD PA3A0KEHIA [0 CTEICHAME
napamMeTpa h, KoTopad He BaBHCHTE OTH HepeMbBHEEIXD 2;. Bouuras uss
9TUXs HHTEIPAIOBD UXB IOCTOAHHBIA 4actd u Thid Ha cO0TBBTCTBEHHEIS
CTEIeHI MapaMerpa /o, MBI IOJIyYNMD B3ATHE HHTETDAJB BbH HOBOH (hopmsb,
Ip4d KOTODOH OHM yike He ofpamamTcd BL HyIb npu h=0.

Tagums 06pasoMb MBI NPHBEJENMD BCIO CHCTEMY HHTETPAIOBS Kb OJHOMY
I ToMy e Tany. Beb oEE OYIyTH pasiarathcsd Bh TOXOMOPHLIE PAXD 10
CTENeHAMD NapaMerpa /A, ¥ 1epBolfi YieHD pasiokeHid KamkIaro H3h HUXD
He OyleTdt NOCTOAHHBIM®B OTHOCHTENBHO NMePeMBHHLIXE ;.

[#}
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Ecan mepBeie 4ieHsl cucreMbl BeBXb 72 HHTETPAIOBD OKAKYTCA Hesa-
BHCUMBIMH, TO 3alaua Yke DpBUICHA, U HHTETpAJbl IS CHCTEMBI (4), HOXy-
valomeifica @3 CHCTEMB (7) HOJCTAHOBEOR h=—0, HalileHbI.

Ecan me sT0or0 HBTH, TO HE3aBHCHMOCTH B3ATHXDE HHTETPAAOBH MUMbe1T
UCTOYHHEOMD MOCIBIyIONIie UIEHE PasiomeHid.

CocTaBEMB BH ATOMB cayuaB 1ida BeBX® TAHHEIXTE HHTEIPadOBD Mal-
puccy (16) mpeasinymaro maparpaga. OInHD U3 €4 MEHOPOBL HEe MOEETH
00paTHTECA Bh HYIb, H TOTOMY €ro pasiokemie 110 CTEIeHIMT lapaMerpa h
TacTh HaMB 9ucko k. 9T0 UKCIO IpercTaBurs coboli mokasarelsh HauMeRpnred
CTeIIeHM TapaMeTpa h BB Pasid0keHIH 9TOT0 MHHOPA 10 €T0 CTeNeHAMb.

Briancapys cHauaza mnepsble WieHs BCBXD nATerpaioss. Ipopbpaems
UXb (PYHRIIOHAJABHYI0 HE3aBHCHMOCTD. HOJIO}KPIM’B, UTO ORAMETCA MERILY
HUMH %, TakuXb, KOTOPHeE OYAYTH (YHEUIAME 0CTAILHBIXD 7—mn,. 3arbyb
HIIEMD pasiomedie BeBXb . HHTETPAIoBb 110 CTENEHAMD IlapaMerpa A.

Jdocrarouno 1ag Hawefi mham maiTH ngk -+ | WIeHOBD PASIOMEHIA KakIaTo

mHTeTpada. Jia moayuenis HXT L0CTATOTHO Haiity COOTBBTCTBYOMIEE YUCIO
IPOUBBOJHBIXD 110 mapaMeTpy h mif ero 3HaveHia paBHAro Hymo. TakuMb
00pasoMBb IPecTaBIMDb KAk b HATEIpals B BULL mMoauHoMa kn,-0f crenenn
CMBIIAHHEATO CB OCTATOYHHIMT WICHOMT, NPeICTABIADIANTG c000fi Tpousse-
nenie (kny—1)-ofi crememn mapamerpa -/ Ha (YHROI0, TOIOMOPPHYIO BB
pascMaTpuBaemMoii o6racry.

3arbun 0epeMD OAHAD 3D UepBOil TPYHOE %, UATETPAIOBT H BH-
YATAEMD 03 HET0 Takyl (YHENID %—m%, WHTETpaJoBb BTOPOH TPYNIH,
PaBIOKEHIe KOTOPOil IO CTENEHAMD HapaMerTpa /o HAUHHAIOCH Ohl Ch UIEHA,
‘colepmamaro h Bh TepBofi crememd. Pasiomenie TPOJIOTENME 0 TIEH:,
COJlepEAINAro #, k-yIo crellend IrapaMerpa /. W, KOHEYHO, TIPHCOETUHUIMD OCTA-
TOUHB urens. Keau rosdunients mpu meproit crenenn napamerpa h He
Oyzers (QyRENieHl mepBGHIXD UIEHOBD PA3I0EEHid HHTETPAIOBD BTOPOH TPYMILL,
TO TMOJXYYEHHBIH HHTErpadb N0 pasibieHin ero Ha A OCTAHETCS He3aBHCU-
MBIMB OTh HHTETPAIOBH BTOPOH TPYIUH W [0 UPHEATIH mapamerpa i pas-
. HBIMD HYI0. Bb UpoTHBHOMD cayual MBI MOEEMB M3 MOIYUCHHATO HHTE-
rpara BBIYECTh TAKyl (PYHELID HHTETPAIOBD 2-0ff TPYNIIEI, YMHOMKEHRYO Ha
h, aro pasiokeHie HOBaro uuTerpala OyIETL HAUMHATHCA Vike Cb WIEH,
coxepmamaro A2 Ilpogomkas rakuMs 00pasoMb, MH IPHAEME BB TAKOMY
HHTETpary, pasioieHnie KoTopare OyAeTh HAUMHATHCA C¢b WICHA (YHKMIO-
HATbHO He3aBACHMAr0 0T IePBHIXT YJIEHOBH HHTErpaloBD BTOPOIl T'PYIINHL.
Taxoit waews Oyjers suga h*@, tab k He Momers OBITh Ooaple £, Takb
KaKb TOIMa pasioimkenie Bebxn ompepbamtencdt marpuech (16) RAuMEATOCH
Ol ¢b WiIeHa, HOPIIOKD KOTOPAr0 OTHOGHTEJBHO IapaMerpa h OBLIB Ol
Goapme k. Pasybauet moayuenmnifi mprerpans Ha A%, MH yMEHbIIAMB HA
eAHHUIYy MEPBYI IPYHIy MHTErpaloBb U YBEIHYAMB BTOPYI.
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Sur I'application de la méthode de W. Ritz au probleme.
des oscillations contraintes,

par Nikolas Kryloff.

En 1908 W. Ritz a proposé, comme on sait, un procédé remarquable
pour l'intégration des équations différentielles de la physique mathématique.
Voici en peu de mots la marche des raisonnements de l'illustre physicien
suisse: au lieu de 'équation différentielle et des conditions au contour
données, Ritz considere une certaine intégrale, correspondant au probleme,
de sorte que l'équation donnée sera l'équation d’'Euler de cette intégrale
et interviendra comme la condition nécessaire pour la rendre minimum
(stationnaire); ce premier étape de la pensée de Ritz est done identique
A celui sur lequel répose le fameux «principe de Dirichlet», tel que Rie-
mann l'a concu; la partie essentielle des mémoires de Ritz consiste dans
la démonstration, par la voie du calcul effectif, de I'existance de la solution
du probléme de minimum posé, qui vérifie I'équation différentielle donnée.

Sans entrer dans les détails, remarquons néanmoins, que le succes
de la méthode tient & ce que la forme quadratique, qui intervient dans
le raisonnement était positive dans les problémes traités rigoureusement
par W. Ritz et l w'existait pas de solutions, dites fondamentales; ce fait
n'ayant pas lien dans les problémes de Fourier (comme par ex. ceux des
cordes et des plaques vibrantes) Ritz remarque 1), que 'application de
son procédé de calcul donne pourtant des resultats satisfaisants au point
de vue pratique; depuis lors un certain nombre de calculs ont été faits
dans cette direction sans s'occuper tout de méme de la convergence des
approximations; divers savants, entre autres et surtout M. le Prof. Timo-
chenko (pour les diverses questions de la science d'ingénieur) et M. le
Prof. Love (pour les probléemes de la mécanique céleste), en appliquant le
procédé de Ritz, ont obtenu d’aprés leur attestation des résultats tres satis-

) En calculant par sa méthode la fonetion fondamentale dans le cas par ex. oh
elle est d’avance exactement connue.
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faisants au point de vue pratique, quoique la quesmon de la démonstration
rigoureuse reste ouverte.

Laissant de coté ce probléme d’une extréme difficulté, proposons
nous dans cette note de montrer par des exemples simples, pour plus de
netteté, quelle liaison intime existe entre la méthode de Ritz et celle de
Schwarz—Poincaré—Stekloff dams le cas ou les fonctions suivant lesquelles
Ritz développe sa solution seront les fonctions fondamentales de I'équation
fonetionnelle, correspondant a I'équation diftérentielle et les conditions aun
contour données.

Bref, I'idée. qui nous a guidé dans cette étude consiste en ceci: la
résolution de I'équation fonctionnelle, correspondant au probleme, par la
méthode connue, ci dessus mentionnée, donne la solution exacte du probleme;
donc si nous parvenons a établir I'identité du développement de la solution
de Iéquation fonctionnelle avec celui, donné par la méthode de Ritz, nous
démontrons en méme temps en foute rigueur la validité du procédé de
Ritz; ceci constitue & notre avis un autre moyen de démontrer la con-
vergence des approximations de Ritz et dans les cas ou les fonctions fon-
damentales du probléme se prétent facilement au calcul (par ex. les fone-
tions trigonométriques dans les cas de I'équation différentielle aux codfhi-
cients constants) on obtient les résultats dignes d’attention au point de
vue pratique, sil’on admet la facilité de 'application du procédé de Ritz.
En nous bornant, pour plus de briéveté, au cas d'une dimension, consi-
“dérons I'équation différentielle corespondant au probléme des oscillations
contraintes d'une corde vibrante hétérogene:

ou A (x) d’apres les considérations d’ordre 3
physique ne change pas le signe entre a et b

s T A Bu=—1 ), {

ici 2 est donné, puisqu'il s'agit des oscillations contraintes.
Pour former 1'équation fonctionnelle correspondant & (1), procédons

d’aprés la méthode bien connue, comme il suit: soit K (x, y) la fonction
Ak o dPu S S

de Green rélative a l'dquation 0 =0 avec les conditions aux frontieres

a et b: u(a)=0; u(b)=0; alors en se souvenant, que K'(z,y)=0,

d’aprés les propriétés de la fonction de Green, on recoit immédiatement:

w(y) =2 SK@: y) A () () do - gK (@, ) f@dz, @)
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multipliant tous les termes de (2) par V A(y), représentons la sous la
forme suivante: g

b ; ke A
W VAG=2 | Ko, pVA@VAGIu @V A do +
’ ? s T O ,
+LK @ VAW VA® -y (3)
a présent le noyau de Dl'équation fonctionnelle est symétrique et par con-
séquent en appliquant le développement donné par la methode de Schwarz—

Poincaré—Stekloff, et en appelant le second terme de la seconde partie
de (3) par F(y), on obtient: ;

i o U] T vy
W@ VAG=FH+15 ———— @)

ot Uy(y) sont les fonctions fondamentales, rélatives au noyau syméirique

K(z, y) VA(m) VA@) et les 4, sont les valeurs singuliéres corres-

pondantes.

Remarquons & présent, et ceci est essentiel pour notre raisonnement,
que d'aprés la forme méme de F(y) telle que I'on voit dans la formule (3)
on peut affirmer la possibilité de son développement en série des fonctions
fondamentales du noyau susdit; donc la formule (4) peut étre présentée
sous la forme suivante:

el o 100 Un(?/)j F(y) Un(y)dy
u(y)V Ay) = 2 Us (y)LF(y) Uap)dy+2 2 S =

1,00 A0 Un(y) Y FpUdy) dy
=2 Ty ] e

Traitons & présent le méme probleme par la méthode de Ritz, en
remarquant pour cela, que la question revient au point de vue de «principe
de Dirichlet» & la recherche du minimum de I'intégrale:

Ja[(%)—lA(x)uz—qu]dxﬂT ®

dont D'équation d’Euler sera précisement I’équation différentielle donnée.

= e

oty =

s 3 e s

i St 2

T TPt ST e

e P e 23"
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En suivant le procédé de Ritz nous substituons dans I'intégrale (1)
le développement fini (c. & &. série limitée) de w:

U (&) = 6y03(2) + xto(B)-. . .~ (@), : (7)

ou vi(x) sont les fonctions vérifiant les conditions au contour données,—
dans le cas que nous envisageons ce sera (7') vj(a)=0; v:(b) = 0; pour
atteindre notre but final nous choisirons, comme il a ét6 mentionné plus
haut, pour les vi(z) les fonctions fondamentales de I'équation:

2

"dx_2+lA(x)%:0’ (8)

vérifiant les mémes conditions & la frontidre (7).

Pour calculer les cosfficients inconnus e;,” substituons 1'expression (7)
dans (6), ceci nous donne:

) ity [I”%' (@) o' () daz — 2 J"bA (%) v;(2) vp(2) dz ] i g;(x) v (z) de,
L a o '

B e

d'ou les «, se déterminent individuellement (dans notre cas), d'aprés la.
condition & rendre stationnaire I'intégrale (6), par les équations suivantes:

oI % 4, b |
S =2 U vi'(@)?de — ZY A(x) v2(2) d'”]_? f f (@) vi(@)dz =0, (9)

car évidemment:

*b b ; ;
5 A (x) v,(x) vi(x) dz = 0; S‘ vi(m)op (@) de =0, si i==1;

@ Fa

done de (9) on obtient;

I

\ bf (@) vi(w)dz

)
0 = ¢ y

Ai— A

car il est connu, et du reste facile & vérifier, que:

j N J'bv,fz(x) dw— 2,

(/3 a
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Pour s’assurer que les développements (5) et (7) sont identiques, il
suffira de montrer, que:

Sbf(x) () do = 2,, ij b Ul . (10)
or 3 : '
§ % R IR e f(Z)
F(x) = LK (, 2) VA@)VAx) VaG dz
done

znj F(2)U (2)de = 2, rrK (z, z) I/T(z)vm Un() ‘7{% dadz =

f(® e
i J Un(e) Set= F@n@ds e g L d

. Puisque le procédé de Ritz présente ses avantages au point de vue
du calcul numérique’ de:la solution, d’aprés lopinion des savants, qui
I'ont appliqué, il est nécessaire donc d’avoir la certitude, que les approxi-
mations de Ritz convergent et les considérations, ci-dessus développées,
nous la donnent dans le cas que nous envisageons, en établissant I'identité
des coéfficients de Ritz avec ceux dela solution de 'équation fonectionnelle,
donnée par la méthode de Schwarz—Poincaré—=Stekloffl. II va sans dire,
que dans le cas A(z)=const. on peut’ obtemr les résultats de la portée
pratique. . i
11 serait intéressant de poursuivre plus loin 1'étude de la ha,lson
qui existe entre la méthode de Ritz et la méthode fondamentale, celle
de Schwarz—Poincaré—=Stekloff, de la physique mathématique, ainsi que
d’appliquer les considérations qui précedent au probléme des oscillations
contraintes de 'océan sous l'influence du potentiel perturbateur des astres,
quand’ en employant I'artifice analogue & celui de Prof. Love on évite
les difficultés, liées & l'existence des latitudes critiques.

- Petrograd. 17/x 1914.
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Kb Bonpocy 0 (yHKUIAXL HaHMEHbe YKNOHAWWAXCA OTb HynA,

A. Maprosa.

Bt nepsoms Beinyckd Ttoma XXIX «Maremartuueckaro COopHuka»
monBmena crarea B. K. MuopsbeBckaro «O MHOrouleHax’bh HauMeRbBe YKIO-
HAOMAXCA OTH HYJd».

He racagch cojep®amig ed, g HE MOTY ocTaBuUTh 0e3b BHHMaHiA, 4TO
B. K. Maoazbesckift pagoMs ¢b pPycCKUMU MaTeMaTHKAMH, 3aHUMABIINMUCA
BONPOCOME 0 OQYEKOIAXDL HauMenke YKJIOHAWIIMXCA OTH HYJAA, NOCTABHID
Jlubmanga.

Vnomunanie o sambreh Jinbmampa «Vereinfachte Behandlung einiger
Minimalprobleme von Tschebyscheff (Jahresbericht der deutschen Mathe-
matiker Vereinigung, Band 18.) Berpbuaio g BE pycckodl aureparypb Buep-
sre. Omo enbaamo Geswh ykasamia ma omuGky JluOmManma, KOTODOMY [ake
upunucals ocoObfl Meroan phuienia sagauM 0 TakHXD QYHENIAXD,

Tak®v kakb omnbdra Jubmanna uMbers BamHOoe NPUHINIIAILHOE 3HAYE-
Hie H, KaKb BHJIHO, OocTaeTca HesaMbuenHOfl, TO g cUMTAl HYKHBIMDL Ha Hel
ocTauoBuThed, TBMB Goxbe, uTo moBOJOME -MAA 9TOH OmMMOKH MOrYyTh CIY-
®aTh HBKoTOpEe Memyapsl YeGpimeBa 0 MeXaHH3MaXb, colepxkamie BMEcTo
AcHO!l MOCTAHOBKM BONDPOCOBD M IOJHATO MXT U3CABIOBaHIA TOIBKO OKOHYE-
TeapHble BHIBOARL. Mis npocrbiimeft 3agaun o noauHomb

P12 A PuaZ P

HanMenbe YyEIOEAWmeMca 0Th Hyas JuOmaHRD, JBACTBHTENBHO, BEMHOTO
sujgousMbHuID M3BBCTHOE NOKasaTeabCTBO IIpaBHIBHOCTM phlleHid ZaBHATO
Ye6rmeBsMb, B0 HHYero Gorbe He cpbaant.

Jnsa pbmenia me obmeil 3ataun o QyHKOiM

F(.’L‘, pl: pr"'sp”)

HauMenBe ykionAwmefica oTs HyId OHD Jalb HepbpHoe IIpepnomenie:

«Bs zeigt sich, dass man die Parameter so zu wihlen hat, dass der

(vorldufig noch unbekannte) Extremwert + L mdglichst oft erreicht wird..,».




e

A mpeprBao 31bc nuTaTy H3b cTaThn JuGMamAa, Takh Kakb HeBBpHOE
npenloxenie Bblpamaerca caosamu moglichst oft, koropsig om® camb orMEb-

THIH KyPCHBOME.
3a CTPOTUME NOKA3aTEIBCTBOMDL TAKOr0 BAKHATO, €CIH O OHO OBIIO

COPaBeLIUBRIMD, NPELJOKEHIA OHL OTCHUIAETH Kb CTAThAND HupxenGeprepa
¥ Dypkxapira, Ho KOHEUHO HAIPACHO. :

Hecymecrposanie Takoro oGmare OpPeIOReHIA MOKHO OOHADYEHTH
NPOCTEING HPUMBDPOME.

Taxs, ecan BosbMeMD (YHENID ¢b OAHUME HAPAMETPOMB

1 1t
F@ p=1+p+(p—g) 2t (— g
u Jas mepembEHAr0 # BOSEMeMDb OOHIUHES mpeibas—I1 B —-1; To Haumenbe
YEIOHAIOWeHca 0Th HYyId OHa Oymers mpu p=0, KOTa OHA IPUBOAMTCH Kb

1 '—_lﬂ'?2——,é—$3

H JIOCTHraeTdh CBOEro Hanboabmaro OTKIOHEHd OTh HYJd TOJALKO OTMHDL Pash,
T. €. HauMeHplllee YuCci0 pass, a UMEHHO npua T==0,

Hanporuss, npu p=—;— Halla (YHENIA OPUBOJUTCA KB MOCTOAHHOMY
1

I+Z )
H cxbIoBaTENbHO JOCTHIAETH CBOEIO HAmGOIBIIATO YEJIOHEHIA 0T HyId Jiad
BChX'h BEJMUHHD Z; OJBAKO €d OTKIOHEHIe OTH Hyld He GyIeTh, K4KD MH

BUIUMD, Bb 9TOMB ciAyuyal HaumMeHbIIIMD.
Uraxb oxso ykasamie Ha To, uro npu usBbeTHON coBOkymEOCTH 3HA-
uediff mapamMerpoBh (YHKNiA JOCTHIaeTh CBOEro HauWboIbIIArTO0 YEIOHEHiA
OTb Hyist Hanboiblliee YHCIO pPadb, HE MOEETh GIYEMT, BOOOIE roBop4,

10Ka3aTeIbCTBOMD, YTO [PH 8TOH COBOKYMHOCTH (YHKNIA HaEMeRbe YEIO-
HfeTcd OTh HYJd.

27 oxratps 1914 r.

2 ie )
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JOBABJIEHIE Kb CTATHB:
»,00b a0CONIOTHON CXOAMMOCTH TPUTOHOMETPHYECKUX D PALOBDBY.

C. Beprwmeiina..

Bt kormb moeft crateu «06D a6COIOTHONR CXOIMMOCTH TPUTOHOMETPH-
YECKHX'> DANOBB» IPELIOKEHO sIeMeHTapHOe J0KasareilbcTBO TeopeMir Fatou:
- Eeaw paos

n—co

2 | by, sin nz |

n—1
cxodmuriica 0aa ecaxaro v (0 <x < ;), mo cxodumen maxice PpA0s

#1—00

;l’ b’n l .

OZHAKO OTWHD IYHKTE BDL 9TOMD [OKA3aTelbeTBE ocTaica He pasL-

ACHeHHHIMB 1). I noKasals, ure
Eeau

n—2m

)

n—Il

bt e il { el AT

mo :
n=—=2m I
"gl]b"l<2thg4 —i‘2< M,

W 2m -1 mpocmoe wucko.

OTcoAa HENOCPEACTBEHHO BHTEKAETH TEopeMa Fatou ecit M me
Bo3pacTaeTs OesrpaBudHo BMBerh c¢r m. Ho BB Moeii cqafrbfh OIYIIEHO HO-
Ka3aTebCTBO CYIIECTBOBaHiA BepXHeil rpamunsl M, roTopoe, kKakb cefivact
YBUIHMD, HE IpEICTaBIA6TH Tpyia. B® camoms nbab, usn dopmyis

sin (z + ;) =sinx cos x; 4 cos z sin #;
crbryers, uTo

n=—2m n—2um n=—2m
bpsinn (@ +2,) | < Y | b, sinnz| 4+ by, sin nz,| ; (1)
—= i1
n=1 =1 n—I1

') Ha ato 6bur0 obpameno BEmMamie ak. A. Maprossiws. Ipun. ped.

-

"
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I03TOMY, €CAu echib ZOMb 00HA MOUKE Xy, 101

n=—=32m
N | basin nao | = M,

n=—=x
Mo o6waA OaunG 8CHITs NPoMexcymxoss (suympu 0, m), 200

n—2xm Y ﬂ]
E\bnsmmv{<§ (2)

n—I1

i) :
e MOJCCHs MPESHIUAnD 100, ecaIu HEpPaBeHCTBO (2) CHPAaBEJIMBO JII

HHEOTOpAro 3HAUEHIA 2, TO OHO HEBOSMORHO JIf Zo—2 U EIA X--2p—2,
Ho, ¢b mpyroff cTopoHHL, palb

g | by, sin n |

n—1
cxomuTes p1ag Bebxs Touews orpbska (0O, x), mosToMmy Beh TOURM BTOTO

orpb3ka NMpHHALIEHKATH OLHOH N8B COBOKYNHOCTEH S, Ss,..., Sky..., OHpE-
rbagg TOUKH COBOKYMHOCTH Sz, YCIOBieMB, UTO

k—léi)bnsinnx|<k;

n—

mpu aTOMB, 0603RAYAS Uepe3b Ax HIMKHIE mperbas cyMMEI!) MPOMERKYTEOB®,
B KOTODBIE BO3MOKHO BMBCTHTH TOUKH S, MBI MOMKHBI NPH3HATH, UTO

e R
CabroBaTeapHo, cymecTByerThs onpenbienHoe sHaueHie £, IId KOTOPAro

T

It-Agt 4> o
HIM, HHBIMU CIOBaMH, ecau Kk eulbpamyv docmamouno O0ABUWUME, MO COGO-
KYNHOCID 1MOUEKD, 101b

o

3 | bysinmz | < F,

n:l
HE MOJCEMB BMWCIUIMGCA 65 NPOMEICYMKW, 00UAA OIUNG KOMOPYLLS HE

F1A ;

NPEBLIUALTND g Mexay Thyb, BeabpcTBie mpeipLymaro, aTo OBLIO OBl BO3-

M
MO&HO, ecIu0H A1 m J0cTarouno Goibmoro, Mel mwban Om — > k; a mo-

-

TOMY MBI M BaKI0UAEMB, 4TO Aid Beakaro m, M < 2k, 4. n T. L

1) To repmmuoxorin Lebesgue’a, ; ecrs BHBIMHAL MBpa COBOKYIHOCTH Sj,

15




Sur les sommes de Gauss.

par Démétrius Gravé.

1. Nous avons en vue d’étudier la somme

s=n—1} 822|J.1:i
pEu, = ¥

s=—0

ol » est un nombre entier, impair et positif, arbitrairement choisi, u
étant un entier premier avec n.
2. Dans le cas du nombre » premier on a

g=n—1 207%
pEu, =¥ (?—)e“ :

g=—1 1
ol (%) est le symbole de Legendre.

Il est remarquable que la formule (1) reste vraie pour le cas de n
impair composé, qui n’a pas des diviseurs carrés. Il faut naturellement

G L ey
comprendre le symbole (ﬂ dans le sens de Jacobi avec la condition
(ﬁ) =0 quand o n’est plils premier avec m.

Soit, en effet,

n=ppiPy. . . pi=pP=p Pr=pyPo=...= ppPy
on aura ')

3 0 2 Prt
v (24, ) = II% (P, p)=ILY (_,) s

p
-5 -6

t=6P? 4+ 6, P2—1...+ 6; P52 (mod n).

ol

') Bachmann. Die analytische Zahlentheorie p. 154.
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Les formules (3) donnent

P2, )=vp(2, ») II (1%)=(%) ¥ (2, n)
ce qu'il fallait démontrer. ‘

4. En posant dans la formule (2) u=—1 on obtient

vl |

V(—2, n)=(—1)7 92 n). (4)

s

Calculons & présent le produit

)
Ze’ g n =

T et ¢ parcourant le systéme complet de résidus par rapport au module n.
Si 7 n'est pas égal a zéro et ¢ parcourt le systéme complet de résidus
la somme deviendra nulle. Dans le cas z==0, chaque membre de la somme
est égal 4 l'unité et l'on aura f

qu'on pourra écrire

w(‘): %W) n)=n

En combinant avee la formule (4) on aura

n—1
02, OPp=DTn. (5)
5. Si le nombre » a des diviseurs carrés, on aura
G=n—1/g 2M-Tg )
> e 8 (6)
i n

Pour démontrer la formule (6) entrons dans quelques détails sur
les caractéres des groupes abéliens.
La somme (6) est un cas particulier de la formule plus genera,le :

2ng

@), N=Y (), r=cw

qu'on nomme résolvente généralisée.

La sommation s'étend sur les classes ¢ premiers avec le module .
La fonction y(z) représente le caractére ') du nombre ¢ comme élément
du groupe de ces classes.

1) Weber. Algebra T. II p. 82.




U

Si l'on a 0
n=p°p;Yipe~r ... pLk

g=@(p*), =0 (D;*),...q,=o (P
on aura {
1 (0) =¢% g™, . . &%k

&, 1, 89, .+ & €lant les racines de l'unité des degrée ¢, g, 92,. - G-
Les exposants 7, 7y,...7; forment le systéme d’indices par rapport au
module composé n. :

En introduisant les racines primitives des degrés ¢, qq....q On
pourra poser ) :
: 8:5“@, 8]=§§’1,... 8k=§}?i‘.

‘Les 7; sont les indices des nombres g; définie par la congruence

6=uP-+u P +...4+ wPr. (mod. n)
Si 'on pose : .

2al

(G Bk,
le produit
. 3 2L

, ) 2m,
TEEP m=Y¢ &7 .k n="3 y(6)e*n

n'est autre chose que la vésolyente généralisée.
Les caractéres x (o) peuvent devenir égals & +1 seulement dans

le cas ou tous les nombres 2, @;.... Gx prennent les valeurs suivantes:
q 4 9z . Gr
g ou 5‘, g, ou 5, gs Ou ‘QT, «ve Qr QU 2—.

Il est aisé de démontrer ') que la résolvente ($B, r) sannule seu-
lement dans le cas du nombre 8 divisible par p. Clest le cas méme de
®>1, par ce que '

et ] p—l
-'_'_p . 2

OIS

q =.pw_1 (;’7—1),

Nous voyons ainsi que la résolvente généralisée

[2(9), 7T

sannule chaque fois quand un des exposants @ est divisible par le
nombre correspondent p. C'est toujours le cas des valeurs principales +1
des caractéres, si le nombre n a un diviseur carré, et la formule (6)
devient vraie dans ce dernier cas. -

1) Weber. Algebra T, -II, p. 72.
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6. Revenons au cas @ =o;= 0wy =...= = 1.

Dans ce cas la somme de Gauss est le cas particulier d'une résol-
vente généralisée, correspondente aux valeurs principales des caractéres.
La résolvente devient égale au produit

(1,01 (7)

chaque fois quand les caractéres ont leurs valeurs principales. Les facteurs
du produit (7) correspondent aux nombres premiers p, py,...

Pour calculer (7) il ne faut qu'a remarquer, que (1, r)=—1, et
la résolvente (—1, ) n’est autre chose que la somme de Gauss.

7. La formule (5) donne

n—1

P(2, B)=1i TV

Il ne reste qu'a trouver le signe du radical Vn. Clest le probléme
fameux résolu par Gauss; il est en liaison intime avec la loi de réciprocité
quadratique.

Parmi les démonstrations différentes du théoréme de Gauss une des
plus simples et élégantes appartient & Mertens ). Klle consiste dans la
considération- de la formule

s=2n~1 =i

C+®p@En=3 = (8)

§=—0

On peut simplifier encore d’avantage la démonstration de l'illustre
géometre.
En effet M Mertens transforme la formule (8) de la sorte

s—dn—1 al
A+®p@ =3 ¢
=0

La transformation est un peu compliquée et 'auteur ne remarque

pas que sa méthode s’applique immédiattement & la forme initiale (8).
Je vais montrer comment il faut simplifier la méthode de Mertens.
Posons

n—1\2
W e G5l g
Ri=m

1) Mertens, Uber die Gaussischen Summen. Sitzungsber. d. Berlin. Acad. 1896 L. 217.

T,y s

e
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D’aprés le théoréme de Gauss B doit étre, positif. Pour le démontrer
prenons la formule (8) qui prend la forme

20—1 -:1
(142)R= Z e*om
d’oti 'on a
n—1 n—I1

.—R__(~—1)_1 Zsm 852w ~—+ 200885260
~ou

e
JU

AT T 3

Appliquons avec Mr Mertens la formule

sin2(2s+41)2 o—=sin2(2s—1 )20 = sin8sw sin(8s24-2) @
d’ou
Sin(8s24-2) w==8in8s2w cos2 @ -+ 08 8s*wsin 2w =
__ 8in%(2s-1)2w—sin%(2s—1)%w
Al sin8sw :

: En posant s=1, 2, 3,...n—1 et en prenant la somme des résul-
tats, on obtient

i =N Y 1 1 $in232¢0—-sin2e
2 T i
GOSQw[—2 R (—% )—2]—]-5111 w[g R—2]— -

sin8m
sin?5H2m—sin?32m 5 sin2(2n—1)2w—sin?(2n—3)%w
sinl6ew Eim, sin8(n—1)o

Cette équation prend la forme

i x . ! Sin2w  sinew 1 1
— R(cos2m -Lsin2w)=s : : in232
2 ( o i - [ sine  sin Sw] e m[qm 8w sin 160)] W
~+sin? 520 R -+ sin¥(2n—3)2em —m*i— £
sinl6e sin24w| ' sin8(n—2)w

0820 (—Tl) —sin2w
o 2

1 ] g sin2(2n—1)2

 sin8(n—1)e Sin8 (n—)

bearne -)Pi

AT

Fs ¥l o






BbiBoAb HBHOTOPLIXD ACHMNTOTHYBCKAXD PasnOMEHi,

H. Rowasaxosa. |

Bo II Towb Exercices de calcul intégral Legendre’a maxoguTea paxs
OIPeIBIEHHIX'D NHTETPAI0BD, Cb HOMOWBIO EOTOPHXD MOEKHO YCTAHOBHTH
114 HBEOTOPHXH (YHKIIfi ACHMITOTHUECKIA PABIOMEHIs B MOXYCXOA AL eCA
paisl, mono0Rle USBECTHOMY pasiomkeHin Stirling’a.

[Iycrs n osEagaers 10606 IBIOE MOIOEHTEILHO® YHCIO.

10, IloabsysAch HHTETPATONT

(o] ¥ A
2 1

J ¢ dip=— o a>0 (a)

HAXOTUMD g :

06}

i il i -_ W A —001_[_('_1)%—13—211:07
Z T Z( Jehe S gy Lo dx
1

1 0

Bounrag 910 BhHpameHie H3H QUEBHIHALO DPABEHCTBA

MoAyYaeMDb

- Jaabe, Ha ocHOBamim mHTerpara Legendre'a

; 1 i -0082&%
et Jm— s B!

0



nMBeMsE

(0a] o0] oo lee] oo i

: e—2nl —2nf) 9 * —2nf) g
& de_ b ¢ “"eos26x ey d e c0S 26 eTICOs20 . 1 dx i
e()__}__ exz+€-nx eTs + e— T ”2+ 22 ers Lo
0 0 0

0

npuuent 3rbeh, Kakb u B0 Bebky® wocabiylomuxm cayuaaxs, usMbEeHie
IOpAJEa UHTEIPUPOBaHiA (Ipu 0e3ROHEYHHIX'D Iperbilaxb) BagOHHO, TAKD
Kakd BEIDOJHAITCA Beb yeaoBig coorsbrerByomeil TeopeMms!, MpHBEIEHHON
y C. Jordan’a s Cours d’analyse 3-e ¢éd., - t. II, § 74—75, 1913.

Hrags,
o (— 1) e G i
LR G vl D G TR SRR
4 _Z 2p—1 D) nSnz—}—xﬁ gr il g (1
1 0
VMHO®AH HA 4 I HETETPHAPYS OTH & = () 10 % = 0o J6rK
2 e.—:x_l_ P pupy == it — EerrKo

J0KA3yeMoe DABEHCTBO

m—x(—‘)” :

va—’ ; x?k
+ (= 1)"80(®) 573 (c)

b
1
0<eo(a:)=—7< I
+ se
HaXOLUMB

o0

k lee] oo
1 dx A O L B — 1) [ 0p(2) a2
2 > — — ( -/ . - dx +( : )‘) 0( ) dx.
" + T 6“‘“—}—8 T i ™% _i_ e—T% %EH'“ er a:_lr_e-m:
0 1 0

0

Marerpars, crodmiii mofh 3HAKOMD CYMMEI, BHPaKaeITCd Uepeshb
dftzepossl umcaa ¢b nomomplo gopmyin Catalan’a t)

e¢]

2 Y

&P E
e
gic -0 Ap-+1

0

aaabe, sambuag, uro ¢ymEEnia f(z) =

S
(]

3HAROIIOCTOAHHA 1P

x.‘lk
e _|_ g%

0<x<{co n (QyHROA 6,(%) = KOHEUHa U HeIpepsBHA BH THXDH

1) Mémoires de la Société des Sciences de Liége, s. II, t. XII, p. 110.
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sogpio

HaX0IUMD

NS =1 S m B ﬂ+100 R
10g2_2( iy _{_( 1) ( 2) (e_"xim—_[_l—dx’

)

a Tak® kakbh mo Legendre'y

el—1 sinny :
—— A g d
el4-1 j e g @
o 0
TO
el — et smex Calt smwe
il d = d dzx dx =
g‘e gr'j__‘_ 1 e 4: 6 S‘ ery et T Sel —TI
0

I TaruMD 00pa3oMb
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ambTKA N0 BapialioHHOMy WCYMCHEHilD.

A. INwebopcrazo.

Kaxp usBbCTHO, BB PAsAMYHBIXD NPHIOKEHIAXD BapiamioHHAT0 HCUH-
CIeHIA KB TeoMeTpin Ha MIockOcTH mpuxofutcd, cabays Weierstrass'y, pas-
CMaTpHUBATh extremum HHTerpala

tl
jf@,%wﬂyﬁw,
%
upnuenMs (YHEIIS / TOEIECTBEHHO YAOBIETBOPAETH COOTHOIIEHIN

f=afu+ty'ly-

Baarojapa mocabiHeMy O0GCTOATEIBCTBY U TOMY, UT0 [ HE 3ABHCHTB
oTh ¢, o6a ypaBHeHia Oitiepa

d- 0 .
%fw’_fzzos Zi‘t‘fy’—_fy—o

BB HTOMB CIyIaB COBIAIANTD.
Mpr safimemMcsa nscabioBamieMs o00mMAuXb YCIOBil, 1IpH KOTOPHIXD ypas-

Hemig ditaepa J1ag HHTErpala
t,
[fe, o v, e
to

coBmanaors. [l0T0XKIND 114 KPATEOCTH

x=p, ¥=q

Torga Iuddepenmiaibuba ypapHenia Oiizepa OyayTh

fppp’+quq'+f;71p+f;ﬂyq + fpt—‘f:zz():
foeb' =+ g0~ foad + fayq + For—1F=0.










Sur la représentation des polynumes pusmfs

par Serge Bernstein.

Dans ma Note !) «Sur les séries normales» inserée # la fin du t. II
des «Principes d’analyse» de M. d’Adhémar je me suis proposé, en par-
ticulier, un cerfain probléme de minimum qui m’a amené & effectuer la
transformation d’un polynome arbitraire

P@)=ay +a@ 4. ..+ oz
P(e) = Ao (1—t)"+ Ay (L1 .. - Ay

ou m > n. L'identification de ces deux expressions donne

a la forme

Ag=ay,
= a, -may,

(pour k>m, on pose a;=0),

et j'ai montré que
; S k
el Gie 5 (M)

Il en résulte, entre autres, la conséquence suivante:

La condition mécessaire et suffisante pour que le polynome P(z)
nadmette pas de racines dans Uintervalle 0,1 est que IP(x) soit susceptible,
pour m assez grand, d’éire mis sous la forme d'une somme de termes de
meéme signe

Z A 1—510)"'—z

=

1) Voir aussi mon Memoire russe «O Hamrydmews NPHOINAKEHIM HEMpEPHBHHIXE
$yEETiE> pp. 120—125.
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1l est facile de tlrer de cette proposition le théoréme suivant de
Laguerre 1): si le polynome P(x) reste positif (mon wul) pour x>0,
on peut le mettre sous la forme P(z) =g—];%’ ot f(x) et @(x) sont deux
polymomes & coefficients positifs.

Nous pouvons méme -donner & ce théoréme une forme plus precise:
dams la représentation indiquée on peut toujours poser ¢ (x)= (1 + )%
a condition de prendre & assez gramd. Autrement dit, si le polynome P(x)
reste positif pour x>0, on peut toujours choisir « assez grand pour que
tous les cofficients de f(z)= P (z).(14xz)* soient positifs.

g '
=y

En effet, posons z=

Donc
B (y)

(="~
ot R(y)>0, pour 0 <y<1. Par conséquent,

P(x)=

Ry =3 Ay (1—y)m,

=0 .

ol tous les A sont positifs pour m assez grand. Mais

A & 1 —y = 1 ;
JERTay s
done :
1=m
; i=m : ; t—=m ’ i m—n A,L 7"
P@) =Y A —ypri= ¥ i (== B4
d=10 =0 1 _i_ & _J_—_’
(1 i x)lll‘"
o e

1) Voir B. Meissner «Uber positive Darstellungen von Polynomen». Mathema- -
tische Annalen; Bd. 70. La démonstration de Laguerre Jui-méme ne semble pas avoir

été publiée,
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Dtermination de Valbedo de la Terre

par B. Fessenkoff.

A ma connaissance le seul moyen de trouver I'albedo du globe
terrestre est de déterminer l'intensité de la lumiere cendrée par rapport
a celle de la surface lunaire directement éclairée par le Soleil. Cette
méthode étant déja bien- développde, par exemple dans le traité connu
du Prof. Dr. Miller (Photometrie der Gestirne p. 82), je ne donne ici
que la formule définitive.

Appellons par

h, intensité de la surface lunaire éclairée directement par le Soleil
k', celle de la lumiére cendrée ;
o, P, longitude et latitude de I'élément observé dans la partie éclairée
de la Lune ;
o', @', celles de 1'élément dans la lumiére cendrée.
6, rayon apparent de la Terre vu de la, Lune
o, angle de la phase et '
A, albedo de la Terre d’aprés la définition de Lambert.

Nous avons enfre ces quantités la relation suivante:

A cos (@ —a) cos
k'~ 2A4sin%e * (sina—acose) cos P'cosm’’

(D

On peut donner encore les formules basées sur la loi d'Euler et sur
celle de Lommel-Seeliger. Mais je préfere d’employer uniquement la formule
donnée plus haut, parceque les lois mentionnées ne sont pas justifiées
par les considérations théoriques et ne possédent aucune vériftcation
suffisante.

On voit de’la formule (1) que le point cardinal de la question est
de connaitre le rapport d’intensité de la surface Iunaire directement
éclairée par le Soleil & celle de la lumiére cendrée. C’est cela ce qu'on doit
trouver par les observations photométriques.
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Jai entrepris ces observations & l'observatoire de Paris grace a
Paimable autorisation de M. Baillaud, directeur de I’Observatoire. L'astro-
photomdtre dont la description et I'examen j'ai déja donnée dans ma
thése («Lumitre Zodiacale», Annales de I'Observatoire de Paris)
¢tait attaché & l'équatorial photographique de la Sorbonne installé dans
les jarding de 1’Observatoire. Je comparais une partie de la lune éclairée
directement par le Soleil avec celle dans la lumitre cendrée; la derniere
était choisie prés de l'équateur dans le voisinage du bord de la lune
pour pouvoir la trouver facilement dans le champ de la vision malgré
I'absence de’ details dans ce région de disque. Enfin j’étais obligé a exa-
miner chaque fois I'intensité du fond du ciel aux environs de la lumiere
cendrée, afin de pouvoir tenir compte de I’éclairement provenant de l'atmo-
sphere terrestre. Sans doute cette correction est trop faible pour le disque
gclairé de la lune, mais pour la lumiére cendrée se détachant faiblement
sur le fond du ciel elle peut jouer un role assez considérable.

La principale difficulté des semblables observations est que le
rapport des intensités qu'on veut mesurer est extrémement grand. Aucun
photometre n'est capable le mesurer directement sans un dispositif auxi-
linire. Dans le cas actuel j'ai employé un diaphragme placé devant
'objectif du photométre. L’ouverture de ce diaphragme était mesurée avec
une exactidude suffisante & l'aide d'un coin dont les cotds portaient une
échelle divisée en millimetres. :

On peut admettre que l'affaiblissement de l'intensité obtenu par ce
procédé est égale au rapport de la surface libre de lobjectif & celle de
I'ouverture du diaphragme. Sans doute pour les étoiles ce n’est pas
vrai a cause de la diffraction, mais pour les surfaces lumineuses cette
proposition conserve toute son exactitude.

Dans la suite je donne mes observatons photométriques sur la lune
(le diaphragme 6tant introduit), sur la lumiere cendrée et sur le fond

du ciel (sans diaphragme).

1. 20—XI. 1913. Ohgm  2h23m  2049m  Fh15,5m 3h4B5m  4h2dm  4hddm
Oceanus Procellarum
(an. sud de 1Ari-

) e e B el A e T e e

ldmiere cendrée ... 0,741 0,685 0,641 0,636 0,559 0,636 0,384

fond du ciel ...... 0,137 0204 0,111 0211 0,167 0,089 0,062
2. 31-—XIl. 1913, 5h11m  Hh8Tm 618m

Mare Orisium .. . 7.9 11,3 148

lumiére cendrée ... 0,330 0,672 0,702

toad detisiel o s 0,066 0,088 0,134

.______J

b ——— 'w“
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3. 11— 1914. C o 6h2.5m  GhGOm  6h49,5m
Mare Foecunditatis. 88,8 33,1 31,6
lumiére cendrée ... 0,334 ,0,399 0,364
fond du el v, b v 0,036 0,043 0,046
4. 1—IL. 1914. 5h57,5m Gh18m  fhdlm  GhaTm

Prés de Mare Foecun-

dit. (région montag-

nenx ‘prad ducberd ), 81,80 2800 30,8 820
lumiére cendrée.... 0,160 0,124 0,148 0,178

fond idu ‘el o oo 0,024 70,028 0028 0,032
5. 2—I1 1914. 6h2m  Gh3[m

Mare Tranquilitatis. 32,0 42,1

lumiére cendrée.... 0,500 .0,685

fond du eiel....... 0,140 0,157

Chaque nombre de cette Table est la moyenne de quatre évaluations

d’éelat qui étaient toujours disposées symétriquement (dans I'ordre: lune,
lumitre cendrée, fond du ciel, fond du ciel, lumiére cendrée, lune) pour
éliminer l'effet du changement de la hauteur de la lune. Il est & remar-
quer que ces observations sont purement relatives. Les différentes séries
ne sont pas, par conséquent, comparables.
: Il faut maintenant reduire l'intensité du fond du ciel au point ou
la Iumiere cendrée était observée. Ce point se trouve & peu prés a la
distance de 0,8 du centre du disque lunaire, le rayon de la lune étant
pris pour unité. A cet effet on peut employer la méthode suivante. Déter-
minons la varidtion de l'intensité du fond du ciel dans le voisinage du
bord de la pleine lune. Cette variation de l'intensité est représentée d’aprés
mes observations spéciales, par la courbe ci-aprés. Il faut en déduire la
variation de l'intensité pour les différentes phases de la lune.

A Tintérieur du disque de la pleine lune prenons une aire élémen-
taire do. Supposons que 1'éclaiwement produit par 'aire dans un point 4
& la distance d du centre est donné par une fonction f(r), r étant. la
distance de 4 & do. ,

En supposant que la lune a la méme intensité dans tous ses points,
nous avons pour l'intensité totale dans 4 :

e ﬁg(r) do

intégrale étant étendue 4 tout le domaine X.

2, b e

B et o

T R TR TR e e r
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C’est une équation intégrale de premiére espdce qui doit étre résolue
par rapport a f(r). Sans pouvoir résoudre cette équation j'ai pris pour
f(r) une certaine fonction contenant les parametres indeterminés. On
peut, en effet, supposer que f(r) est du méme caractére que la courbe

Courbe de la variation d’intensité du fond du ciel en fonction de
distance du bord de la pleine lune exprimée en minutes d'arc.

#

0 20 % 7 &2 4o
integrale représentée sur la figure ci-jointe. Aprés quelques recherches
j'ai adopté pour f(r) lexpression suivante:

ol
m =a'+ b?"z.

Soit o, @ les coordonnées polaires de da, l'origine étant supposée
dans le centre de la lune et I'axe de référence passant par le point 4. Comme
r2=g2-}- d2— 20d cos

nous avons a intégrer 1'expression

g odody
o.) @102+ d2-—20dcosg)”

Prenons d’abord lintégrale

T d@
_goaﬂ ~b02—+bd2—2bod cos

et posons ,
ay=a 4 bo?+4-bd2 et b =— 2bod.
On voit que
bi2—ay? < 0,
En effet

by—a;=—2bpd —a—be? —bd* =—a—b (o + J)>

est une quantité négative, parce que @ et b sont les nombres essentielle-
ment positifs.
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D’autre part . .
b+ a,=a -+ b2+ bd2—2bgd =a + bo—d)2>0.
Nous avons, done,

2 (p T
e dg 9 (al__bl)tg§ -
= ——— | arctg ——
oty -=bcosp  Vaz—D,?

]/a,lz_ b,? 0= Va2— blz'
Il reste & calculer I'intégrale

4 odo
J=x :
j o V 0204+ 20%(ab—0b20?) I (a | bd2)?

Posons
a=0% F=0b(a—0bd?): y=(a-}bd?2
Nous avons -

g g [Vli log (B4 a0’ -Va. Vﬂm]

P=R

=0
ou

b4 a—>bd? b
e ; —_ P2
J_2b1°bl % Toa ot

En posant enfin

Vb2R*4-9b (a—bd?) R? 1—(a+b2d‘2_)2} _
2a )

PRETAE ee

b

&
a

nous avons

o —2% [log (1 + (1 —d%) ~+ VA (1 —d2)* + 2k (1+d2) +1) — log2]

Notre graphique donne

1. d=1,00 J=1.39
9, 133 0,86
- 3 1,66 0,60
4, 2,00 0,45

Ces quatre quantités suffisent pour calculer un paramétre k.
En améliorant Ia valeur primitive de % a l'aide d’une formule diffé-
rentielle facile & déduire, j’ai obtenu définitivement

k=2,
ce que représente les observations de la facon suivante:

s 0,86 0,60 0,45 observé
1,32 0,93 0,59 0,46 calculé

T, e S

v < . S 5. S a0

PRI e R R e T
R I b R e e A A e

- ———

g AT e A L S B S e S aBi e

e
L et I —— =1 - |1

e —— T ——— St — . 4. W
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On ne saurait obtenir une meilleure concordance en conservant la
~forme simple de f(r) qui était adoptée pour le calcul.
Nons avons donc
1
a(l+2r2)°

[(r)= (r=1,0—2,0)

| a restant naturellement indétermine. 3

! Imaginons maintenant la lune dans une de ses phases, « étant E
l'angle de la phase. Cherchons l'éclat de I'atmosphére dans un point a la
distance d du centre (le point en question se trouve sur l'équateur d’in-
tensité) en supposant toujours que le disque de la Iune possede une in-
tensité uniforme. En appliquant les résultats obtenus, nous voyons, qu'il
faut calculer I'intégrale

D
0] 5

S ododg
= Jo Jpd 20 Fo*+ 20c05g)”

1l est facile de déterminer ¢,, la limite inférieure de- 1'intégration.
En effet I'équation de Dellipse limitant intérieurement la partie eclairée

de la lune est
x2-L y28in2 (a—90°) = R2sin?(e—909),

i
-
« étant toujours supposé supérieur a4 90°. En posant -
@ =QCosp, y=0Qsing,
nous avons
e R e (e e 909
Q0= T sin? ¢ cos? (@—909)
Intégrons d’abord lintégrale
L odg i
oL -+ 20°1-4d c0sg. 0 -20%" A g
Posons
o=1--dcosg,
Le coefficient de ¢ dans le dénominateur devient nul et nous avons - 3
facilement:
; odo 1
==1 2d2—+4d 202) —
J1+262+4dgcosq)+ 908 48 Uity g
5 doosp . V2(o+ doosp) |
V 2+ 4d%in2g V1+2d2%sin%p }
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Il faut maintenant caleuler
eI : deose V2(1—l—d‘cesgo)
50[4 v 5 V 2+ 4d%in%p ° V1 26%in%g
1 : : dcosep V 20, dcosp)
——10g 1- 2d2 4(’@ COSQp——20,°2 e
: s BUT G G )+V2+4dzsinzgo g]/l—}—Zdzsm? ]
’ ol

. 8in®(a—909)
0o~ 1— sin? g cos2(a—90°)"

On ne peut calculer cette intégrale qu'a l'aide de Iintégration mé-
canique. :
Posons a’abord di==10;

I’expression & calculer prend la forme suivante:

S-+4ecosp

(9,/60)10g3+

400C0Sp+200%
€08 2(1-+
SIS B o el bl e L arctang ety ___(QO_I—C(_)S(])_)
V2 + 4sin2g V2 + 4sin?g V2 - 4sinz g

ou log est le logarithme vulgaire.
En posant d=0,8 nous avons de la méme facon

4,28--3.2c0s¢
7 e
(9:760) 108 55815 Sgyc0sp + Sos?

0,8 9(1
A e A [arctang _——<1. o) — arctang el SCOS@]

' Y/24-2,56sin%p V 2+2.56sing V912,56 sin2g

Il suffit de caleuler ces expressions pour les valeurs suivantes de
@ et de a:
p== 0° 30° 600 90°
a=— Y900 1200 1500 1800.
Le calcul donne .
d=—10 o — U 300 600 900
o = 900 0,082 0,083 0,097 0,128
1200 0,052 0,048 0,0343 0,000
1500 0,0137 0,0116 0,0052 0,000
1800 0,000 0,000 0,000 0,000

d=08
a = 900 0,099 0,104 0,121 0,157
1200 0,064 0,0610  0,0407 0,000

1500 0,0174 .0,0156  0,0066 0,000
1800 0,000 0,000 0,000 0,000




R et

En effectuant I'intégration & 1'aide de ces quantités nous obtiendrons

facilement les résultats suivants:
d—=1,0 J=0,8

a= 900 1,000 1,245
120 0,390 0,471
150 = 0,083 0,109
180 0,000 0,000

On peut construire d’aprés ces nombres les courbes pour tous les
angles des phases entre 900 ¢t 180% le rapport des ordonnées donne le
coefficient de réduction en question.

Pour trouver les angles des phases, on peut utiliser les formules
suivantes:

CoSv = cos @ cos (A—-1")
siny

=T s

GOSY——— |
@

tgo=—

2, 8, & étant longitude, latitude et parallaxe de la lune et
A, @', longitude et parallaxe du soleil. ;
Nous avons: :
1 2 3 4 5
a 9701 131,30 118,90 108,40 97,30

~ @ott le coefficient de réduction est dans chaque cas
1,24 1,26 1,24 1,24 1,24

Apreés avoir corrigé l'intensité du fond du ciel, nous calculons celle
de la lumiére cendrée proprement dite. Dés lors on peut former le rapport
h §
cherché W
1 5 3 4 5
117k 26,8k, 103k, 263k, 99k, ,

ou k; exprime l'affaiblissement de I'intensité de la surface de la lune &
cause de l'emploi du diaphragme.

En mesurant soigneusement le diamétre de louverture du dia-
phragme et celui de l'objectif chaque fois immédiatement aprés les obser-
vations j'ai trouvé les valeurs suivantes:

logh; logk, logk, logl, logk,
2,0476 2,0168 2,0152 2,0086 2,0086
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Il en résulte pour le rapport ‘d’intensité cherché

1 # 3 4 5
13100 2790 10670 26900 9400

Ces nombres ne sont pas encore utilisables pour le calcul. En effet
la théorie suppose que toutes les parties de la lune possédent le méme
pouvoir de réflechir la lumiére. En réalité la surface lunaire est
loin d’étre homogene. 11 faut, par conséquent, examiner le disque de la
lune et surtout les régions qui étaient observeés precédemment.

En observant la lune quand celle-ci était pleine, j’ai obtenue les

résultats suivants:

~ lecture du 3{0?51"6 log. de
? BELS Sk A
micrometre yations 1intensité

fégion montagneux prés de Mare Foecunditatis

(pres du bord.de la-Jumey - oL i iR R0 8 1,873
Mare, RN s bt gt 54,43 6 1,328
Mare Tranquilitatis . e AL 64,44 6 1,457
Oceanus Procellarum (au sud de IAristarque) .  6%50 6 1,461
Mare Foeewndilafis: « 5 .o o o e o otk BEBY 6 1,670
région montagneux prés de I'oceanus Procellarum

(an tord o Te mne ) w0 S T e g 6 1,902

On peut en conclure que les rapports précédents doivent étre mul-
tipliés par les facteurs dont les logarithmes sont:

it 2 4 4
041% 7 0574 0,239 0,029 0,445

N

Cela donne définitivement pour log%

1 2 8 4 )
4,528 4,019 4,260 4,458 4,418

Il ne reste maintenant qu’appliquer directement la formule (1). Dans

cette formule j'ai pris pour les coordonnées des différents points de la

lune, les valeurs que voici:

1 2 3 4 5
@ 500 580 200 700 300
w —150 — 150 oLl 109 ~ =
o' 700 700 700 700 700
?/)’ (o 00 00 0o 00

e S A
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0 nepiofHyecKHXb HenpepbiBHbIXL Ap06AXD.

Adunumpia I'paee.

1. ApueMernyeckas Teopid mNepioguuecKUXT HENPEpPHBHBIXE Apobei,
cosranHas Lagrange’oMb n BoumBIIadca parbe Bp Gauss’oBy Teopilo LBa-
IPATHYHBIXD (OpMB, Oblla OCHOBOH, U8B KOTOpOft pasBHIACh COBpEMEHHAH
Teopid anredpamueckuxt uucers. Yepesr Bce XIX croxbrie IIPOX0IHTED
meraHie 0000MHTh aIrOpHeMDb HENDPepPHIBHBIXG Apobefi A1d alre6panueckuxs
YHCeID, OMPeNbiAeMBIXT ypaBHeHiaMu Boume Bropofi crememu. Hayka 00d-
3aHa HameMy coorevectsennuky I'. ©. Boporomy nepsoft yraumofi monsiTkoi
oGo0menia Teopin Lagrange'a Ha ypasHemis Tpersefl cremeHi.

2. Br macrosmeil crarsb g X0uy o6parurh BEHMaHIe Ha oGoGmenie
Teopin Lagrange'a Jpyroro xapakTepa, 4 HMEHHO, NOKA3aTh, UTO MOKETD
MOXYUATHCA TEODPidA, aHAIOTHYHAA [JA PasiokeHid Bb HEIPEPHBHYH IpOOH
KOPH# KBAJPaTHAr0 ypaBHEHId ¢ ITBasMA arreOpandecEaMu K03 PPuiienTamu.

Ocrapras go Gouabe moppoGHaro Memyapa JeTaisHOe H3XOReHie Tpes-
MeTa, 4 pascMOTP BDL HacToAmell npeaBapureasHofi crarhbd HBCKOIBEO
Hauborbe XapakTepHHXE NPUMEPOBE.

3. Bosbmens karoe HEOYAp aarefpamueckoe moie 2 CTENEHH .

Iycrs (yEI2MEHTAILHEI 0asuch OyIeTH

Oy, Ogy Waidss Oy,

BossMeM® uducao D mois £, OTHOCHTENbHO KOTOPATO CIPABELINBA
(popuyaa
VD = ¢,0,+ towst-. . . 2y, (1)

UpuIeND Beh umeaa @, ..., BENIECTBEHHLA, HO He BCH PAIiOHATBHEA.
Iycrs kpomd Toro wncro D Gymerh IUCKPUMHHAHTOMD YPABHeRis

Ax? — 2Bz +C=0, (2)
¢ RoagumienTaMny mHIRME aireGpandyeckuMu HsH I0d L2, TaKh 4T0

_B+yD
A

7

LT D B B (3)

VST
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Buioupas 35 Qopuyal (3) rakoii HuGyAb omperbreHHbLE SHAKb § pa-
IUEaJa, M0Iy4aeMb

& = B0, oot . . Bun, (4)

rib By, Bo,... Bn UHCIA BEIIECTBEHHHA U He BCH pallioHAIBHEIA.
Thzo mgers o HaxomIeHinm Ibiaro umeia a; NOAd £, BO3MOEHO 01H3-
Karo Kb YHCIY Z. a2y

3 = 1
Korxa wncio a, HafiieHo, NOJAraeMs & =d; 4 - H NPOIOIRAENH IO~

-
noGHOe ®e pascykieHie oTHochTenbHO umcxa ;. Iloaywaercs paslomenie

KODHA KBaJpaTHAT0 YDaBHEHIA (2) BB HENPEPHIBHYD IPOOb

1
Bt
Lt : :
y EOTOpOfl HETOZHBA 9ACTHBIA @y, U, ... IBIBA UHCIA IOJA L,

IlpaBnia yrasaBia yncaa @y, Olmgafmaro &b &, JONLKHBI OBITH JAHBL
TaKB, YTOGH ¢B 0JHOM CTOPOHE MOIyYalcs Beeria eiHNHCTBeHHBLT PE3YIBTATE,
a ¢Db Jpyroil CTOPOHEI, YTOOE MH IPEXOIMIH Kb Tepiognueckoil HENpEephIB-
HOWl ApolOH.

4. PascmorpuMs Gauss’'oBo mmole &2 KOMILIEKCHEIXB 4YHCeID BHIa

a-+bi, T1b i=V—1, a uncia a, b umcia panioEarsHpid. Bb 9TOND
cayuab QyHIaMeHTaIpHEBE 6asuch ecrs (1, ).
Eciu ‘kopeHb
VATiB

He H3BIeKaeTca BD morb £, 10 Oyuer:

VAJiB = a;4 s,

rh BeIeCTBEHHES HPPANOHAIBHBIA UHCIA @ H Go BHUHCIALTCA 1O (op-
MyIaMBb

Gt / o
o TEVETT, /AT

NpHYeMt PaluEalb V A% + B? Gepercd ¢O 3HAKOMB +.
Iyers B5 aroms cayuah nbaag vacts a; 9mera & oepeTcsA 10 00bIU-
HOMY NpaBuay 3aMBHE IPOGHHXH KOOPIUHATH OIMEAMIINME IBABIMU THCIAMH.
5. Hoscraws ¢noco0s Ha Ipuwbph mpoussorsHo BfaTaro wucaa

VD =V/357 + 1216 = a;} iay,

@) =19,675. .., 0p==5405. ..

b
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Iloayuaems oueBHAHO

VD =20+ 5z'+xi.
il

Orryna
W 1 __VD42045i  (—18—16) (VD+2045i)
LV D odsn —18-1-164 580 5
SELRI L ) Chae e e
Jaxbe
o 184160  (—18416i) ()Y D14 —3)
T (uead) STk 2161 (14— 362 . =
_ VD4 14—3i_ (3+140) (Y D+14—3i)
e L e 205 i
66,095 , . 478,93... ce il
WL p e

Ilponoamasn naxbe, Mpl IPUXOIUMT KT TePiofHuUeCKOli HenpepEBHOI
Jpodu

— 1
V=g e
1
a4y + :
o=,
IpHIeNT
s
Zi= ;4
L1
OGo3HAUNMT LOIX0A4MiA IPO6H BHAKOMS @” IpH yeuIoBin i
)i
PO Pl 4 g a’l + 1

= 05 Ry
Qo Q1 ay
Beagoe moasoe YacTHOE #; GYLeTs BHpamaThca (OpMyIoif

T 1/ﬁ+ T
z—l‘“‘“‘gi

tib T; 1 6; ¢yTh OBINA KOMILIEKCHBIS uncda. PesyrsTaTs pasilomeHid B
HENPEPHIBHYI0 Ipo0b MOKETH OBTH lpejicraBiedt BH BHIb Tadauimpl

SENR e

e R T St

R e
NV
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/s ¢ a; P (4

0 o | 20-15¢ 20154 1

1 | —18-+162 —1— —14—25 —1—
2 3—14¢ 2t 70—23¢ 8-—2i
3 6-1-161 1—2i 10-—188¢ =207
4| 21200 1—4 —108—221i —8—9i
5 4 9424 —520—23931 —-56—1061
6 3164 1—2i¢ —5414—1574¢ —9276—31
7 3=—081 41 5776—240497 —44—12102
3 34167 1—2¢ —47736—3871757¢ —2740—1125¢
g 4 10-4-2i| —397234—4912714| —25194—179401
10 | —17-+12¢) —1—2i|—633044-41248564¢| —13426-+67204¢
111 —2b6-1% —1—4¢| 1484374—11067914 55485—T71717¢
12 3—141¢ 1-4+2¢| 3064912-1-3110521¢| 185443-+1063567
13 | —18-+16¢ —1—i| 1529983—72822244| —23652—3635161¢
14 1 G0 e S T o R B RN

15 0y (e e e ey b e e A PR e A e

Bcernga Oypers umbre mMbcro

P2
cabroBaTerbao, ApH

(357 + 2160) Q2= (—1) ' 6541,
Joid - pat

Mol moayuaeMs phmerie Pell’ea ypasuenis.
6. Bropoii mpuwbps BosbMeMb u3H KbreHia Epyra, a nMeHHO, U3B
moJd, 3aBUCANIATO OT'H KOPHA HAD eJIMHUEL S-0f CTEmeHH.
Basues moas ecrtp
it npnibs:
b 62 =1.
Ecim 4 u B cyrs whbasta Gauss’oBbl EOMIIGKCHBIA UHCHA, TO

VA +6B = §*I‘677 9

rib & moy umbBoTe BUAL @ +-bi cn BemecrTBeHHRIME a, b, Bp caMoMb
rbak, moaywaems :
E&+wup=4, 25n=208,
0TEYZA

- I/A + VAiT B i A ‘/A T VA F B
2 FE g =
V2 ‘

2
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Bygews packiaJpBaTh EOPEHb KBaIpaTHBIi

Vo= ty--62

Momxers npousofiTh OJHC U3TL JABYXD

6,— o
2)/2 V32 1
,Z::i—_ . :_—t——, Z:$—-_:
3 2 3 ; ]/18
x=0, y=0 "—-l——1
PR R

OFpaHH‘IHBaHCB BEDXHUMU 3HAKaMu, MDOJIYyYUMD BDL IEPBOMB c.nyqa“}s

E==0,748..., Y=058064. .., 2=--0256.0.,
TO €CTh
1

Ve=1 '|"9+x—1
i S et i
Vo— (1406 —1—6—6

Zy

Ibag 2®—2 Ba 22-+2-1 DoIyYyaeMD BB YAaCTHOMB Z--1 U OCTATOK®
—1, T0 ecThb

23—0=(224241)(x—1)—1.
IlopcraBigd ciona 6, DOXYIUMD

0= (@ +o+1) (1) —1,

OTEYIA
!

sy R iR

Nraks
2= (1—8)(V6-1-+8)=(1—0)[2+1-+6@+1)+62]=1}+s—2+

+y—2)8+ (—1—py) 62:2—292#—;—

=
JTaxbe b

oD 0

Ly 1 —6—6?

:c2=1/9_+1—f—6=2(1+e)+%
1

”

I
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Ilepiogs yme oOHapyEKHICA H COCTOHTH M3 ABYXH 3BEHLEBE.
Msr npumau k% 1pobm

1

2(1—0%) -+

Yo—11 6+

1

SR s
2O

2(1+4-06) +
Bo Bropom® cayuah
=0, y=0, 5=0,7/07...,

CJI'TS,I[OB dTeIbHO, TOIyYaeMDb

= 1
= nD elie
Vb6=0 14 1

\

Hocrynast mog00HO MBIOKEHHOMY, UPUXOLMMDB KDL APOGH

1

— 26+ l—T
2 2 e AL
6+—ﬂwﬁ_

V= |

Iepiogs ONATH COCTOMTE H3D IBYXDh 3BEHLEBD.
Mer moxyanmt gBa mpocrbfimuxs pbmenia Pell'ea ypasHeHig

B2 —=fyt=s iy
OXHO W8T nepsoil apodm (5)
z=—1—204 202 y=2(1—62),

Jipyroe ushb BTOpod apobu (6)

T==== 3 =8,
L

(5)

(6)

8. DBp sakiouenie g sambuy, uro o606menie uIeTH TAKKe H HA
TPaHCIEHIGHTHBIA WOIA Cb OJHON mesasucuMoil mepembuuoit. Ecin rondu-
IIeHTSl POUBBOILHEA ABHCTBHTEIBHBIA HIN MHUMBIA 9HCIA, TO PasiokeHie
KODHA KBAIDATHAr0 W3h IBIHIXE 5IeMEHTOBD TaKOTo M0XA BB HENPEPHIBHYIO
Ipo0b 1aeTh aAropHeMB, HMBONIf Goabiroe 3HAYEHie BH HHTEPAIBHOMD

e

P e Sen

PRI Rt mr e

q
i
i
‘.
¥






00 onHOMb (YHKUIOHANLHOMD YpaBHEHiH.

HA. M. Cunyosa.

MocTasums cedbd Takyw 3agauy:

«Karopa moummna OHITH (yHEmis /(%) 114 TOTO, uTOGH IWPH BCAKOMD
Z (MOHeTH OHITh, OrPaBHMUCHHOMD HSBBCTHHINT HHTEPBAIOMB) MOKHO OHLIO
Haiity BB Takia HesaBucamia OTH X HOCTOSHHBIA 71 H ¥, 4TOOH npu
AaHHBIXB My, V), Mg, Vo, HE DABHBIXL COOTBBTCTBEHHO ME®AY G060, Bhl-
H0JABAI0CH TOKECTBO

mf (va) = myf (vx) + mof (vo) . (1)

OrpaHnIuMb 3agauy: Oy1eMD DasbiCKHBATh aunasumuueckylo YRR,
KOTOpAs BHINOAHAIA OBl YKA3aHHBIA YCAOBid.
Ilpexne Bcero pascmorpums cayuadl, Korua

1) FO)=0 (a)

Ipennoxaras yro sHavenie » =0 NPUHANIEKATH Kb JOMYCTHMBIMS
LA & 3HAQUEHIAMDB, OOM0KAMB BB (1) #=0. IHoayunms

mf (0) = myf'10) 4 mof (0)
Bv cuay pomymenis (a) KoXEHO OHITH :
: m = m, ‘—I—rmg (2)

Mrr moxwewms orGpocurh cayuaii my —-mg =0, noromy uro npm f(z)
KOHEUHOH 270 ofpamaeTs (1) BB cuay (2) Bh TOHECTBO

iy [ (0y) — [ (n)] = 0

9TO0 IpU ¥y = Py JAaeTh [(#) =5 0, a.0pH »; =¥, HAUEr0 HE TOBOPUTBH
Buyb dymrnin f(x). : ;
Hrags my -+ my, == 0.
Br naapubiimems moxpo cmoBa cibiaars 1Ba IPeLIoIoKe HIq:

&) (O +0 u g f(0)=0




Sl

IIpoguddepennupoBaBsd (1) 0AUHD Pash M0 x, HOIYIHME:

mof'(ve) = myvyf (2,2) 4 maof (1o7).

Ilorarag sgbes # =0, HOIyIUMB BB IePBOMB NIPeLNOJOKeHiM

MY == My - Mgy (3)
T. €. Bb CBABH Cb (2): .

3 |
oA ok et

T omgbm,

STUMD YHEE M H v OmperbreHsl.
Hosoe nudgepenmupoBanie aaers

" (vr) = gy (04) -k e (o)

Otciofa npy =0 T0XKHO OHTH yike Hempembrro £7(0) = 0, a Tax®e
u Beh paapmbiimig mpowsBogHBIA IIpH % — ( obGpamanrca BEH O,
Iitcrureasno, upu f®(0) = 0 ambain 651 0THOBPEMEHHO

(my = mo) v = vy Moty
(1 my) VE = m v E 4 mapot

HIH
e L e

My  P—1py Vh—17k

Tarxs Kakb ¥ He paBHO ¥, WIH ¥, IPH P, =F vy, TO Opd k=2 o0TCHOJA
3agnp0YaeMs (0) =0, upu k=3:f"(0)=0 un 1. I
MNraks npu crbraHHBIXD IpejlofokeHiIXD
f(x)= 4 - Bua. (Ie)

Hycrs remeps f'(0) = 0. Toraa mourxHO OBTH OIHO H3B JIBYX'B: HIH
Bch mansEbfimmiga MPOM3BOMHBIA TAKEE PABHLI HYID OpH 2 =0, T. e,

f(z)=A (18y)

UIHN ¥e ecTh Takad UpousBoiHas [®(z), koropad uepsasd He oOpallaercs
86 0 mpn x=20: f®(0) + 0.
Torga xzuddepennupya £ pasb HaAXOLUMb

matf®(nz) = mywfO(r,2) - mrs (1)

# nonaradg x=— 0, 3aRII0TaeMD

mv* == mv;* 4 movyt (31)

3b ypaBHeHifl (2) u (3,) BafizeMs m 4 7.
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Oreropa yme f*D(0)=0 u Bch mampabfimis -HDOI/IBBOJIHI:IH TAEEE
obpamanTtca Bb 0 npu z = 0. WHaue 0IHOBPEMEHHO Cb (2) 1 (34) ToXEHO

OBl OBITH
i:—}—l._.. 2 k—|—1 k—}—]
mo = WL]_’U]_ + m2v2

Urags BH 9TOMB CIyiak
flry=4 LBg* "y (185)

He rpyano mpowsbputs, uro TomecTBO (1) BHIIOIHEHO.

2) Ocraerca ciyuaft f(0)= 0. Ho upm sToM® OZHO 3D IBYX'B: HIH
8C1b Mpouseoduvta f(x) mpu x =0 obpawaiomea 65 0, N AHAIATHIECKOH
¢yurmiefi yioBierBopAomeli M0CTABICHHNIMT YJCIOBIAMB, SBISETCS

L er==10 (Ie)

UM K€ CYIIECTBYeTh TAKAd NMPOM3BORHAS KOHEUHATO NOPALKA [, KOTOpas
npn z= 0 B% ByIs He obpamaerca: [@(0)=+ 0. Ho worma pasiomenie
7 (%) Bb CTENEFHYI CTPOKY HAUHHAGTCA Cb UJeHA

2t
i F00),

U MBI MOMEEMTE IOJOKHUTH

f(z) = zlg (z) (4

®
w(0) += 0 (:f n‘o))

b yxe

ToxecrBo (1) mpn noﬁcmaquh (4) maers
m' @ (vx) = my'p (v,2) - my' @ (vy1) (1)
ecld COKPATUTh Ha #' N IMOIOKHUTH
myt=m',  mwy'=m  mapl—m,

Tarums oGpasons ¢ () omperbigercs TakuMb ke TOMECTBOMSB, UTO H
f(2), HO yme @ (0) == 0. Urars cuoBa @ (x) J0MEHO OHTH BHTa A -+ Bk,
i crbioBaTeIbHO, B HTOMT caydab

f(x) = ! (4 Bk (114)







06 ofHOKpaTHO GYMMHDYBMBIXB panaxb Sturm-Liouville's.

Ipsanda Kozoemaarnud.

Hocrb obobmenia kraccmuecknxs Teopens Cantor’a Du-Bois-Rey-
mond’a, OTHOCATINXCH Kb CLOOAUUMEA ’mpu@OHOJ-L@YLZJMHEGRMMB pajaMb, BD
ofnoMs mampasienin A. Haar'oms 1) na czodawgieca Sturm-Liowville'scrie,
Bb apyroMbh—M. Riesz’'oMb 2) Ha odwoxpamwo cymmupyemvie METOLOMD
CPEIHUXD APUHOMETHUECKHX'D MpPUroHoMempuieckie PIIGI, ECTECTBEHHO BO3-
HAKAETH BOMOPOCEH: HEXb3A-TH IOILITATHCS CHUTH ATH PesyibrarTsl 00obmeniens
treopemb Cantor’a m Du-Bois-Reymond’a ®a oduoxpammno cymmupyemvie
Stur m- Liowville’ serie pajn?

Paspbmenie sroro Bonpoca u COCTABIALETH COAEpKaHie HacTOAMel
padors: BeimeynomsHyToid Teopemsl M. Riesz’a, A. Haar'a paBrO Kawb
I UCXOZHbIA Kjaccumueckid Teopemst Cantor’a m Du-Bois-Reymond'a aBag-
I0TCA YACTHBIMH CIyYaAMH JIOKa3aHHBIXDL BB Hell Teopemb. MeTonm H0kasa-
TeIbCTBA TOTH Ke, KOTOPhIMB Hoab3ywrcd A. Haar u M. Riesz; ous maHB®
H. Lebesgue'oms opu pokasareascteb Teopems Cantor’a m Du-Bois-Rey-
mond’a B ero kEMrE «Lecons sur les séries trigonométriques». Bw paib-
HbfiTeMs BcoOIy cI0Ba «CYNMUDYEMBIfi», «CYMMHPYEMOCTh» M T. I YIO-
Tpe0IgTeA BL CMBICKB: CYMMHDPYeMBIi 0JHOKDATHO METOZOMB CPeIHHXD
ApPUOMETHYECKAXD M T. II.

W3t paddepenniarpHaro ypaBHEHId ¢'b aHAINTHYECKAMH K03POUIIieH-
TaMi p (x) U q(x)

d du
Gr@ |t i@u =0 e

BOBHUKABTS TPU YIOBIETBOPEHiH MOTPAHHUHLIXD YCIOBiii

duw du :
o AN ey i — i ! — — 2
7 hou=0_npn zx2=a n dx+H' 6 mpEkia=—2. (2)

') A. Haar. Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme II. Mathem. Ann.
B. V1. etp. 388,

2) M. Riesz. Ueber summierbare trigonometrische Reihen. Mathem. Anm,
B 71 cip. 54
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-
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Sturm-Liouville'sckag oproronarsHas cucrema (yBEmif

RN T T R T (D
Pascmorpuvs pans

Gy We(X) - Go o Ul (B) 0 o« F Gt (@) . . (3)

u, 0003HauMBh smaueHie mapaMerpa A coorshrerBybmee QyHEIiR Un(Z)
4epess 4,, COCTABHME BCIOMOTATENBHHIH pailb:

i %0‘ G- U)oy uy(Z) Gy un (%) n - Un(2) @)
2 & 1 e e

Mer yrsep#zaent cupaBelIuBOCT CIBIYIOMUXE TEOPEME:

Teopema I. «Ilycmo Sturm-Liowville'sciiii pads (3) nosciody 65 unmep-
sam (¢, B) cymmupyems co cymmoi paswoii nymo. Eeaw paos (4) cxo-

OUMEA PABHOMILPHO, 11O
Ouw=U =1 .9, 5. 0. -

JTa TEOPeMa OCTAETCHA CHPABELINBON M IIpH CYUIECTBOBAHIN BH MHTED-
Baxb (@, #) npusogmmaro (reductible) MHOm®ECTBa ~TOUCED, BL KOTOPHXB
PAID (3) miu He Oblrh OBl CYMMUDYeMB HIH, OCTABAACH CYMMHDYEMEIMD,
001ajanb-061 cyMMOlt OTIMYHON OTH HYJs, ,CIH IPHTOMD HATOKATH HA €T0
£03()puIieRTE OrpaBNYEHie, 3aKINOYAIMEECA BL TOMDL, UToOLl G BO3pacCTa-
HIEMD HHJEKCA OHH CTPEMIINCH KB HYID, T.e. 9To0n lim a,=0. TakuMs

n—ao
00pasuMD HOAYUAeTCA:
Teopema . «llyemo pros (3) eymmupyems cv cymmoii pagwnoil wmyro
60 6CeMs UnmMepsas (¢, [F) 3a UCKIOUEHIEMD MIBKOMOPAL0 NPUEOOUMALO
Mrogicecmsa mouexs, Feaw 1im a,= 0, mo 6cn e10 Koshurienmv, pasuoL Hyz0» .

n—oo

DT IBb TeopeMEl mpejcTaBIAOTH 0000menie Teopemsl Cantor’a; cak-
aywoitig-me A85 0000mars Teopeny Du-Bois-Reymond’a:

Teopema . «ITycmv pads (3) cymmupyems cv cymmoii f(2) nosciody
65 uwmepsaan (e, B). Leaw pads (4) cxodumea pasnomnwpno w ecaw f(x)
owpanuwuennas hywiiia, mo 0ax wes pads (3) oydems padows Fourier, m. e.

3
n”:ff(w)un(x)dx (a1, 28 n 0

W Bp oroMs cayuab, ecanm BH HBEROTOPOMB HPHBOLEMOME MHOEECTBS
TOMeED PAXD (3) HE CYMMHPYeMT WIH, 0CTaBasch CyMMEDYEMHIMDb, He 00Ia-
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JaeTh CYMMOM, 3akIoUeHHOH BB KOHEUHHIXs Npeibiaxs, To TpH H006aBOU-
HOMB ycaoBim lima,= 0 Teopema III ocraercs chopaBepausoii:
n—co ;
Teopema V. «llycmnv pads (3) cymmupyems w obaadaems cymmoi f(x)
6c100Y 63 uHmMepears (&, ) 3G UCKIOUEHIEMD HIKOMOPAIO NPUGOOUMALO
MHoscecmea mouexs, npurems lim a,— 0. Eeaw dbywwruia [(x) oparnuyen-

N=—00
WA, MO

B !
a,.:ff(a:)‘.u“(w).dw (= s R

IdTH uveTHpe Te0peMEl OYyAyTH J0Ka3aHEl cnepsa 11 Sturm-Liou-
ville’Bcroft cueremn (ynrmiit

1}1(2)5 1"2('3 3 7)3(3)1 Srets .7,'”(2) LR (II)

noxydaemoit uss (1) mogcranoBKOf

1

= [[p@] % de 1) —u@. Vo )

1

I HOPMUpPOBAHHON Tawk®, 4TO fvﬁ(z).dz:], a 3aTBMTD HXD JeTKo Tepe-
0

Hecru Ha cueremy (I). IIpm nogcramosrb (5) Audeperuiaiphoe ypasHeHie

(1) mepexoauTs BB

%—}-Q(z).v—:—)@:O i (6)

I TOTpPAaHWYHBIA YCJOBiA (2) Bb

dv
——h.»=0 upg 2=—0 1u

v
o =0 Npup-—a. (7

i
i B 48
Jug ynpomenis npumaro f [p(z)] ®.de=x, 410 BOPOUEND I€TEO
a

AOCTAraeTCA yMHOKEHieMD HesaBHCHMAro mepembmmaro; mocrosmmeia kb u H
J€rE0 BLIPAsuTh wepess ' m H'. ®yurmia ()(z), BHPAKAOMAACT JIETKO
uepess p{x), p'(x), p'(») 1 q(z), Takme aEAIMTHIECKAL.

T e T T 3 T T T T TR T T I R T
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§ 1.

| JokasaTebcTB0 HTUXE Teopemb Had cucteMil (yHkuifi (II) ommpaerca i

: pa cabiyomyo IeMMy, IpelcTaBisiomyn odo0menie orHocamedca Kb cyM-

| MHPYEMBIMD TPHLOHOMETPHUECKUMD pSIAaMb JeMMer Fejér’a !):
¥ Nemma « Ecaw paos
H -

i a9, (8) - asvo(2) &+ . . .- @ Vu(2) . .. (1)

cymmupyens cv cymmodr f(z) nosciody ez unmepsams (zy, ), Mo Henpe-
poisnan Pywwyia D(z), onpedivasemas paooMs

Be)= 3 e B0 |t g Lo

n=—1

CLOOAUUMES ABCOMOMNO U PABHOMILPHO, 00AA0AEMT 60 8CEMB UNMEPEAT
(20, 2,) csoliomeors:

! A+ D (2) D(2-+-20)— 4 B(z2+0)+6D(2)—4 D(2—0) - P(e—2d) _
lim _O"C;T_ =lim i s
=10 =0

=f(,2)—{Q"(z)———[Q(z)]2}.@(z)—?@’(e).(I)"(_Z)-—QQ(Z).F(Z) 2=e<z» (8)

npuueMs F'(z) 0603HAUAETH CYMMY CXOJAMArocA Pdla

S n('z) al'”l(‘ﬂ P an.W"(Z) g 4
Flz)=— Y, e
«n=1 .
M3t cymmupyemocta psja (1) cabayers ?), 970 BO BCeMD ABTEpBaIb
(20, 21)
lim G Ty
n—=0o0
1 cabposarelpHo 3)
S : |
lim —=0. (5)
n—0c0

Y) L. Fejér. Untersuchungen iiber Fouriersche Reihen. Math. Aun. B. 58, c. 68-69.
2y L Rerdp 16 6T B3
3) Cw. d. Hoar, 1. 0. § 2 o1p, 47.



ligh . =

CxopmmocTh BB mHTEpBAXb (2,, 2;) pAla

P B PelB) My ) Lt o(2) B Tl )
0 . %" = — ' “+ ] ..
1

1 : R n

Takke ABAgerca cabpcrsiews 1) cymmmpyemoctn psaxa (1), usb uero c¢b
MOMOIIBE0 ACHMITOTHYECKON (opmyast )

ey
e (n D 2 (©)

B KOTOpPOil umena y u yj, (n =1, 2,3,...) 00 a0coaioTHON Beanunut Mensile
HBKOTOpAaro IOCTOAHHATO NOXOEMTEIbHAr0 umcia, cabayers a fortiori cxo-
rumMocth psga (4). Msn Toii-e ¢opMyrsl (6) BHTERAeTH CXOTHMOCTH DHLA

el
2 P caboBaTeIsHO, IPHHUMASA BO BHHMAHIE aCHMITOTHYECKYIO (JOPMYLY 2)
"
2 n(2) . B(2) | 7a(2)
vn(fe):‘/g.cos nz(l—l— & )—}—sm'nz(T—l}— o (7)

Bb KOTOPOH QYHRIIH ¢,(2), B8(2) u y.(2) 1m0 abcororHoii Bermunmh pH

BCAKOMB sHAYEHIH MHIEKCa # M 11d J1000ro 2 BbL uHATepBalb (0, x)

MeHbIe HBEOTOPOH NOCTOAHHON BEINYMHB, MbHl Cb HOMOMBI () Jerko

yobEnaeMca Bb abcoaioTHOH u paBHOMEpHOH cxXomumocTH paga (2).
CocraBuss Temeps mo gopmyrbk

A1) 9@ =1(). d39()+-2.[f - 0)—[(2)]. [ M p(s+0) — A3 g (2)] -
+ 2.[f(e) —f(e—0)]. [ 43 9(2) — By 9 (2— )]+ M5 f (- 6) . By (e~ )+
- 4451(2). dyp(2) + dif (2— ) . B p(2— &) -

—+2.[p(e) —g(z—9)|.[43f () — Ay f(z—0)] -

+ 2[0(e+0)—@(2)]. [ 43f(z -+ 6) — A5 (2) ]+ 9(2) . 437 (2)

BEIpameHie ()
Ar0) s el ol
Un A3Vu(S)  On 2
R e fzi‘l/ﬁ' J* ™
4 [m i (ﬂ(g +n(§))]
Ay, (
e : J

n

1) Cu. M. Riesz, 1. c. crp. T4.
%) Hobson. Proceedings of the London Mathem. Soc. Ser, 2. Vol. 6 p. 378.

e RIS I



ot BHG

rob ¢ o6o3EAUAert Kagyo-HEEOYAb onmpelbieHHYO TOUKY MHTCPBala (2, 21),
MBI TETKO HOJYIHMD:

d‘ 4
4 Sin —

b N e (8)

nd

‘)

&

b
no\ 4

sin—
d)—B(;—d)
B(L, &) = (_41_1)_%@), _1-30"—2 —:—f.[n.cosng_ﬂ(g-i- )263@

o

4 (a0

— sin —

2 . an(§+ ) —an(§—0) e el —ral§—0) nd 9

— |/E.smu§. _ 54 + cosng. 54 ].cos 5 per
: 2

sin i

2(1 42 cosmd)[ /2 %, L BBG) . My &
"_(—t“z;-fﬂ“)[l/;-cowg B¢ <§)+ S ( 208 a)(;zé'))]. -

nl~ 943

[L/v sin wg. Ada"(g_i_d Aﬁa”(g i

MBS +0)—MBB(E—0) | Lyul§+0)—Aiy(E—IN] [sin 2nd
Al '(”‘ 947 L 24 - )]( g )

Ind 2} : A8
—l————G;;z; .[l/;.cosng. °d4(:)—,—sm ng. (n. f;)is}—r 7(;@))].

0
Pans Zan. P, (&, d) cxonuTed MPH BCAKOMD OTIHYHOMB OTH Hyld d

1 3
T. K. Bb 2TOMGE cayuab. (cM. (B)) cxomarcesd pAIH

TN
4 SN
O% a,, Aﬁ’un(g) i i a. . (‘:) 2
Z . 7 ne¥p\S8)- S
1 2'11 d i ﬂ
9

&

(mocabnmiit mo menmb Fejér'a) 1).

1) Fejér. L. ¢c. § 2.



— 257 —
(O6osrauuMs TETmEPbH

i %
lim P, 6) = (8 = (23 )vn@)—j—?[n.cos»ng.ﬁ'(gu/ Zsinng.co(¢)+

6

+ cosng. m'(g)] = [l/ 2. cosngui(§) + sinng . [n(8) + y:;(g)]] i

— g |/ 2 i) — come @)+ A+
1

—l 7 n2. Az’ l:l/,:_ cosng. (xgv) (é‘) _l_ sinng. [%ﬂ(“')(g) + ygv)(g)]]

0
H JOKAKEMD CXOTUMOCTD DPATA Yn.¥u($). CocraBuMb ¢b oT0f WHIBIO BEI-

[0 1

paEenie TR YT II0Ib3YACh ACUMITOTHYECKONl (opMyIoRt (7):

Ll
e Pa(2) - Pn(2) .

Nss puddepermiarpEaro ypaBHeHia MB HMbeMs:

dv,,
*u(0) _  [Q(6) +3a). 1)
cIbroBaTe IbHO '
wn(z) lo dZ‘{[Q<Z)+2’"] 'Un(z }—vn(z)-_—._ QQ(Z;;T”( 2) ‘)Q (3) ‘L‘n(Z) +
Qe — @] ””(‘) : 0

& gfs)
Jaxke pascMoTpuMB pﬂﬂthT; Ch MOMOIIBK ACHMOTOTHYECKOH
1 n ;

(opmyas 1)
wn( )= dw (2)_ 3D I/E sinnz.(n—}— du—f2>__ l/g COSW-(h-az—{—e"f))
g 7

MBI, IpEEEMas Bo BEEMamie (5), yobmiaemcs BB abcoMOTHON M paBHOMBpHON

< Ay .V n(
CXOXUMOCTH paja Z e

I TAKUMB 00pPasoMBb:

! an'p'n(z) - anv,;(z) ¥
Co=g(EM) =1 %%

1

1y Hobson. 1. ¢. crp. 378..

1o

PSR SS———

e




= daE

o

Temepp usb (9) ACHO, UTO PALD NV a,W,(2) CXOLUTCT H I[I0ITOM
2 b
1

o : 20y Vyih)
EH; Ean n S d)_E“ﬂ %( 2 Q(g b “‘T
g In - Vu(§)
—QQ’()Z 7 "*[(Qb R e 2*7—23: (10(
1 “’ﬂ “n
=—2.Q(8) F(&) — 20'(0). P'(0) + [(QE)*—Q(©)]- 2(©).
CocraBEBb 10 (8) BHIpaKeRie
sin'ﬁ :
2 gn Ay :l'n g o 2 o
N5 A0 Fa 0@ | |+ Y e,
ik n 1 % 1
2
MBL 3aMBuaems, uro no aemmb Fejér'a 1)
R
o0 SH]?
lim ¥ e Ak
e Q) - r'&) (11)
9 :
A5 D) :
cabJ0BATENBHO CYUIECTBYETH H ]1113—7‘-4——, paBHBI 1o (10) u (11):
O:
smnd -
4 ;4 e 0 7
lim 0@(@)- lim y 45%,(¢) =lim ¥ a, .v (5 =
=0 % =0 Jg4 =09 ! n_d
9

+hm§1an Fu(§, D=1 (5)—2.0(8). F(§)—2Q'(S). P'(§)—[Q"() — (€N8))*]. D).

I TaKb Kakb § J00ad TOYRd HHTEPBAla CYMMHPYeMOCTH (2o, ), TO OUEBHIHO

lim 0 B0 ) ) 20060 Fo1- 200 2@~ L ) nrcn (12

BriBenent Temepp U3h JOKA3aHHON HaMm IeMMEL (POpMyAy HeoOXoxH-
My HaMb BB JaJbHbimenst: JeMMa NpellolaraeT JAIb CYMMEPYEMOCTH
paga (1) ¢b cymmofi f(2), mpuéaBuMD Kb 9TOMY HONymeHie paBHOMBpHOI

WL, Hedjer: 1. 6. 8.2 serp. 62,
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cxoguMocTH paga (4) w npeamolomenie, uTo f(2)— QyHRIiA o.rpammeﬂnaﬁ;
Bb TakoMb ciyuab @(2) yIOBIETBOPAETH YCAOBiAMB CcaAbAyomIei Teopembr
M. Riesz'a ).

«Eemw D(2) umivems nosciody 65 HWKOMOPOMs UNMEPEAN> 0000UICH:-
Hyo uemeepmylo npoussoony ¢ (2) u HENPEPLIENYIO EIMOPYI0 NPOUZEOOHI ;
D'(2), npuuems @(z) 6ce10a 0CMACINCA 6 KONEUNBLED UPANUUALS, MO ik

2 i}
@@:Lﬁ@ﬁdmym+3
0o v v

NPUUEMD A u B 8% IMOMs UHIMEPBAITL NOCMOAHHDL .

Bp mamews ciyuab @P(z) Bb uHTepBasb (24, 2;) CYMMHPYEMOCTH
paga (1) orsbuaers nepsomy TpeboBamino Teopembl; Zaxbe Oaaroiaps npen- 4
moxokeHin paBHOMbpHOH cxoguMocTH pAza (4) edA BTOpas NPOUSBOZHAA '
HEIPepbIBHA: '

A d? (Lanva(@)\ 2 G Pva(2) 4 D G ¥y (2) B (o)
ro-glin e s i e
T. @, E

O'(2)=F(2) — Q9.9 () (13)

i HakoHeIs mocaBraee Tpebosanie Teopemsl M. Riesz’a yroBiaeTBopAeTCd Ipe-
[I0J0OKeHIeMD, uT0 [ (2)—(YHENiA OrpaHHUYeHHASA, T. K. Bb IAHHOMB caydab:

. 4
fitg S le)
S0 g

= p()=112)—2Q(2).F(2)—2.9' (). D'(s) —[Q'(2) —(Q()*]. 2(2) Jﬁ

UT0, MONB3YACH (13), MBI NependiieMb Takb
5 d2 : &
9(2) =F(2) — Q2). F(e) — = [P(). Q)]

TaruMb obpasonmn, mpuMbBHAS 5Ty TeopeMy, MBI IOIyJyaeMb: i

2 4)
Fe) = F)— Q). 0= | {f(t)—@(t).Fm— a7 (t).wn} dt.d9-+az b
00

T8,

24 3 ;
Fie)= f f [(t)— Q). F(B)] dt.dp—+Az+B. (14)

g sy

1y M. Riesz, L ‘c. crp. 67.




sl

Ilogroropums eme ododmenie 2-off Teopemsl Riemann’a !) ma Sturm-
Liouville’sckie pAnsl; 0HO (QOPMyIHPYeTCA TAKD:

CcO
«Beaw woapunienmo. pada N a,.v,(2) cmpemamea cs 603pacmarniems
n
1

umdernca w Ko wyxo m. e. lim a,="0, mo paos

a. v1(2) Gy . Vo(2) G- Pu(2)
L e eeiel G b RS TR L 4
(2) T 7 2 4

e

CLOOUMCA PABHOMIPHO 1l

A3F (2) Fa+ 6)—2F(2) - F(z—4)
lim ——— =lim =t
=0 d o=V d

0».

BosbMens acnmuroTHueckylo Qopyyay (7) BB YOpOmEHHOMD BHLB

B(z).s8innz | w, (&)
n + 72

vn(;) — I/J—i'cosnz — (15)

npuueMs QYHEDIH @,(2) 110 a0coaoTHO BeautuRs NpH BCAKOMD 3HAUEHIN

n 0 1 aoboro z menpuie HBKoTOpOfl mOCTOAHHON BeIMUHHEL.
Pannr

" Q.. COSHE
e .

1

. © ay, . sinne - X an. 0x(2)
e N BT i s § S
b fQ( ) 1: %An fs(g) Tlgln

1

cxoparca Onarogaps lima,=0 aGcoanTHO ¥ paBEOMBPHO T. K. DAL

@ ] n—=co :
Z — KRaKb HBB'BCTHO CXOIHUTCA; Gﬂ'ﬁ,ﬂ;OBaTeJleO CXOINTCA paBHOM'ﬁpHO U piA)D
i n :

(4) n ME uMbems:

F&) =) 2+ 66 +16)

ITo 2-0ft Teopem’t Riemann’a MB 3aKINUAEMB:

o2 1

431 () 4
lim = O lim —_—
§=0 d A=0 d

fa(2) S (16)

) Reemann Ueber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische
Reihe; Gesammelte Werke (1892) crp. 227.
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CocraBuMD nanrbe BHpamemie

/0 9 B} ‘6)
[(Z;f@l]m._‘g(_;_d‘) af()—l—fo() 3 ()+
o ORRA fme rn

T. K. £(¢) IBamkIsl HENPepPHBHO AuddepennupyeMas GyHENIA, To

2
lim A —
6=0 d

H Orarofapa HENpPEePHBHOCTH fo(2) dcHO, 9TO

lim
=0

Y HIIONAC)
A e (L)

Berasupn Temeps BB JudgepeHIiaibaoe ypaBHeHie

dQ(;J;SZ) + [Q(2) + 2] - 2a(e) = 0

BMBCTO v,(2) acHMITOTHUECKOe BHIpameHie (15), MBI HOJyUAEMb

1 d*ou(e 4 8'(2).sinnz : : '
e d:;( ) "(3 <[P — _Q(Z)]— ”()—n*— ——23(2). COS.')ZZ — w0(2) ;
T. K. 10 Qopuyrb (6) n2—2n=—27—%" (tmcra y u y, 1m0 abCOMOTHOM

BEJIMYHHD MeHLUIE TTOCTOAHHATO YHMCIA), TO HBE ITOFO BLIPAKEHid MBI BHI-
BOXUMD cIbicTBie:
1 d?o,(2)

ne  de2

<u

rab pu—nocroaEHOe yMcIO, 8 H3B 3T0r0 1o Teopembs Holder'a !) BETekaers,
410 H

- 2

1 4o, (2)

n? dJ2

Asmn(z)
n2d

< < ud. (18)

Pans
My, (2)
W2 Ao

D a,
e
1

1) Holder. Zur Theorie der trigdnometrischen Reihen. Mathem, Ann. B. 24 ¢rp. 183.

.

D e em— e e
p===



gen

cxonuTea abcororHo H paBHOMBpHO u mosToMy, mpuMbHAs (18):

A fo(2) w:\!ﬂmw\ 5 5 lan
d é; An : ) : ; An
T | <1
Al1'B 2~— cXOIUTCH, T. K. lim a.== 0, 1 pais 2 CXOIATCH, U
’ﬂ NnN—0oo 0
109TOMY
1o 43 f(2) |
lim R 1
e 0 (19)

CrxagoiBag (16), (17) n (19), MBI ¥ IOJXyY9aeMb

2

SN e q. 6.
§ 2
Oooomenie reopemsr Cantor’a.
a1 9:(8) - aoPa(#) +- o . - G (2) . . . (1)
a,i B (3) _ay vy (2)  as95(2) Ay, V()
Iz == = e e ()
( ) 1 2’"’ )‘1 2’2 2rn.

Teopema |. «Ilycmo paods (1) cymmupyems noscody 65 UWHINEPEALTS
(0, &) cs cymmoil pasnoit wyaiw, ecaw Pads (2) CroOWMcs PasHoMIBPIO, MO
scn xoagipunienmuy pada (1) paswve Hy.ao».

Teopema ll. «Ilpu donyuweniv nwwomopalo RPUEOOUMALD MHONCECIMEA
mouexs 6% umwmepsams (0, m), 65 womopuixs pade (1) wrw e Ovlas Obt
CYMMUPYEMD WA OCMABAACH CYMMUPYEIMbIMD, 00AA0ALs bt CYMMOTE OMAUWY -
woil oms wyasn meop. I ocmaemesn enpasedaugoit, ecau npumons lim a,=0».

JMowaszateasctBo Teop. |. Ilpumbruws ¢opmyry (14) § 1-To; BB Ha-
meMs cayuab f(2) =0 u moromy

. 23
F()— —ff@(t).f’(t)dt.da‘}~{— Az B
00

b A 1 B uoctoguusl Bo BeeMb uHTepBaxb (0, @). Takb xard ¢)(¢) He-

a2 F(z)

IPEPLIBHA, TO 3D JTOT0 MBI 3ARADIAEMD, HTO — - 5~ HENPEPLIBHA 1 I(e)
YAOBIETBOPACTH JHPPEPEHIiaIbHOMY YPaBHEHIO:
d? F(2)
2+ Q). F()=0. (3)

A

A
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IIo mpeamoxomenio pars (2) cxoauTes paBHOMBPRO M cabiosaTerbHO

——:JF(z).rﬂ(Z).dz. e R

Hs® nuddepenmiarbuaro ypaBHeHis Mbl UMBeMb:

a2 %z (~)

E — I Vu(2) = -+ Q) (2).1,(2)
H TakuMBb 00pasoMb
A2 vz
an—jm [ ) £ Q). ,)]
JTO BHIpaKeHie ¢b LOMOIIBIO (3) H MOTPAHHTHBIXH YCJIOBii
V'(0) —h.2y(0)=0 B V(@) + H.2u(m)=0 (=1, 2 3.
npeoOpasyerca B5
2 azv,(z a2 F(z , dv, (4 adF (z
an:J[ﬁ(w. f) v ()]dwz[l(z). dz) B ()]
0
1 paibe
an=—C.v,(7w)+ D.2,(0) m=1,2, 3,..)
B IpHIEND

C=F'(z)- H.F(z) 1 D=F'(0)—h.F(0).

Acummrorageckad ¢opmyia (7) § 1 Iaers HaAMb:

SRl s il

11 BHAYHUTBH

G |/§ [(D—(—1m.C)+ %2 (D0 (0)—(—1)". C.an(7))] m=1,2,3.) (B)

ITo (4) u (5) mar nubewns:

S0 =2 R0~ (-1 01+ 255

NPAIeNT UACIA &, N0 abCOIOTHO BeaninuaB meHpme HBKOTOpPAro HOJOEH-
k e
TeJbHAr0 uncra. Pars 2;"2 CXOZUTCA H 3HAUUTDH CYMMHDYEMB, IOSTOMY H3H
1
CYMMHADYEMOCTH PpaAfa (1) Bb TOUES 2=0 BBITE€KaETH, YTO PALB

[D—(=1)*.C]

718

—

g g A

s+ ks

T e

RO S A A T g e




S

o o

T I T T
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TOMKEHD Takme OBITh CYMMEDYeMEIMD H cabgoBarespEo !) 118  Hero

S s
lim —=0. Bouncisa Me moryuaems lim -2 = D) M 3HAUATE HEOGXOLHMO

D=0 wumaue pagt (1) He OHIB-OB cymmmpyems BB Toues 2= 0. Ecin

D=0, o (5) 1aeTh HaMB:

an="(—1)*11C. l/—. (l i sl (ﬂ)) n=1,2,8,.) (6)

=
7 n?

1 u3b (4) u (6) MbI umMbeMs:

o Loy au(m
] iy e

))2 H, T. K. pALb §(1+an(n))2

CYMECTBEHHO pacXojiAmificsa, sicHo, 4T0 AId cymmmpyemoctn paga (1) Bb
TOYED 2= HE00X0IHIMO JOMXEKHO OBTH C'=0 1 TaKUMD 00Pa30ME I0Ka3aH0, YTO

=0 (=1, 2. 3,..,) g 8 d

Jorasatenscteo Teop. Il. Bo Beakoms uacrHOME® HHTepBanh, He co-
JlepEAMEeNs HCKIOUHTEAbHFXD TOUCKD, BT KOTOPHXB PAXb (1) He OblIb-Gbl
CYMMHDYEMDB ¢ CyMMOW DaBHOH HyNIo, MBI MOKeMD UPUMBHUTH HAmy IeMMY
¥ umbeMd 114 TAKOTO HHTEpBaJa

-1

b)
Bt fo(t).F(t).dt d9 - A's 4+ B'
00

HO BB JPYroMbh TakOME HHTepBaxb, cocbimeMt ¢ HEPBEIMDB, MB HMEeMD
z 4
Py~ J’ f Q). F(ty.dt.d9 A" - B’
00

T. €. HOCTOAHHKA yEe Apyria; Ho lima, =0 # moTOMY

AsF (s
~lim b ():O
§=0 d

4 HM3B JTOT0 U U3L HempephirHOCTH (yHENin F'(2) (BB cayuab lima, =0
paps (2) cxogurca paBEOMBpHO) cabryers, uto A'=A" u B'=DB". Pas-

Cy&Iad TaRHMB 00pasoMb, Mi yob#paemcsa, uro umcaa A @ B Bp dopmyrk Y
z §
Fs) = —ff@(i).F(t).dt.dﬂ—}—Az—[— B
00

1) L. Fejér. 1. e. erp. 63.
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TMOCTOAHHEL I Bcero umurepsata (0, x). Teneps yxe upumbruMO TO pas-
Cy#lenie, OyTeMb KOTOparo IpH JokasaTeabcTBB Teop. I mbl moayunmin dop-
Myay (5). Uraws BospMeMb QopMyny (5); Ho Temeph lima,=—=0 u kpomb

N==00

TOTO ACHO, YTO

’51:120;2 (B el ) (a0, O o)

I TakAMB 00pasoMb H3T (OpMYAHl (5) mOIyuaEMD

m[D—(—1)*.Cl=0 1.¢. D=C=0

I TI03TOMY
=0 m=1,2,8..0 ¢ 8 d.
§ 3.
06oo6menie Teopemnr Du-Bois-Reymond’a,
ay.01(8) + ag.v9(2) -+ . . .. v(2) . .. (D)
Fe=—Fup0__aull nnl 80 @

Teopema . «Iycmv paos (1) eymmupyems. nosciody’ oo uMmMePsa.Lw
(0, m) ev cymmoit f(2), a pads (2) cxodumen pagwommpro. Eeaw [(z)—
owpanwuennan Pywiwia, mo pads (1) Gydems ea padoms Fourier m. e.

i3
e J‘f‘(z) . fpn(z) .dz» (=1, 2, 3,..)
0

Teopema IV. «Feaw lim a,= 0, mo meop. II] oecmaemes cnpasedrusoii
w npu donyueniu mmom%c;w NPUBOOUMALO  MHOJICECIBA TMOUEKD, 8o KONMO=
Pouxs waw pads (1) me Oblas-0bt CYMMUPYEMs, UIU €10 CYMMAL HE AeHCAld
0bl 6 KOHEUNBLLD UDAHUYUALS> .

JAokrasateabcteo Teop. lll. 13 paBHOMBpHO# cxommmocTH Ppsaga (2)
cabryers:

— f T By de o t sins
(1]

T. e,, IDUHEAMAaA BO BHHMaHie IH(pQepeHNiatbHOE ypaBHEHie 1I1d w,(2),

ik N gt Fes, Aol
an_—.JF(z).Q(_z).vn(z).dz+JF(3). ;32),dz. (3)

- 2aaecoae oo

>
P S s

¥

e eSS T <R e

i

N i




| e

Ipuybanms Qopuyry (14) § 1
2 1}

Fio)y = j f [f() — Q). F(§)].dt.d9 - Az L B (o<ecn)

I TAarIMB 00pasoMsb:

| gF()d;;2()d~—fﬂ[f(c)—e2<t)[(t] g2 1"(“) dtab.del- K
)‘ 0 | (V) U Zz g

| TJ(A 1B 2 g,

T. K. BCB U0)NBHETErpaibENA (QYHENIN OTPAHHYEHH, TO BB TPOHHOMDL HHTE-
rpaxb momHo ') usMbENTH MOPANOKT HHTErpHPOBARIs, I HHTerpprﬂ cIepBa
Mo 2 MOTOMB 10 &, MEL TIOXY9AEM:

e 1)

Q). F (f)] Ldt.d9.ds=

B

f =ff(t) Q1)L (t)] dt. J"(mjd 1n(~ dé=q”(n)“’[m O). F)]. did9—

, . |
| f ()— Q). 9] ltrmc}' lg—dﬁ—ﬁu) va(t). dt—jF(i ) Q). valt) . dE

=B J'C) — b, ()
MBL 0003HAYUIN

= § . ' » i
a=[[ro—aw.F@).a.d9, b— [t — e ron e

Kpout Toro

S R d? 'vn(~)

dz _(Aaz—[—B) V() — B.vn(0) — Av,(7) + Ap,(0);

OJaTo/Laps
vo;(O) —h. ’IJ"(O) ==l 7)7:(37:) *‘}— H’Uﬂ(ﬂ) =)

gopmyra (3) NPUHEMAETE BHIE: o

_S]‘(f,) Vn(2).dz + C.v,(7) + D.2,(0)

') Lebesgue. Intégrale, Aire, Longueur. (Ann. di mat. 1902).




e BT

nocroarEsls C m D Jerko BelpamawoTcd uvepess «, b, h, H, A n B.
Mpuwbagsa gopMyart (4) §2 MH OkoHYATETbHO HMBeMT:

e 25 F(2).vn(2). de+ l/i - [(D sl Uk %(D.au(O)er)“.O.an(n)]
.0' n =1 .2 8. : (4)

(e 0]
Pagcmorpuvs Teimeph cymMMUpyeMbi pans Y ¢,.2.(0) u mpeicraBuMb
1

ero ¢h TOMONIBI0 MOAYYEHHAr0 JJd «, BHpakenia u gopmyrs (4) § 2
BL BHLD:

§ayﬂ’n-(0):ﬂ§[l/§- \S‘f(z)-'pn(a)-dg_*—ﬂ—i— (— 1)". O]+ Z—)—

npuueMs 4Yicia @, 10 abcomoTHONl BeanunHb IIpd BCAKOM'L # MEHBIIE II0-
o
® :
CTOSHHATO uucla. Pain 2 }TZ, Kakb cXojduiificsa, cyMMupyems; cabioBaTe o
1 = !
U3D  CYMMHDYEMOCTH DAJA D, GnPy (0) BHTEKAETH CYMMEDYEMOCTb pALA.
l -

§[|/ 5 j F(2) . va () do - D + (—1)n. 0]

1 2

s Za S
0 I[I03TOMY IJs HEro HeoOXOZUMO AOMKHO OBITh lim = = (. BHuucIuMB e
N—CO.
e
R R
n=cok
lim | 2
g f(@):vle) de=0 "1
T0, 0003HAUUBE ‘ 0

S l/§ ‘S:f(z) Pa(2). de

MBI MOEKEMD JIAd CKOIb JLOAHO MAIaro & I0400paTh Takoe N, urobm uUpH
&
n>N nwbio MBero HepaBeHCTBO |&,| < 3 M Takb

J

e S e N
SHZSN——I~£1\*_|_1+£N+2+...—}—-&,—]—(%—N)._D»I—( 1) 2( 1) O n>¥)

SHAUYUTD

LI+ H.| D[]

&
2 n

=<

: 1)A Haar. 1. c. crp. 52.
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I JACHO, 9T0 [PH JOCTATOYHO O0ALIONE 7

wls
<& wurags  lim 2= 1D

n—=co N

oy
n

Taguns 00pasoMb BHACHIIOCH, 4TO 1A CYMMHDYEMOCTH DAIA (1) BB
TOUEE 2 =0 meoOxoxuM0 10XEHO ObTs D = 0. UTo6HI 10Kas3aTh, 4TO0 I
CYMMHPYEMOCTH paja (1) BB Tousd z=x meoGxomumo f0a&E0 (ETE C=0,
NOCTaTOYHO HPUMBHUTH aHAJOTMUHOE DAsCyk[eHie KB paLy

3
Dy,

i (a) =%§[(— )/ 2 ff(z).vn<e).dz+c—1)".1)+0]+ n

samMBruss, uro Temeps C u D nombmamch poasmu. Tarumb 00pasoMsb, I0-
ka3aBb, ur0 C= D =0, M5 u3b (4) NOIYIAEME '

24

(@) .vn(2).dz @=legs g8 d

Op—

T

0

JoxasarenbctBo Teop. IV. Toumo Takme &akbs B I0Ka3aTeIbCTBE
TeopeMsl II-0ff mm yobmpaemca BB ToMb, uro Grarozapa liman=—0 BD

n=—0o0

% i
F(z):.S [F()— Q). F(t)].dt.d9 Az B
00
4 u B mocrosmHL BO Beemb maTepsaxh (0, x) HECMOTpA Ha JIONYIIeHie
IIPUBOJIIMAr0 MHOKECTBA MCKIOUATEILHEXD TOUEKS.
Pans (2) cxogurca pasrombpro, T. K. lim a,= 0 A, npawbuas To-ke

n—=—0C0
pascymienie kakb BB mokasareiscTsb Teop. IIT, M IPEX0IUMB K BHpa-
EOHI0 (4) T1d Qn:

e f £(2)-va2) . do - l/ ;‘i . [(D—{—(——l)".O)—[—%(D.an(O)qL & 1)".0.an(az))]

Bb STOMT BBIpaKeHin

[ 3==s o] L (==lo o)

1im an== lim f £ (). a(2). dz =1lim 71? [D. a(0)4-(—1)". C. au(m)] = 0

crbrosarenbnao u
lim[D—+4(—1)*.C]l=0 1t1.e. D=C=0
H TaKEMDB 00pasoMBb: 7=® :

an:ff(z)-'vn<z)'dz (=1, 2, 3,...) q' - d'
o i
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Beb BEIIICZOKASAHEBIA TEOPEMEL Teleph Ierko, lepeHecTy Ha HanGoabe
obmymo Sturm-Liouville’sckyno cucremy ¢ymrnifi (I).
Wraks nycers paigs

@y - uy(Z) + ag. uo(®) . o . Gnup(x) 4. .. E7 meay
‘ CYyMMHDYEMDB Ch CymMoifi paBHOWl Hy.ao HoBCIOAy BH HHTepBaib (e, ), mpu-
9eMb pALD

O alzz(x) et ag?f;i(x) s __M;_"(@ S e (6)

<

cxXopuTes paBHOMBPHO. YMHORUBD KamJpil TIEHD 3THXD PALOBE Ha [p(x)]
U COBEPIINBH IOACTAHOBKY ,

e rd 1 i
j [p@)] 2dz va(s) = un(@) . [p(@)]* (1)
MBI HOJIY‘I?LBM'B pﬂZlBI
T R (8)
e “2’2(3) e L”;_’;(Z) s g e

1
OTIHUAnIiecAd OTH PALOBD (H) U (6) IUIIL MHOKHTEIEMB [ p(x)]*, cabroa-
TeAbHO PALHL (8) moBCHOIY BB mHTEpBarb (0, &) CYMMHPYeMB Cb CyMMOMH
pasHO#l Hymo, m pars (9) cxoxurca paBHOMBpHO; Mo Teopemb I-off maw
8TOTO CIBAyeTD
0= 0 ; i

Ilycrs maxbe psrdb (5) cyMMEDPYeMD Cb CYMMOIl paBHOH HYIIO BO BCEMD
uaTepsart (@, ) 3a HekInUeHieMBs HBKOTOparo IPHBOAUMATO MHOKECTBA
To4ekds H lim an=0; Tenepp &b panxy (8) mpumbruma Teop. II u omars

n=0co

n—0 G. 6. .

Iyers psage (5) cyMmmpyeMt moBcoxy Bb uTepBalb (a, 8) ¢b cyM-
Mo# f(z) mpuueMd f(x)— orpaHHUeHHAZ (QyHEOiA, a pard (6) cxoxuTcA
paBHOMBPHO; OATH TAKU MEL CTPOMME PAAH (8) # (9), H3D KOTOPHXS NEPBhI
CYMMHDYEMD MOBCIONY BB HHTepBatb (0, x) ¢ cymwon fi@=f (2. [ pE)}*
n Bropoft Fj(2) cxopures paBHOMBpHO.

Oynrmia fi(2) orpanuueHHas n moroMy o rteop. III:

.an==Sf1('5)'v"(Z)-'dz (=132, 8, 5)
0

-

A das e

e et i
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T. k. f1(&) =1 (@).[p()]"*. To cb moMOmBI (7) MBI IOAYYALMD

5
=Sf(x)un(1")dx (a1 2 900 (0 5SR ol
o

Ecin-me lim a,— 0 n pans (3) UMBeTs Bb HHTepB‘LJI’ﬁ CYMMUDYEMOCTH
=08

R
(e, B) mbrOTOPOE IPHBOXUMOE MHOAECTBO HCKIOUHTEILHHIXE TOUEKH, TO Kb
pagy (8) upumbruma teop. IV u oundrs
™ g
=@ 1@ de ={f@).un(@).dx  (=1,33,...) ¢ . d.
0 &

Kb aruns reopemans mo6aBuynb cabiywmee: ecam paps (5) CyMMu-
PYEMB METOLOMD CPElHUXD apPHOMETHYECKHXD & aro mopdika !), To u3D
9TOT'0 BBITERAETH 2)1 BOHEPBBIXT €TO CYMMUDYEMOCTE METOLOMB CPeIBUXD
apueMernueckuxt aw0boro  Goabmaro q'l;m, k mopaika U BOBTOPBIXD
. Oy Uyl
lim =2 nk”(—)_o T. e. cabiopaTensHo lim

n—0on N—0o0

npu 0 < k<1 paxb (5) cyMMHUDPYeND H OTHOKPATHO, H PAXE (6) CXOAHTCS
pasHonMbprO, 3HaunTD Teopemst I u T1T npusbrumil 4 MBI HOXyYaeMB HOJ-
Hoe oGoOmenie Teopemst Cantor’a m Du-Bois-Reymond’a 6ess Bearuxs 106a-
BOUHEIXD YCJAOBIf:

«Bean pays (5) sewpy BL narepsarb (a, F) CYMMHUDYEMH METOXOMB
CPeAHHXD APHOMETHUECKHXD A-aro Iopagka, O<k <1, mo upm cymwuh
paBHO#l HYXO BB ero kosiuuieHTH! paBELL Hyap, a upw cymmb, papHofi
OTpaHuvYeHHON (yHkuin f(x), pars (5) ects es pars Pypee T. e.

e > .—0. Ussp sroro SIGHO, UTO
n"

<
A 3 f (@) . uy(z) da>.
o *

Rarp u p1a TpuromoMerpuueckuxb panosh 3) npm k=1, T. e. BB
cayuah ofrokpaTHOl cyMMupyemoctu psia (5), 0cTaerca OTKPHTHIMDG BONPOCH
0 HeoO0X0JUMOCTH pPaBHOMBPHON cX0LMMOCTH pana (6), daBirgwlueiica xocra-
TOYHEIMT yeaosiems Teopentn 1 u II1.

Mocgsa

') k—1o06oe momommrenssmoe umenzo. Cw. omperbiesie MeToza y Cesaro, Sur la
multiplication des séries. Bull. de la Soe. Math. 14 (1890).

%) Knopp. Grenzwerthe von Reihen bei der Anniherung an die Kouvergenz-
grenze. Inauguraldissertation. Berlin 1907.

8) M. Riesz. 1. crp. 78, 111



Hb onpenbiedio anredpanyeckod 06nacTM NpH NOMOLLH
CpaBHEHii (Cb NPUNOMERIEMb Kb AGENEBLIMD YpaBHEHIAND).

IIpod. crmmen . YHHBép. Cs. Baanmvipa Bopuca Heaone.

Bt 1880 rogy ®b MsBberiaxs Bepiumckofi ArajeMil Hogsuiach 3a-
ubrra Rpomerepa «Ueber die Irreducibilitit von Gleichungen», % koropoi
Kponerept craBuTh BOUPOCH OTHOCHTENBHO IIOTHOCTENl NPOCTEIXD UHCEIS,
IIA KOTOPHIXD 3aJaHHOe CpaBHeHie uMbers IaHHOE YueI0 palioHAILHEIXD
KOpHedi; 0H'h 3aMbTais, uro ecin 18b nbasss Qyacnin uvboTs 0IUHAKOBOE
qncao phinenidi, mo BehND HPOCTHMD UUCIAMD, KAKH 110 MOLYIAME, TO 0u%b,
KaKb YPaBHEHId, OTHOCATCA Kb o1m0f u Tofi e obuacrn I'axya. I Kpoge-
keps Lbaaers cabiyomee BechMa Bamnoe szambuamie: ..«und es ist also
(in @hnlicher Weise wie nach dem Cauchy’schen Satze eine Function durch
ihre Randwerte bestimmt wird) mit blossen Congruenzbestimmungen der
ganze Inbegriff der durch die Gleichung definierten algebraischen Irra-
tionalititen bestimmt.».

Beabns sa vbww, mo yrasamiams Kpomexepa, Frobenius (Sitzb. der
Berl. Akad. (1896) S. 688) snoasbh pasodpalt BONPOCH 0 MIOTHOCTAXDH
W LpHilelb Kb CABAYIOMEMY pesyiprary: Kamiofi MuEAHYecKofl moxrpymub
rpynust odxactn Ianya npumEALIEKRITH BB 9T0ll 0012cTH (E3KOHEUHO MHOTO
IPOCTBIXD UAEAIOBB. ITY TEOPEMY MOEKHO T0KABaTh DPABCMATPUBAA BHIPaAkKe-
Hie lim[(s—1).{,(s)]="h.% Bb Jemesunnosckoii Teopin uEealoBL obia-

e Q

creit I'axya. Bocmoas3oBaBuruce sTHMB pesyabTaroMb EFrobenius’a, MOmHO
JOKa3aTh CABIYOIIYIO IeMMY, KOTOpas OTEPHBAETH NYTh Kb HPHIOHEHIAMD
IpuBeleHHoll sambuareasproll Mplcau Kpomerepa,

Jlemma. Hopua obracru .Szkg TOTZa K TOXBKO TOTLJa B3aKINYAETCI B
HopMB obxacti £, , woria mig Bebxs THXL MPOCTHXT uHcenrb g, NIF KO-
TOpEIXs MMbers whero cpaBHenie af=e« (MOL. g), mwbers Takxke Mbcro m
cpaBHerie f7=g (MoL. g¢). Iloaw HopMoil oGracTd Mbl IMOHHUMAEMD 001aCTh
COCTABJIEHHYID MPHCOBJUHEHIEM Kb 3aJaHHOH BCBXD ed COUPSKOHHBIXDL)
HopMa o0xacrtu Beerga oOxacts Laaya.

o
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Ibap macrosureli saMbreu, 0110&HBB H3IOKEHIe HaMbUCHHBIXD Teopift
o Goube ypoOmaro ciyuas m BOCHOIL30BABIINCH YEASAHEOHN oOmIefi TeMmoii,
AaTh [puioikenie npusefeHrofi Beume sambuarespHofi Mbican Kpomekepa
00% oupenbienin cOracTi mpu moMONM CcpaBHeHiil; a MMEHHO MBI BHIBEIOM'
3HaMeHutylo Teopemy Kponekepa 00b AOGeJIeBEIXD yDaBHEHIAXD, COCTOAMIYIO
BB TOMD, 4T0 BCAKll Kopemb Aderesa ypaBHeHis (T.e. ypaBHEHId CE KOM-
MyTaTHBHON Tpymnmofi) BhipamaeTcs pallioFaibHO Uepes’ BbroTopmii KOpeHnb
3% eIUHHIEI, BOCIOIb30BABIIMKCH 3aK0HOMTL B3amMHOcTH Efisenmrefina. Bp
HacroAmed samBreh MEI BLIBEIEMDB STy TeOpeMy IHIIb I TOTO Cﬂyqaﬂ
KOTJa cTemeHb » AGeleBa ypaBHEeHiA HPOCTOE YHCIHO.

AbGexs jaxb [Oeuvres p. 489, (34)] cabiyomee BwpameRie kopua
IHKIAYECKAT0 YPaBHERia m-Tofi cremenu

1 n)y— , wy— Wi n
:;;[A =+ 1/ml—§—]/w2+1/w3+ = —}—1/0)”_1]
2ni

NpHYEMT TYyTH ¢ IBIEA uncaa ob6racT LTI L=1¢¥,
OTH YHCIa @ YIOBIETBOPAKNTDL yPaBHEHIAMD

© 2" = o Ay" (V=19 3,... n—1) (1)

(raabmme, kawd U 31bep, sHATROME [; MBI Gy1eMDb 0603HAYATD, TTO BB Tncah uanh
odmacti £, & sambmeno {f) mpuuems 2, m A, Tome NI UMCIA U3 .

! G
Teopema Kpomexepa Gyrers nokasana, ecam yiacres mokasats, uro } o/,

27i

BHIDAKAETCA DaliOHalbHO Yepesb HBKOTOpHHA KOPEHb H3TL eIUHUIH e” .

g

2niyq
Ho ( )E(e ’") (Mox. ¢), mia ThXBH m TOIBKO THXT MPOCTHXD UHCENT,
KOTOPEIA 3aKIoUAKTCA BB Nporpeccim ma—+1 u cabioBarTenpno, mo iemmsb,

3 e
OCTATOYHO 1OKA3aTh UTO0 A1 BCEX' ¢ Takoii mporpeccin (1w )=} o (uox, ¢),
e

\

IIE, 170 TO iKe camoe, 4T0 ® " =1 (MOL. q).

Ilpocrofi mpears 1—¢ o6ractm L, kaks Terko Bupbrs u3b (1),
ecin HANpHWEDH NMOTOENTL » = 2, BXONUTH BL @ €F IOKA3aTeleus, ibis-
mumes Ha . IoX0mEMD M0aTOMY © = 0 (1—¢)™Y, r1h @ yme He rbaurcs
Ha 1—{; @ ONATH YJOBIETBODAETH YPABHEHIH BHJA

B I
0, " = @yts" ®=1 205 nD) (1)



— 2V3 —

1ycts
=l
w, » =&% (MOL. g;) (2)
Lk

@), » =g (mog. on) (3)

r1b o mpocroit miears ,I['hJIHTeJIb q (mepBaro MOpAAKA, T. K. ¢ BHAA na--1);

U35 (3) moayuIuMb
st

oh n =& (mop. g/) / (4)

T1h 6 HauMeRbWIf mMOMOWMTENBHEE KODeHb CpPaBHEHIA ».0=1 (MomL. %)

=l
H0 usp (17); ol y”:co/gy HIH, ecIH BO3BHICATH BB qn CT@IIeHD U IIPH-
(/—1 Uit

HATH BO BHEMAHie Teopemy Pepma, MOAyUHME " ™ EEQ (Mom. @y),

“TAKNME- 00pasoMs (4) sambHASNB

g

— e -
@y, = O (ox. ¢, ) (5)
@ u3b (2) BO3BHIOAA BB 6 CTelleHb MOIYYAEMD

Lpaet

e (mom. ¢/, ) (6)

cpaBHUBAsA (5) M (6) MBI BHAUMB UTO by = b,; TAaKEMT 00pa30ME M BH-
o 1

JHMB 49TO CHMBOJIB {0_} umbers 01HO H TO Ee 3HAUeHie Ia BchX® Ipo-
N

CTHIXD HJeal0Bh @, IbauTerefi ofHOTO K TOrO Ke ITPOCTOT0 YMCAR (.

Bedaroe ') wmeao ofaactd £, MOKHO NpeBDATHTb BB T, H. CEMHIpH-

MapHOe YMHOXKeHieMB Ha COOTBBTCTBeHHO TopobpamEylo cremesb §. Iycrs

= 2 (63} w
@ = .{" cemunpumapuoe yncno. ycrs ¢ Buga #2.z--1 Torua {Q—}:{Q—}
/Y, )

gl

1) Besroe umexo BzamMHO mpoctoe ob 1—%; om. Hilbert, Bericht iiber die Theorie
der algebraischen Zahlkérper S. 369.

< it
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Ho mo 3akoHy BauMHOCTH OifsemmTefima MeXIy CeMHIPUMAPHEIMT

YHCAONE 00MacTH &2 W PaNiOHAIBHEIMB IIPOCTHIMG UHCIOMB uMbers mbcro

COOTHOIIEHIE {—(3} — «{ . } nag Bebxs e g Buga N(w).z--1, {:g} =—1,

q _c(:; w
© )
i GJI"EIIOBH;TGJIBHO E} - + 1 vl CJ]'.yBlI. II0 JTOKa3aHHOMY I {E}: —}—1 e
g—1 i —1

uIM WHAUE © " =1 (Mom. @) (=1, 2, 3,...n—1) T.e. ® * =1 (MOL q)

paa BehXb MpoCTHXD uHcexs g mporpecciu N (w)m?.z--1; m TakuMb 00pa-
ni— _

30MB }/@ BHpamaeTCA PANioHAIBHO TEPe3T KOPeHb WA €IWHHIE, 2 cIb-

Wi R

JOB4TEIbHO H W, a CJI’EJIOB&TBJII)HO 01 VCO roxme. Y. moT. @



~ H. fl. COHUHD.

(10-ro deBpars 1849 r.—14-ro peppaza 1915 )

(HEKPOJIOTD) 1).

14-ro gespars 1915 . ckoHUAZCA ODAMHAPHEL AKATeMIKS ymepa-
Topokoit Aratemin Hayks m mperchpareas Yuemaro Komurera, MAHHCTEP CTBa
HapogHaro mpocsbuenia, Huroxait fxosiesmas Commms. Ero Romumas —
TEeIad yrpaTta JAId HaywH, imﬂ VUpesenili, Bh ROTOPHXD OHB PadoTalb,
H /A4 BCEXD  COTPYAHHKOBD™ ATOTO HEYTOMHMO~IbAPelbHaro, MHOTOCTOPOHHE
00pas3oBaHHAI0 U TAIAHTINBATO UETOBBEA.

Hmkecabaywomia kparkia oiorpafmueckis o mews cBbIbHiA cocTaBIeHb!
MMb CaMHMb JIZ COOPHHKR, W3laBaeMaro Axagevien Hayks, 1o CIy Yt
25-wbrist co 1HA masHaveHis Ero Iymeparopceraro Bsicogecrsa Bermgaro
Ragss Komcrantnaa KoHCTaHTHHOBIMA es IIpesHIEHTOMS.

Huxoxaii SIkosresnus (owums MOTONOKD CTADHHHATO NBODAHCKATO pofa .

Tyaseroit ryGepmim; pogmacst 10-ro espazs 1849 roma »p T. Tyab. Bn
parHeN® IbrerBh ObLIs Tepesesens B5 Mocxsy, Tib ero 0TenD CHAUAJIa CO-
CTOAID Ha TOCYAAPCTBEHHON CIy#0B, a saTbub 3aHEMAICA agBORATYPOH BB
tylaxh craparo ycrpoficra. Be 1860 r. Commm®s mocrymmrs B 11
Kraceh qerseprofi MockoBekoil rmwEasim, TIb mpemozaBazm MaTeMATHRY
mspBeraee memarorn A. 6. Mawununs w B. II. Bypenuws. Tosaprmems 1o
EIACCYy T CONEPHUROMB 10 yewbxams Commes myMbarb m3BBCTHATO BIocahi-
crein moara rpaa 4. A. Forenuwesa-Eymysosa. OKOBUUBL EYPeh THMHASIN
Ch 30I0TOI MeXalIbl0 Bh 1865 r., COHHHD TOTIa e MOCTYNHID Ha (EBHKO-
MaTeMaTHueckifl  (aryiprers MockoBCEaro —yHEBepomTeTa, T CIymrars
Texmin y npogeccoposs M. 6. Xawmdpuxosa (wwmb ne Kiesh) m mamb mo-
EOHBBIXE A. K0. Jasudosa, B. 4. Huwmiepa, H. B. Biyraesa, 6. A. Cayo-
ckaro, 6. A. Dpeouxuna, B. A. Ilseiiuepa, A. T. Cmoanmosa u H. A.
Twoumoea. 12-ro amsapa 1869 1. CommEs moTyIHITH 30I0TYI0 Mealb
3a coumHeHie Ha Temy: «Teopia (yHENIi MEEMAaro mepembEHArO0», BB, Mak
TOAYUHID CTENeHb KaHTHAaTa H BB OKTAOpH TOTO ke Iofa OBLIL OCTABIEHB
Ha, JBa TOLa IPH YHEBEDCHTTS 1A TPHTOTOBIEHIS Kb MATHCTEPCKOMY

1) Hepenevarano man «iHyprara Munmcrepersa Hapogmaro Ipocrfmeniss.

T
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ok3aMeHy. Bceb 9k3aMeHHI Ha cCTelleHb MarHCTpa MaTeMATHRH OHB CIATD
BecHOK 1871 1. W BB JeraOpb TOTO e roga BalfETHID MATHCTEPCRYH IHC-
cepranin, a B ceHTaOpbh 1874 TI. BalUTHAL JHCCEPTAlil0 Ha CTeleHb
TOETOpa MareMaTHkd. Bp 1871 1. CoHmE® OBLIG HPALIAMIERD IPemoiaBaTs
MaTeMaTHRY Ha Ccymecrsosasmie cb 1869 1. mpm Mockoseroit III Mys:-
CKOfl THMHABIH #eHCKie Kypesl, Tk W OpemoraBalb Bb TedeHie TOTa DIeMeH-
TAPHYH aaredpy Ha JBYXH IEPBHXD Kypcaxh # AHAIATHUECKYH TeOMeTpin
Ha rperbeMd Eypeb. Op 1-ro aumpbia 1872 r. OBLID KOMAHIWPOBAHD HA
JBa I0la 3a TpaHHOY, HO KOMAHTUPOBROH He BOCIOIH30BAJICA, Takbh Kakb
¢hb 1-10 inHA TOTO Ke TOoTa OIS HA3HAUCHD TOIEHTOMT BH Bapmascriii
yHHBepcHTeTh. Bb 3arpaBmuHOil KOMaHZHpOBED IpoBers 1873—4 yueOHBI
TOIs, GOJBIIYI0 YACTH KOTOPAr0 MpORHIL BH Llapmawb, rrb caymars Iermin
B CopOonnt m College de France y Jiysuaas, Ipmuma, Bepmpana, Ceppe
n Japoy, uversipe Mbesima IOcBATIIB NyTemecrsinn 1o Wrarim. 3a orcyr-
CTBieMD BaKaHCill, 3BaHie JKCTPAOPIHHADHATO Ipogeccopa IOIYIHIL TOIBRO
Bb 1877 1., a sBamie opmmEapHAro mpodeccopa—ss 1879 r. (p 1876 T.
Bh TeueHie ceMH IBTH UHTAIB TO 0CODOMY NOPYUeHiH (DakyIbTeTa JeRIil
110 Maremarmueckoii gusurb. Bp orraops 1885 r. m, mosropuo, BH 1888 r.
ObLI's W30PAHD AEEAHOMD (JHSHKO-MaTeMaTHYecRaro (akryaprera H IIPOOBLIEL
BB 9T0ff TOMKHOCTH Beero mects 1b1h. 10 yTBEpEIEHIN MUHHCTEPCTBOMD
BREIpaOOTAHHATO WMB, COBMBCTHO B Tpogeccopons xumin 4. 1. Homwi-
JuebiHbine, yerasa Bapmaseraro o0mecTBa  €CTECTBOHCIBITATENe, CO-
CTOANIATO W3H JBYXH OTIBIeHifi—Oion0THUeCKAT0 W (YU3AKO-XAMIUYECKATO,
eImEOTIACHO ORI M30paR® upelchraTerenMs (OU3HKO-XHMEUYECKaro orab-
aenig, mocxb wero mpepgcbiarens oomecrsa ex officio, momeumrexs yued-
HAro OKpyra, HAsHAUWMAGL ero smume-nmpexchiaTerens o0mectBa. Brrery-
&UBH BH 1891 I. IHoaHy®w IeHcio, koTopad N0 Bapmascromy yueGHOMY
ORDPYTY HasHAUaeTca Ba ABajuarh IbTH yueOHOH caymOn, BHIIEID BB OT-
CTABRY, HO IPOX0IEKATs UTeHie JTermift Mo BoapHOMY Hajimy. Bs 1890 r. mo-
Tyunab orh Arafemim Haykp npemino mmenn B. 4. Bymaxosckaro, Bb
1891 1. ObLIB WBOPAHD €10 Bh UHCIO WIEHOBB-KOPPECHOHIEHTOBH, a 1-10
masg 1893 1. ObIp wsOpaHs BH OPANHADHBIe akajeMurHd. llepecelnmBmmch
b 1894 r. BH IlerepOypry, COHEHB BB TOMD ke TOXYy NPHTIANIEHD YATATH
JeRIIN Ha BHCHOIAXD KEHCEHXD Kypcaxbh, a TakKe OTRPHIL Kypch BB YHO-
BepcATert Ha TpaBaxh IPHBATH-T0IEHTA.

Bb Tewenie BochMm Ibrhp (1892-—1899) Commas OHIB HAZHAYAEMD
MEHICTEPCTBOMT TpefchiarelscTBOBATh Bb YHABOPCHTOTCKHXTH HMCIBITATETb-
HEIXD EoMuceiaxt (35 Ilerepoyprb, Mockeb, Kiesb m Ogeced), ams 1899 1.,
o macroffumsoMy npepromkeniio mummerpa H. II. Bowoannosa, BAHAID TOCTD

\



—

|

7
nomeunrelss C.-Ilerepdyprekaro yuedmaro oxpyra. Bs 1901 T., Bb MHHI-
creperso Il (. Banmosckaio, Tepemers ma TOCTD npexchrarers Vuae-
Haro Kommrera MmHECTEpCTBa HAPOIHATO npocsbmenia u svmberh b Than
wieHa copbra MUHHCTDA.

Vuenmas pbarersmocts Commma Havalach OTEHD pamo. Byiyum eme
TOI6K0  20-1bTHEMT  oHOmeH, OHB Ibraers HayuyHoe coo0menie «( J-
(PepeRIIPOBAHIN T IPOMSBOTBHBING VKAZATEACMDBS Ha BTOPOME  cvbarh
DYCCREXD  ecTecTBOHCHbITATENell W Bpadeit Bh Mocwsh, B 1869 I., Ha-
meqarannoe b IIporororaxs (wbsga. Hro  me coo0mIeHie  HameyaTano
05110 3aTbMb BH MOCKOBCKOMT MareMaTmieckoNs Cooprurb, 1. VI 32

1872 ropgs. Bws Ttomb V. toro ke cOopHuEa 3a 1871 TOTH HameuaTAHA -

MarmcTeperad fumecepramis ComuHa <0 pasiokenim (GYEENIE B Oesro-
HeWHBE DPALELy. Yepess tpm Toxa, BH 1874 Tomy Om® MpecTaBAIs BB
pusHRO-MaTeMaTHUeckifi (paryisrers MOCKOBCRATO VHHBEPCUTeTA, AOKTOP-
CEYI0 amccepramiin: «00b WHTeTPHDOBAHIM ypaBHeHii BB UYACTHHIXS po-
H3BOTHBIXD BTOPOTO IOPATKa», HaueyaramHyo Bb VI 7. Ttoro ke cHop-
HHEQ. Jra Jccepralia Onaa Bmocabicrsin nepesefeHa Ha HEMeIkiil A3BIED
®. Jurexens (F. Engel) n mowbmena, ¢b HbEOTOPEIMA  J0GABIEHIAME aB-
Topa, Bb 49 1. Mathematischer Annalen. Barbws mouru kamumii I0Is BB
PASIMTHLIX VUEHHIX'D KYPHAIAX'h MOABIANTCA crarbn COHNHA, WHOMIA -
CKOMBEO CTaTell BH OJUHD M TOTH e TOL.

Ocobennon  mapbhermocTsio  moaBByeTcs  3a TPaHUIeH ero MeMyapb
«Sur les fonctions cylindriques et le développement des fonctions continues

en séries», mowbmennri 85 X VI tomb mypmara Mathematische Annalen

3a 1889 rous.

Bb o10fi padorh MBI HAXOTEMT HE TOTBKO BAKHBLS obobmrenig pe-
SYILTATORD, IOJAYYEHHBIXT DPaHbIre IPYTHMH MATEMATHEAMH, HO 1 COBEp-
WEHHO HOBBLA  (DOPMYABL, 0COOEHHO B%H TOME orThab, ROTODPHIT  MOCBSA-
TEHD  PashCKAHIO  OMPeIBISHHBINs HHTEIPATORD, COTEPHKATIIND IIIAA-
fipmueckis (yusmin. By 1904 roxy mossmiace BL cBbIH 00mIMpPHAS MOHO-
rpagis 0 IWIMHAPHYECKHXD (VYHRIIAXD TaTCRATO yueraro N. Nielsen’a
«Handbuch der Theorie der Cylinderfunctionens. ABTOPE 3TOH  MOHO-
rpagin HEOTHORPATHO I[HTHDYeTH padory - Commma u mpujaers efi 00ap-
moe sHauenie. (OsHAKOMIeHie ¢b counmmenieMs Nielsen’s HaBexo (ConnHA
Ha HOBELA C000paKeHia, OTHOCANIACA KDL Teopim UUITHIPHYECKAXS (PyHE-
Iiff, KOTOPHA OHD u Omy0InKOBAIbs BT (popymb mHGEMA KB Nielsen’y
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moxh sarrasieMb - «Sur les fonctions eylindriques» BB» Mathematische
Annalen, t. 59.

00% srtm paborsr CommHEa BafiMyrs BugHOe WheTo BB auTeparyph 1o
TEOPIM UHIMHIPHUECRHXD (YHRLII m HXb UpwiokeHisMB. Ipyron, Takike
BECHMA BaKHOW padoror CommEa gBrdgerca ero MeMyaps <«0 Bepryamie-
BEIXh IOIMHOMAXH M HXD NPHIOKEHIAXH», HANEUATAHHB Ha PYCCROMSD
A3pIkB BB Bapmapckuxs Yuusepenrercknxb spberiaxs 8a 1888 101B.
J1a padoTa IOCIV:KHIA IIOBOAOMD Kb HHTepecHofl mepemuckb COHHHA B
BHAMEHHTLIMDG  (DpaHmysckuMB MaTeMaruroMs OpMuToMs (Ch. Hermite),
mamevatanrofi BB «Journal fiir die reine und angewandte Mathematik»
B. 116,- 1895 r., magaBaBmeMca Bb To Bpeya L. Fuchs oMs.

Jbtro B TOMB, WT0 B 115 T. TOTO sKe skypHaJa OblIa HameuyaTaHa
CTAThA JpMUTA, TOLH sarzapiems «Sur la fonction logl(a)», koHeunwril
pesyapTaTh KOTOPOH CcOBOATB CH OJHO U35 (JOPMYAb, HAfTEHHHIXD
COHMHBIMG Bb BLIIEYIOMAHYTOH ero crarbb, HAIeYaTaHHOM TOIBEO HA
PyCCROMD dBBIRb, W, KOHEUHO, HemsBBeTHOH IApMEHTY. 9T0 00CTOATENb-
erBo  moOymumao CommHa 00paTATHCA Kb OPMHETY CDb DHCHMOMDB, B5 ROTO-
poMb OHB cOOOIIAeTH CBOHl BHBOLH YIOMAHYTOH (DOPMYIB, IPUIOKHBD
Kb IIMCBMY W CaMblii MeMyapbh. OT0 MHECHMO H OBLIO HaleJyaTaHO Bb
116 1. ®ypmara Fuchs’a, BMberh ¢ oTRbTOME IpMHTR H HOBLIMG CO-
o0menients CoHHHA, WO TOBOAY 5T0ro orBbrTa. MBI II03BOIEMD ceds mpu-
BecTH 8rbch OYKBANBHO HAUad0 W KOHENs O0TBbTa OpMHATA, TaKh Kakb
OHA 0UEHh XapakTepPHB, Kakb AXd HAMeET0 MaTeMaTHRa, Takh I XId ero
SHAMEHHTAT0 KoppecmoHzenta. Bors wuro mmmers OpMutd (1. c¢.): «La
lettre que vous m’avez fait I'honneur de m'adresser m’a interessé au
plus haut point, ainsi que ce que j'ai pu saisir de votre meémoire sur
les polynomes de Bernowlli, qui est écrit en russe, et ou il ne m'a
été permis de comprendre qu’au moyen des formules les résultats aux
quels vous @tes parvenu. Je me suis empressé d'informer M. Fuchs
de mon devoir de reconnaitre que vous avez déja publié les series in-
finies qui représentent avec leurs termes complémentaires les quantités

T (y+3) T )

e e SR o

en les tirant comme conséquence d'un théoréme général de développe-
ment des fonctions suivant les polynomes de DBernoulli. Mais nos re-
cherches se sont si étroitement liées qu’ aprés vous j'ai aussi obtenu

—in -
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cette formule de développement dont j'ai donné communication & M. Lerch
dans le mois d’ adut dernier; voici comment j'y suis arrivé».

W3r0:HBs YIOMAHYTHH 31bch €BOH BHBOLL CO MHOTHMH WHTEPECHBIMH
savbuaHigMu, DPMHETEH BaRAHIABAETH CBOE IMCHMO CIBIYIOIHMH CIOBAMA:

«Ces généralisations, Monsieur, ne me font pas perdre de vue les
belles et importantes applications de la tformule d'Buler et de Mac-
lowrin que vous avez traitées dans votre mémoire avec une entiére ri-
gueur; et sans Otre jusquici dans cet ordre de questions, je ne puis
m’empécher de vous exprimer encore tout linterét que j'y ai pris.
En particulier j’attache un grand prix 4 l'expression asymptotique

_W/?hZ
pour h trés petit, de la série (f) GW, que vous avez donnée sous
logh 5
la forme %—%, ot C est la constante d’Fuler. Elle se place &

coté de Uexpression obtenue par M. Schlomilch pour la série de Lam-
bert, et d’autres semblables s'ofiriraient encore dans la théorie des
fonctions elliptiques». : '

MEr TIpHBENH HTH BHEJICDKRA WG THCHMAa ODPMETA, IOTOMY uTo OHB
IIPeRpacH0 BEPAKAITH BHAUGHIe De3yIbTaTOBb, MOIYICHHBIND COHHEHIMG H
3aKT0UAITS BB ce0b Hallekamyno AXb OLBHEY ©O CTOPOHBL eT0 3HAMEHM-
TAT0 KOPPECHOHIeHTa, SaHAMABMATOCH THMI Ke BONDOCAME.

Beabas 3a omsbroms Opymra COHEED TOMBCTHIH BTOpOe THCHMO Kb
DpMATY, BH KOTOPOMD c000maeTs Jalbmbiimee pasBuTie CBOMXB H3BI-
cRaHill 1o Teopim BepHYITieBHXD NOIMHOMOBD H HBROTOPHE pPesYIBTATH,
onyGrnKOBAHAEE HMB Bh 1892 1. Bs Mémoires de I'Académie des scien-
ces de St. Pétershourg »® crareh moxs sardaBiems «Sur lintégrale

b
J P ey

a 2—

KOTOPOI0 OHB T COMPOBONHID HTO BTOPOE IMCHMO, AWBA BB BHAY, UT0 H3JAHIA
wamrefi akageMinm Haykb, Rame Ha (JPAHIIY3CKOMD A3BIEB, BOOOME MAJIo
PaCIpPOCTPAHEHB 3a IPAHHIE. :

Toapk0 UTO YHOMAHYTHIT MeMyaph €cTb OfHA H3H CAMBIXD HBIIHBIXD
padors Commma. Bb meii omb JaeTh BechMa 00myID (OPMYLy AIA MpHOIE-
JEHHATO BRMECIEHIA HHTETpada

b
dx
" f A z—ua’

a
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BB BELB CYMMH pamioHaisHBIXD Apoleli b IOTOFHITeILHELND WIeHOMB, BB~
PAIKUOTAMCS  OUPeNbIeHABING HHTETPAIOME ;

‘g‘bF @) yd;c 41 (g) 4 b2 (2) L s

i —2- @1 @) a@eE "
_bm (9)
1 R
9 (@) 920 . . .. Lom(2) S
T b dx
b Rm = F (x) Om (x) o ImE =0 @) 9 (). . . om (2),

Dy .Z) a i
U TOXMEOMB @y (2), ¥ (2),. . . ®m (z) MOTYyIb OHITH BHIOUPAEMEI IO
LPOABBOIAY.

Pacmopamascy sTHMG BHIOOPOMB, (OHIHD TOIyIaeTs PasInIdbll (op-
MYIBL g NPHEOMIKEHHAT0 BHTHCICHIS pPascMaTpHBAEMaro AHTerpada; 2
n3cab/loBanie JOTOIHHTEIBHATO WIEHA IaeTh nperbisl  morphmrocTH mpH
BE[UHCIEHIT TT0 oTEMB (opmyrams. Kpowb ymomanyrsrxs EDPYIHBIXD PaloTs,
CoHMHD OMYONHKOBATD Ha (PPAHITY3CEOND A3HES emre HBCKOIBEO HeGOIBIIIND
crarei. ‘ .

Hamesaranmas »p 9 rtowb Bull. de la soc. math. de France 3a
1880 r. sambrra «Sur une formele de Gauss» BaKINIAETH BL CeGk
BecbMa ITIpOCTOe JoKasaTerncTBa wuspbermofl opmyrst Tayeca iy TeOpin
QyrEOin I, HAMEHHO:

e (R e g

n

i ﬂabipasﬂeﬂie OONOIHUMEIOHAL0  MHONUMEAA BH H3BBCTHOMD ofirepoBous
BEpaKeHin I’ (x4 1) B BEIB (€3KOHEUHATO NPOUBBEIEHidA.

Bp weGoxsmoit crarteb «Sur la généralisation d’une formule d’Abel»
Bh Acta mathematica, t. IV. 1884 (a ramme Bp 3am. Hosop. 06. Fcre-
CTBOMCIL. 8a 1883 T.) MBI HaXOJEMDB IlepBOe, HA CEOTBEO MES u3pbeTHO,
SHAUnTeNbHOe 00o0meHnie (opMyrs Abexs, oTHOCAIIEficS Kb .MAI0 paspa-
00TaHHON BB TO BpeMA O0JACTH TAKh HASHBACMATO 00paTHATO WCUHCIEHid
OpebIeHHBIX's WHTETPAIOBD, & HBINB paspociiefics B obayo teopino Tarb
HaBBIBACMBIXD UHIMELPAILHLILS Ypasuenid. Popwyry AGers COHHED THUIIETEH
BB crbayomens Baxh:

2 el ¥ F (3 ad.
jaf(ﬁ) Ere II (n—1) fa (x—1) 1—n’
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I TOKAsEIBAa€TD, IO ee MOKHO ODOOIETH TARD:

Sm HE)ds — g\mF M Y@=\ d\ ILb F ) =5,’$f (&) ¢ (A—=§) dE,
a a : @

a (yEEmin @ («) # @ (x) H306pAKATH CYMME G(eBEOHEUHBIXD PATOBS,
COCTABIEHHBIXD WSBBCTHBING 00pasoMb IpH JIO’V[OHIE COBEPIIEHHO MPOW3-
BOIBHATO CXOAAMATOCS DI

sW=1ltagreayil.,

Bb 1889 r. b Annales de I'Ecole normale supérieure mameuarana
crarps CoHHHA, TOLD sariaBieMs «Swur les termes complémentaires de la
formule sommatoire d’ Euler et de celle de Stirling.

S,E'BGB JlaeTcd BBIpajkeHie AOLOTHATEIPHATO WIEHA BB (OpMyIH cya-
MupoBaHia Diizepa-Martopena, KOTOpOe, KaKb 10 CI0CO0Y ero BBIBOZA, TAKb
U Bh OTHOMIEHIH IIPARTHUECKHXE NPHICKEHiH, ¢b BEHIOLO0 MOKETh B3aMb-
HHTh BEpaXenie, ranuoe $K0OM 3aThMb BHBOIATCS BEIpakeHie TOIM0JHE-
TEIbHAr0 wieHa B% parb Crupamara, omkyga fas I' (1 4 #) moxyuaercs
BEIpaiKeHie

1 m+(m+9)_1

NG L
PLays YWar o S e

B3aMbBHD OOBIEHOBEHHO YIOTPEeOIgeMaro
1 o
F(l+€U)=‘/_2_ﬁumm+?e,—x+2l—w0<9<l.

Beb ocraabnsie padorst COmHHA, NYOINKOBAHB OBLIH TOIBKO HA pyc-
CROMD ASBIKE W TOTOMY MOJYYNIH MeHBIIYH N3BHCTHOCTS. Mewxay rhun
H BH HOXD HAXOXATCA WHTEPECHBIE W BAKHBIE DE3YILTATHL.

Bt 1886 roxy e Mssberiaxs Bapmaseraro YauBepcuTeTa HamevyaTama
CTaThd, OTHOCAMAACA BH BapiamioHHoMy ucuHelemin: <005 omperbienin
MaRCHMAIGHBIXD H MHHUMAIBHBIXE CBOHCTBS IIOCKANE KPHBHXDS.

Bt sroft crateh mpesmae mcero xaerca phmemie cabryomeit 331244,
KOTOPyI0 mpog. B. AmmcmMors BH cBoewbh Kypeh BapiamionHaro meumcienmis
(Bapmasa 1904 1.) HasnmBaers sagaueii Commma: «ITo FAHHOMY nug hepen-
LiaJbHOMY YPaBHEHID 2-T0 IOpAIKA

=9 ¥ 9) (1)
onperbanTs BEAL (YHRIIH F IOUH BHAROMD HHTETpaIa

Tk :
sz‘ (e, o, ) dw

€0

A1 KOTOPOH STOTH HWHTErPaXb, B3ATHIE BOTD kpuUBOE m3® ceMeficTsa, ompe-
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Ibagemaro ypasHeHieMd (1), MOkers OHTh maximum HIE minimum, II0
OTHOIDEHII) Kb HHTErPalaMb, B3ATHIMD 10 CMERHBIMG KDHBBIMD.

Boxpmas wacth pascMarpmBaeMoil CTAThH IOCBAMIEHA BOIPOCY O BO3-
MOKHOCTH  LOCTPOEHIA  KDUBOW,  yroBIeTBOpAOmedl  Iu()(epeHmialbHOMY
ypasHeHin BHIa yy'' =(y'), u obiajaomell MAKCHMAIBHBIMG HIH MIHH-
MAJBHBIMB CBOfiCTBAMD BLOLEYIOMAHYTAr0 pOLa, Yepest IBbE NPOM3BOILHO
3a/laHHBLI TOURA HA MI0CKOCTH. (b MOTOOHBIMD BOIPOCOMD MBI BeTphuaeMed,
Kakb H3BBCTHO, TpH pbhImeHim Bompoca O HamMeHbHIell MOBEPXHOCTH Bpa-
meHisg, TIB cooTBBTCTBYBMIIAL EpHBad ecTh UbIHAd JIHHIA.

Bs 1891 r. s Bapmr. Yems. Uss. mameuaraHa wuHTepecHas 3aMbrEa
«065 ocrarrh popmyas Taxépas (Taylor). Bpbeh AalTCA BHPAKEHiS HTOTO
ocTaTEa BB (opMb, OTAMUHOR 0T OOIIENPHHATHIXD (DOPMDB, NaHHBIXD Ja-
rpamgeMs n Komi; HoBag (hopMa HMBerd T0 IPerMyINecTBo, YT0 BO MHOTHXD
CIYYaAXD H, BH UACTHOCTH, BO BCHXD EIaCCHUECKHXH IPUMBpaxh, OHA JaeTh
BOBMOKHOCTh HaliTm Bechva Oamskie Mem1y co0off mperbasl ocTaTka BH 0UGHD
IPOCTOMS BB, UTO W IOATBEP:EAATCA MHOTIMH IpAMBpaMU, IPHBEIeHHBIMI
BB ¢aMofl cTaThb.

BrIBeTeHHBIMI BEIPAKEHIANE JTONOTHETEISHAT0 WieHa COHMHD ¢b yemb-
XOMB BOCIOIb30BALCA BH YIOMAHYTOMS Bhime Mmemyapb «Sur lintégrale

b
Pt

a

Bt mpomexyroks Bpemenm orh 1887 1o 1891 r. Commmn Hamedarard
mbaslii page crarefi Bp BapmaBckmxs YmusepcmreTcknxb Ispberigxs, 1m0
TEOpiM MPOCTRIXD W KPATHBIXD OMPeTbIeHHBIXs HHTerpaloss. Cb 1892 T,
eT0 PabOTH IevYaTanTes Bb Sammckaxs 0 Mspberiaxs IMmeparoperoft Axa-
nenin Hayks, wieHOMD KOPPECIOHIEHTOMD KOTOPOHl OHB cocToAld ¢b 1891 I.
Bamubiimris m35 »THXT Paborh HAXOAATCA BB ThemOfl ©BASH b padoTavu
3HAMEHNTATO0 MaTeMaTHRa YeOHImeBa.

Haneuarangag B LXIX romb Bammcors Mwmepar. Aragemin Hayrs
Bp 1892 1. cratead «0 TouHOcTH ompenbieHis TPeIBIBHBIXD BEIHIHHD
HHTEIPAI0BLS MOCBANIEHA BOWPOCY, BIEPBHe NOCTABICHHOMY eOBIIIeBEIME,
COCTOAMIEMY BH OmperbIeHinm cTeleHE TOTHOCTH, Ch KOTOPOK MOKHO CYAHTH
0 BermumHb WHTEeTpala

v
Szaf(w) de, IPH a <v < b,

10 TaHHBIMD 3HAYEHIAND HHTETPaI0BD

bk
g‘a: File)ide, T p—0,01,02 e —1,
Ja



~~ 288 —

moHmMaf Hoxk f{z) (yHemio, ocTalmynci=>0 Bb mpoMemyTEb (a, b).
Cx. counmenia YeOsmmesa, T. IL NeMe 22 m 23, a Tamme 1. I, cp. 733).
Bs pascyarpusaemodl crarh COHEED SaHIMAETCS TIABHEIMT 00pasOMb H3-
cIbIoBaHieMb IBYXT UACTHBING CIYUAEBD:

— q? a2
. e g

V27z

H2)g=—b f(e) =02—a?) *, OPE A>—1.

1) al_—_w—oo,.b:-{-oo, ) —

Hepspii cayuail OBLD pascMOTPEES cavmys UYeObmmessins, mo CoHmmy
yIaI0Cch TOXYYATh OROHYATETbHBIH pesyibrarh BB OGoxbe mpoctoi gopub,
ubMb Ta, Bb KOTOPOfl OHD Bhpakent y UYeObmiesa. DrToTh pesyiprarh Co-
HAHD (DOPMYIHPYETH BD BHLS CIBIYOIMEd TeopeMs:

«Hemn Fi () >0 pag Bebxb sHauewifi #, m W3BECTHEL HHTErpAIL!

ST +- 0 .
Sm (@) ds= 1, sac?kFl b e ';zkk—l),k=l,2,. el
457 A .

-+ oo

J.m2 e @) de =0, k=1,2 . . .m,
— oo

70 BEIWYHHA HHTETPAIa

v
S’Fl () de

~—icD

. 3aKINYaeTcd MeERLY NperbraMu

qU
1 2 ) E
Vr e—w # Zm =t 1
— o
v .
Bt O e
e ] B
i VTC e mdw_’_ 2m =1’
_m_ ”

b 2m 4 1 Hago IHECATh TPH m HEUYETHOMB, & 2m — 1 OPE KakOMb
JIOTHO m>. :

ST o Ml Xt A I B o St

-~

R T S




—Lgek

Ormmuie 970fi TeopeMH O0TH aHAXOTHUHOH efi BH Memyapb Uelmmena
COCTONTH BH TOMB, 4T0 y UYeOnimesa, BMBCTO IPOCTOTO BEIPAKEHI

T

Q’MI

T HaxojuTca ropaspo Ooabe caomuoe

3 Vg- (m? — 2 m+3) ¥ (g2 o2 4 1%
2.m—38P Vg —1
HepaBemcTBOM®T, BHITeKANHIMD WSL INPHBEIEHHHON Bhmme TeopeMbl (o-
HEHa, akaleMurhs A. A. Mapkosb BOCIOTB30BAJNCS TIPH TOEA3aTeICTES OfHOM
W3h BaKHBIXD TeOpeMb Teopin BbpodrHocteil, wbM® W TOATBEDPIMIT BaKHOE
3HaueHie moayueHHaro CoHEHBING pesyiprara. (Cum. A, Maprosp «lcun-
clenie pbpoarHocreils, 3-e w3m. ctp. 319 @ cabp.).

B rheroil ¢BA3H 0B TpeAbLIyHIell cTaThe0 HAaXORUTCA «3aMbTRa TI0 MOBOIY
macsMa II. J. YeGnimera wh (. KoBaxzescroiiy, mombmennadg Bb MsBbeTiaxs
Mymepatopexoilt Aragemin Hayrs sa 1895 1. Sybes COHEHD TOKasHBAETS,
UTO0 BOTMPOCH, MOCTaBICHHBE YeOBIEBRIMD BB HTOMB IHMCEMbB, a HMeHHO,
—BOTPOCH 0 Ipexbiaxs, BH KOTOPHIXG COTEPIKATCS CyMMa JaHHATO YHCIa
TePBBHIXD KOO (PHOIEHTOB: PALOBD BHLA

Ao+ A1 x4+ A2 22+ .
i 113; +§; +f;-|—.
pburaerca NpH MOMOMIM BEChMa MPOCTHIXD COOOpameHii.

Kb 10l ime Hareropim BONPOCOBB, T. . BOMPOCOBL 0 TPHOIMAEHHBIXD
BRITHCIEHIAXD, MOKHO OTHeCTH M MeMyaph CommHa «(0 HBROTODBHIXG Hepa-
BeHCTBAXh, OTHOCAIMUXCA WH ONPeTBIeHHBIMNG MHTETPAIaML» BH SaIHCRAXD
Mumeparoperofi Axagemin Hayrs sa 1898 r. 3xben BeBepensr oomiis gop-
MYIBl IS NpHOIUAKEHHATO BHIUMCIEHIS WHTEIPAIOBL BHIA

Eb S-bg @) {b ’

b (2) ¢ (v)? da, s de, 0 (x) ¢ (@) 4 (w) doo

a Jag (@ Ja
b 6 (x) 0003HAUAETH TMOIOEMUTEILHYI0O BEH Npexhiaxs HHTerpupoBaHiA
(ynenino, a @ () 1 W (£)—EKakid YIOAHO HHTErpUpyeMEa (yHemin. O6-
IiA (OPMYJBL IPHIATAOTCA 3aTBMB Kb UACTHRIMD CIVIAANH 0COOEHHO 3a-
MBuaTeIbHBING. BB oTOMB ke MeMyaph MB HAXOIAMH OUEHh HETepecHoe I0-
KaBaTeNsCTBO BEchbMa BaiwHOH Teopemsl, maBBeTHON TMOTL HasBaHieMD Hepa-
BeHcTBa YeObimesa, KOTOPYI0 MOMKH(Q IpeICTaBETL BDL BATD

b b

b b
( B (@) daz. S‘ b (z) o () b (2) de — J‘ i (%) ¢ () duo. f Gl () e =0, (1)
a a .

./ . c a
IpH ycuaosim, 4t0 @ (x) u w (x) 06F Bozpacrabommia mwim 06b yOERBawIig
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BB OpoMeswyTRE (@, b). OcHOBaHHOE Ha TepBOii Teopemb o cpefmeli Bean-
unHb mATETpata, UTO TOKA3ATeIBCTBO A0 CoHEHY TOBOLS HaBKBaTh BTY

TEOpEeMy mpemvero TeOPeM0on 0 cpegHeil, U BOBMOMHOCTDH TORasarb, 9TO0 BD

IpaBofl YacTH HepaBeHCIBa BMBCTO HYIS MOEHO MOCTaBHT: EBROTOPYO mMOT0-
UTEIBHYI0 BEIMTHHY.

Crarbs 1ogb sariasiens «JlTomoxmenie w5 crarsbs II. J. YeGnimesa:
«00b mrerpuposanin npocTHAMEXD 1 (ePeRIIatoBs, COIEPEKAMMND K-
Omueckifi wopem» (Ilss. I A. H., 1900 r.) m «0 mapaireiorpaMaxs, co-
CTOAIAXD W35 TPEXDh HIEMEHTOBs W CHMMETPHYHBIXH OTHOCHTEIBHO OTHOM
ocm» (ibidem, 1903 r.), onyOimkosaHbl Obm Torga, korna H. . Conmms
B cotpymamuecTsh ¢b A. A. MapROBHIMG OLLIB 3aHATH PasbopoMB PaAGOTH
YeObimepa H TOATOTOBIEHIONT WslaHis NOIHATO cOODAHIf COUHHEHid SHa-
MEHHTAIr0 Hallero TreoMerpa Ha PYCCKOMB U (PaRIy3cROML g3Bkaxt. 005
9TH CTATBH BARMOYAIOTH BbH ce0s XONOIHeHIT H PasbACHEHIT HWBEOTOPHXD
pesyrpTaT0OBs UeOpmesa, AAHEBIXG UMD JHO0 BOBCe 0es3h I10EA3aTelbeTBa,
Jud0 ©b J0KA3ATEIBCTBAMH, TDPeOYIOIEME Goabe mOIpOOHATO 060CHOBAHIS.

Uspamiens moamaro codpamis counmeriii YeObmmesa aragemurn H. 1.
Conmap m A. A, MapkoBD OKa3afl YUEHOMY Mipy HeOmBHEMYI yeuryry.

Counmeniz YeOsmmesa, msjlaHie KOTOPHIXG 3akoEueno B5 1907 r.,
JOKHBL CIBIATECA HACTOIDHOK KHATOW THEXD VUEHBIXD, KOTODHIE B3aHH-
MATCA BONPOCANT TPUOIMECHHATO BHUHCIEHIL, MId KOTOPHXD UeOH-
1ess, 3T0TH «Approximation’s Mathematiker par excellence», kakxd ero
HaspBaers F. Klein, 71arb COBEPIIEHHO HOBBLA METOIN H TOCTABUIE
COBEDIIEHHO HOBBLA 3ajJayd. PhimeHieMt »TuXD 3agaub U PasBHTIEMD HTHXD
METOAh BH HACTOAIIEE BPeMA 3aHEMAlOTCH MHOTIe BHIHBE MaTeMarmkm. IIpm
DPEeTARTHPOBAHIT (PAHIY3CKATO WM3TaHid TpyA0Bs YeObimesa, COHHHY MHOTO
IOMOTAJI0 er0 8HAROMGTBO Cb (PAHIIY3CKEMT S3BIKOMB, KOTOPHIMG OHB IIpe-
KpacHO BIaIbp. :

W3t uwmeaa pabors CoHmHa, HamedaraHEsxs 35 Mswpberigxs WM. A. H.

yoouMsHeMs erme 0 crarhb «Pans Wsana Bepmyriims (somsogsr wshs HETOpIn
mMareMaTugn ). C.-II6., 1897 r.

S1bcs CORMETD 00HADY:RMBACTD MHDPOKYI SPYANIID MO HCTOPIm MaTe-
MATHRA, KOTOPOH OHB €b I000BBI0 3aHAMAJICA BB WACHl I0CYra OB CAMO-
CTOATEIBHBIX'D YUEHBIXH TPYAOBS. (B OOIBIIHMD OCTPOYMieMs CORUHD BHICTY-
IaeTh BH ROHND cpoefi crarsm Bb samury MBawa BepHylinm HIpoTEBD Halla-
noxs Mopuna Eawmopa, atopa FalATaIbHATO TPY/a 0 MCTOPIH MATEMATHRI,
TOo mOBOTY cmocoba, UpEMbHSeMaro BepHYIIN Kb HHTErPHPOBAHI OIHOTO
Ia(QepermialbaaT0 YpaBHEeHid.
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Hocrbanern msb mevaTHRXG Padors COHEHA OBLIN ero «DTIONH 0 Hie-

MeHTapHOfl axreOpb», HallewaTaHHbIA cHepBa BH Bbcrameb omsrrrOf (pu-

BHRM ¥ BIeMEHTapHON Maremarmku» sa 1913 1., a moromd m BD BEIE 0T-
AbApHON OpOmIOpsL, moxs meeBfonuMoND H. Humocs. Dra Gpommopa CAVRATD
HATUASHBIMD J0KA3aTeIbCTBOMD TOTO, UYTO TAJAHTINBHIE ueniosbrks mHailizers
cayuafi cEasaTh HOBOE Jaike BH- 00JACTH, TOBHIEMOMY BIOIHDL HCUepHaHHON.
Hamucannas JOCTYIHO JId TMORAMAHIA Jaike JUCHAKOBD CTAPIINXD KIACCOBH
cpeyHell MKOIBI, 0Ha COXEPMHTDH BH ce0b MHOTO WHTEpPECHBIXD Pe3yIbTaTOB.,
Kakbh HAUPUMEDPDH: QITOPHOMEL [is BRMMCIeHiS KOpHedl 1000ff cremeHm oTh
HOIOWATENHHXE THCeNh, OPUIHHAILHEIN BHBOLG (opMyisl OmmoMa HpioromHa
U pacupocTpaHenie ero Ha ciydail wbiaro OTPHIATEISHAIO IOKA3aTEId CTe-
TeHH W, BB 0COOCHHOCTH, HEOOBIKHOBEHHO OBICTPO CXOTAILIfCA PALD IId BH-
YHCIeHId HATYPAIbHBIXD JTOTAPHOMOBE:

Yop 0 g Gt S T S e e oy

1—u
IAb TO gaHEOMY 1, IePBE UleHDs v UPUOMLKEHHO BHPAmaeTca (op-

why WPy % Ieg 3
MYIO0I0 © =5~ — (b THOrPBIIHOCTEO, MEHBIIEN %% ¢ TaEh &

CBABAHO €b v, Kb v ¢b 4 U T. I., a OBCTPOTA CXOTHMOCTH Ompexbirsgercs
HePaBeHCTBOMbB

8
v < B
s—1

SHAKOMCTBO Cb 5T0H OpOmMIOPOH MOKHO DEKOMEHIOBATh KARb yIHTe-
I1AMDB, TaKh 0 YUEHWKAMT CTAPIIAXD KIACCOBD CPETHEe . IIKOIHL

Cnucokb couuHenin H. A. Couuna.

1. O pu@depernnpoBanin b IPOMBBOTLHEIMG YRA3ATETEMD. KpaTkoe
cooburenie, cxbrannoe 27-ro asryera 1869 r. Ha BTOpOMB CHB3Ib PYCCKHXB
ecTeCTBOMCIBITATeNel W Bpaueli Bs Mockpb W HameuaTaHHOe BB IPOTOROIAXE.

2. O pasuomenin (ymgmifi BH OesKOHeUHBIe PIIEL. Marmereperas THC-
cepramis—Maren. (6., 7. V, 1871.

3. 0 mugdepenmmpoBaHin b TPOABBOILHEIMG ykasaTereMs (ibid.,
L 182, /

4. 00 HHTETPHPOBAHI TOJHATO VpaBHEHif

(A-+Cs) dx++(B—+Dy) dy+ Edz=
(mo mosoxy onmofi crathi)—ibid., 1. VII, 1873.

5. 00 WHTETPHPOBAHIN YpaBHEHill ¢ WACTHHIMH IIPOMSBOIHBIMH BTO-

poro mopanka. JMokropcrad amecepramis—(ibid., 1. VII, 1874).
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15. 00b oxmoyp ompenbiennoms muTerparb, COREPKAIMEND UHCIOBYIO
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IIOCKHXD KPUBBIXBE—ibid. 18K6.

18. 0 mpEOIMKEHHOMS BHWHCICHIE OUpexbIeHHEXE HHTErPai0OBD il
BXOTAMAXD IIPH 5TOMB BHYHCICHIH IBIsIXD (yEEmiaxs—ibid. - 1887.
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la védaction) Math. Ann. 30 1887. 2 c1p.
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amp. 1889.
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24. Sur les termes complémentaires de la formule d’Euler et de
celle de Stirling—Ann. Ecole Norm. Sup. (3) t. VI. 1889.

25. 005 ocrarsh gopmyrst Cmuparunra—IIpor. Bapm. 0. Eer. 15/27
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26. O mpuBeneminm ogmoro kKpaTHaro mETerpaia. Bapm. Va. I3z, 1889.

27. Tome cb pomoamemiens. Marew. Coopm., T. XIV.
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30. O rarDp HasbpIBAEMOMD (DUSHUECKOMD BaKoHB dians-deps Baaivca—
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34. 00B OTHOMD TOIYCXOIAMIEMcA paslokeHin o0maro suga—ibid.
23 .cemr. 1891.

35. 00p ommoMb omperbiernoMs mHTETpaxb—ibid., N 7, 1892.
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37. Sur l'intégrale JﬁaF ()
ger,, 1. XXXVII, 1892.
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43. Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichungen zwei-
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44, 0 HBKOTODBHIXD HEPaBeHCTBAXDH, OTHOCAMUXCA Kb ONpelbIeHHLING
naTerparaMt—3amucrn M. A. H. ®.-M. 0., VII cep., 7. VI, 1898.

45, Tomoamemie w5 crareh 1. J. YeOvimesa: 00b WHTETPADOBAHIT
mpocThitmaxs I pepeniatons, coTepRAIIN Ryonunbi kopens—IIss. My
Aganenin Hayrs, 7. X, 1900. :

46. 0 mapasrezoTpaMMaxh, COCTOAMEXD M35 TPeXh HIEMEHTOBD U CHM-
METPHUHBIX O0KOX0 OfHOA ocm—ibid., 7. XVIIL, 1903.

47, Sur les fonections cylindriques.—Mathem. Ann., B. LIX, 1904.

48. DrIOTE 10 baeMenTapHofi axreops. BberTHEED ONBITHOR (PEBMEE U
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SlIeMeHTapHOH MaTeMaTtmkm, 1913 1. (071, H3I. MOTH TCEBTORMMOMD: H.
Humocs) *).
]:[. ¥

Jdbarersnocts H. . ConnmHa, Kakbs 9T0 BUTHO W3 BHIIIEIPHBEIEH-
HBIXD Olorpaguueckuxsd cpbibuiii, He HCUEDPIHIBAIOCH OJHBMH yUYEHBIMH ero
padorayu. Bp Thenofl cBg3M ¢bh HEMH OBLIa €TI0 np'o@elc«co‘pncﬁa,ﬁ Ibarein-
HOCTh Bb TeueHie 20 xbTh BH BapmaBckOMB YVHUBEpCHTeTS, I'Th OHB I0-
CTABIIB IpelojaBaHie MaTeMaTHRH Ha AOMEHYI BBICOTY, a 3arbMb, IO
nepebsit Bn C.-IletepOyprs, BB TeueHie emme HECKOIBEAXD IbTH, Ha BBIC-
IAXh HEeHCRHXD Kypcaxs M Bb C.-IleTepOyprckoyd YHUBEpCHTeTH Ha IIpa-
BaXbh IPHBATH-I0LeHTa. JOCTOMHBING er0 IpPeeMHHEOMD B BapIIaBeROMH
yuuBepcuters OBLIG Oe3BPeMeHHO CROHUABHIificA, TalaHTAMBEI yuensil I'. 6.
Bopowoii.

Opnrunaipuplii Tadanrs H. §. Commea, npogsieHHbl UMD BH yIeHBIXD
€10 TpyAaxb, 3aMbuaercad W BB €r0 JeRIiAXH. COOCTBEHHOPYUHO MMH HATIH-
CAHHBI M 3aTBMD OTIHTOTPA()HPOBAHHBIAL €ro KypCh HHTErpalbHAT0 HCUH-
cleHid, UYATAHHEI Ha BBHICHIAXD KEHCRKAXDH EKypcaxb, OTIAYAETCA €TPOTO-
HAYUHHIMD, H3AMHBING M COBEDPIIEHHO ODUTHHAIBHBIMNG H3IokeHieMb. Hamn-
caBb 510TH Eyped, H. d. CoHEHD [DOIb30BalcA UMD LIA IPEIojaBaHid BL
Hecosehbwh 00bIUHON (popMb: 0HBH He uUHTAIb, COOCTBEHHO TOBOPA, JERIid, a
TperIaralt CIymaTeIpHATAND II0CT510BaTeIpHO U3YUATh er0 IUTOTpadmpo-
BAQHHLII Kypch H pefepHpOBaTL IPOUATAHHOE, 2 CaMb KOMMEHTHPOBAIDL H
PashACHATDL sacIymaHHbe pedeparsl. Kb cBoeft ayI@TOpim Ha BHCHINXb
KeHCKUXDH Kypcaxbh, PaBHO Kakb M KO BeeMy »sroMy yupempgenin, H. §.
BCETIA, OTHOCHICH Ch 6O.TII)III-HM’_B"CO‘IYIBGTlBiB‘MT) W OcTaBUIB 10 cedb y CBOUXD
OBIBIIIXD CJYIIATEILHAID, U35 KOTOPHIXD HBROTOPHA HEIHD COCTOATH MPEIro-
JaBaTelaMH Ha Kypcaxb, CaMbld IVUNIA BOCIOMHHAHIA

- Iocxb xparsospeMenmoii agMupncTparupHofi rbareisnoctn (1899
1901 r.) Bb kauectpb moneuntens C.-Ilerepdypreraro yuebmaro oxpyra, H. f.
CoruEd 3aHLID BB 1901 I. BamHbl 0 orBbreTBeHHH IOCTh Hpeichrareld
VUeHATO KOMHATETa IIPH MHUHHCTepcTBE HapoiHaro mpochbimeHid, Ha EOTOPOMb
ocrasaicda 14 rbre 10 cawoii cmeprn. Ilpw Berymwrenin Ha »ToTs mocts H. S
HAIIEXh OTPOMHOE ROIMUECTBO HEe3aKOHUEHHBIXD, Berbicreie Ooabsmm croero
mpemecTBeRnEa, 15rb. Cp TIpHeymen eMy osHeprien u ybaosarocrsio, H. Sl
OBIeTpO TpHBeTs B 9TH THIa BB WOPALOKS, .IPHBIERD BB YUEHBIH EOMHUTETH
ROMIIETEHTHHXD JIUIE [0 BCBMD CleniadbHOCTAMB, H8D IPO(eccopekoi o mpe-
TONABATEIbCKOfl CPETBL I TBEPAOH PYROW DYKOBOTILIH PAOOTAMA KOMATETA 10

1) Kpows roro, nepy H. A. Conmma mpumagiemxars nexpodorim III. Ipumra u J. I
Jnagerépa ps Ussberiaxs Axar. Hayxs 1901 u 1908 r., paxs penersiit 3 . M. H. Ilp. n 1. 1.
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BCHMB PAsHOOOPABHBING BOIPOCAN, BXOTHBIIEMD B Epyrs ero Bbubaig. Muoro-

CTOpOHHEe ero o0pasoBaHie, 3HaHie BaKOHOBDL, OTPOMHAA HAMATH H TBEPIO
yCraHOBHBIIiECA IeJlarormieckie NPUHOUNE MOIYUHIH OJaroJapHYID I[OUBY
ALd CBOEro IPOSABIEHIS Ha HOBOMDL 3aHATOMD HMB I0cTy. Kakb mssbermo,
OJHOI H3H 3474aYb JUEHAI0 KOMHTETa dABIJeTCS pascMOTphHie yueOHBIXD
PYEOBOXCTBD 110 PAasHBING IIpejMeTaMDb Hmsmmeil m cpepseil mroinl. Bygyun.
clemiazmcToMs mo MareMarukb, H. f. ofHako 0JEHAKOBO BHEMATEIBHO Hpi-
CIYMUBAICA Kb OT3BIBAMD WIEHOBD KOMHTETa 10 BCHMB CHENiadpHOCTAMD.
Hro sawbvamia mo 1m0BOLY STUXD OTBEIBOBG, XIBIaeMBIA BO BpeMd sachramiii,
OBLIH BCeIjla BechbMa COJepKaTeIbHHl M WHTEPECHHL M, 3a PBIKAME MCRINO-
UeHIAMH, BCErfla UPH3HABAIHCH CIPABENIMBRIME CAMAME ]ENeH3EHTAMI, 2
sarThbvb H BebMDL KOMHTTOMD. (aMb 0HB pbAK0 BEICTYIAIb BL KadecTsh pe-
IEeH3€HTa pPYROBOACTBDG D0 MaTeMaTHES ¥ BB ITAXDH CIAYIAIXD OTHOCHICS
OYeHb CTPOTO Kb aBTOPAMb STHXD DYKOBOLCTBD, HHOTAA JAake b H3IAIIHEH
pbarocTI0. Ho, 10 cymrecTBy, ero KpHUTHEA TMOUYTH Beeria OBLIA CIPABELILBA,
I He MAJ0 ILIOXHXD yIeOHHKOBD He IOIYIAIO TOMYIIEHIS BH KauecTsh pyko-
BOICTBD, OJarojapd €ro OT3b5BaMb, HAIEUATAHHRIMD BL <Hypwain Muwu-
cmepemsa Hapoonaro IIpocsnuenia, WId OTSBIBANT TPYIUXD LICHOBD KOMH-
TETA HHEPIHUHO IOJIepEAHHBING mHpepchrareseNs.

Hamboabe spynmsm pbaayu, mposetennsivn H. §I. 85 komvmrerh ObLio:
1) cocraBledie IpoerTa HOBAT0 ycraBa THMHABiH, mpormMmasiii m mpmroro-
BATEABHBIND IIROIEH MEHHECTEPCTBA HapOJHAro Ipocbmieria m 2) pedopma
IpenogaBanisd Bb PealbHbINd yumiaHpiaxb. llepag padora, ®h comarbmin,
He IOIyumla X0 CHXE HOpH AalbHbilmaro xoma, B5POATHO TMOTOMY, 9TO OHA
Oblta OKOHUEHA Iepelh HAcTYIIeHieMb CMYTHAl0 BpPeMEHH BB KIHSHH DOCY-
japeTsa; BTOpad ke Oblia ocymecTBieHa BH 1907 T. m 10 CHXB TOPH
ocTaeres BB CHIb 0ess maMbHeHIid.

BripatOorka npoexra HoBaro ycrapa TEMHasiff w T. 1. mauara Opia 31-10
vapra 1903 r. u sasomuena 1-ro ioHs 1904 1. Eif ObLin IOCBAUIEHBL
TPHANATH TPH 3achlaHid KOMHCCIH, BB COCTaBB KOTOPOH BXOIWIN BCH UIEHB
OCHOBHOTO OTABaa y4eHAT0 KOMHTETa, OJUHD WIeHD 0co0aro oribia TOTo &e
ROMATeTa (T0 HAYAJIBHOMY 00pasoBaHin ), IBA AKALeMHKA, OITHD mpodec-
COpPh YHABEPCHTETA, XBAa OKDYHKHBIXH MHCIEKTOPA M AEBATH IHPEKTOPOBH
THMHA3Ill U peaabHbIXh yumamms (.-ITerepOypra.

TIperebnarerscroBars B0 Bebx® sachbiamiaxe H. f. Commas. Pesyin-
TaTEL 9T0ff OTpoMHO#T paloTH HamevaTaHHl Ha IPaBax’b DPYKOIMHACH M COCTA-
BIAKTH TOMB Bb 459 crpanums Ooxpmoro (apmara. OHa, BbpoaTHO, 0yIETH
TOI0KEHA BDH OCHOBY TpefcTodmiefi peopMBI cpefgHeil NIKOIB, Ha PALY Cb
IpYTEMA MaTepiaraMd, Kakb-T0 paforaMm RoMHCCil, 3aHAMABMAMECI THMDB
He BOMPOCOMD Mpu MEEHCTpaxh DBororbmost m BamHOBCEOME.
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PejopMa yueOHHXD NIAHOBD Bb DPeAlbHEIXD VUMIMIIAXDH, HAUATAA IO
uanniataeb H. d. Conmma Bp 1905 1. ¢b paspbmeHid TOMIAMEHAT0 Mi-
mrerpa B. I I'1agosa, OROHYATeIbHO BBeJeHA OBLIa BH IbiicTBie Iums ¢h
mauara 1907—8 yueOHaro roga. Hra peopMa, TIABHEIMG 00pasoMbB, KOC-
Hylach IpelojaBaHid MaTeMaTHRH [ ecTecTBOsHaHiA. IIporpaMmb 9THXD
IpefMeToBh, BHPAOOTAHABA Bb 0COOBIXD KOMUCCIAXH TPH YICHOMDE KOMH-
Terh, 00cy®Ialmch B sachiamin yuemaro kommrera 29-ro mag 1906 1. 1
noc1h EbKOTOPBIX® HaMbHeHifi OB MEHECTEPCTBOMB YTBEPAKLEHEL.

lraBEbib HOBOBBEJERieMDb Bb YYeOHLIXD IIAHAXD PEAJbHBIXD YULIHIID
HaJ0 CUATATh BBeJeHIe HaYalb AaHAINTHYECKOl TeoMerpim M  ocHOBAHI
BBICINATO aHAlm3a Bb Kypeh VII NOHOIHHTETBHATO EIACCA DPRATbHBIXD YUi-
amngh.  IIporpaMmy 9THXD OpeIMeToBh, Bh COCTABICHIH KOTOPOH (OIBmOE
yuacrie mpmanvars H. f. Connmbp, KOHEUHO HeIbssd CUHTATH IOCIBIHEMB
CIOBOMD BB TAKOMD BaKHOMB BOIPOCH, Kakh BBeleHie Haualh BBCIIed Ma-
TEMaTHEN BbH KYypch CpefHedl mMEOIL, HO OHA HpelcTaBldeTh IIEPBHI IIaIb
Bh PBIIeHim 5TOT0 BOmpoca, W HTOTH WArh ObLe crbrams Oaarogaps Tayoo-
komy yobmmeniro H. f. CommHa BB CBOEBPEMEHHOCTH TakOTO BBeNeHid N
DHEPTIH €5 KOTOPOI OHB 970 yObimIeHie TPOBOTAID.

Kb pbarersmocrm H. . CommnHa, kakb mpegchraTeld yueHaro KOMIi-
TeTa, HAA0 elle OTHECTH ero yuacrie b padoTh MemIyHADOIHOHR -KoOMECein
10 NPENOJaBanil MaTeMaTHRH, OCHOBAHHOH, II0 HEANiaTHBE mpod. Smith,
#a komrpecct Bp Pmvb, Bs 1908 1. ['maBHas mwbis sTofi KOMHECcim, Rakb
OHa (hOPMYIUPOBAHA BB IIPEIBAPATEILHOMD JOKIajb IEeHTPaJIbHATO KOMH-
TeTa, JOIKHA BaRIOUATHCA BEH TOMDH, UTOOH «PascabIoBaTh COBpPEMEHHEIS
HaOpaBleHid BDL IIpelofaBaHid MaTeMaTHRH BH PA3INYHBIXG CTpaHaxh U
omy0auRoBaTh 00mifi 0 HEXD 0TYeTH». IloCTENeRHO PaCHIHpPAACH, MPOTPAMMA,
3aHATI MexIyHapogHOfi KOMICCIH OXBATHIa BCEBO3MOMKHEIE BOTMPOCHL, RKaca-
Iomiiecs IpemozaBaHid MaTeMaTHRM Bb JUeOHBIX'h 3aBeleHisAXD BCHXTD THIOBH
n crymenefi, B0 Behbxb cTpaHax®s oOpasoBamHAro Mipa. Pa0oTel ed cocra-
BIAKNTH B HACTOAIIEE BPeMd OTPOMHYI JNTEPaTypy, ONYOAAKOBAHHYI IIeH-
TPAIBHBIMG KOMHATETOMB H HATOHAJBHBIMH TOTKOMHACCIAMH.

«Bp gmsapt 1909 roza mpexpchbzarers meATpPAIbHATO KOMATETa, IIPOd.
Raefimp o0parmica orp HMeHH KovmureTa Kb akagenmry H. f. Commmy
Ch IPHTIAINeHieMb B3ATh BH CBOM DPYKA Bce IBao, JIOCKOIBEY OHO Ka-

caerca Poccin. CosHaBag BCI TPYAHOCTh M OOPEMEHHTEILHOCTH TOCTAB-

TeHHOfi MemIYHAPOIHEING KOHTPECCOMD MaTeMaTwkoBh 3ajamm, H. f. Commms,
BB BALY 0c00ar0 TOIOKEHis, BaHAMAEMAr0 UMD B IEHTPAJbHOND YIpa-
BIEHIN MEHECTEPCTBA HApOXHATO TpOcBBIeHis mo RomEHOCTH Tpeichraremrs
yueHaro KOMHTeTa, PaBHO KaKb W IIPUTIAMEHHBIE AMD Kb YUACTI0 BB Iele-

T —



Tanin mpoecops MATeMATHRT Bh C.-IleTepOYpICRONT  TeXHOIOTHULC KON
urernTyrs B, M. Kosrosmus w ampertops 2-ro Merporpageraro pearsuaro
yumimma K. B. ®OXTT, ®axb wIeHH yueHHATO KOMATeTa, NPH3HAJIL Ceds
HPABCTBEHHO ODABAHHBIMI IIOCBATHTh CBOE BpEMA K TPYAD HAHIYYIIEMY
BBIIOIHEHII0 TOTO, 4TO Tlagaers Ha 1010 Poccim ps MeRTYHADOTHOMD IIpej-
opisgrins. e

Iepsorvs  1baows PyCCROT mexeramim OBLI0 H3T1ATH pycckiii mepeBoxn
IpPe/RapUTEIbHAT)  JIOKIAZA  LeHTPAIbHATO ROMATeTa, COCTABIOHHAT0 Ha
(panmysecront A3bEb CBEperapeNs koMHTETd, Mpod. H. Fehr (femesa), n
PAs0CIaTh  BTOTH UEPeBOTH DPASIMYHBING IHIAMB, ROTOPHIXD Aexrerais
HaMbpesagach TpHBIEUL Kb padorh nw PycCEOll HAmiOHAJBHON mOLKO-
nnccin. IIpUBEIGRHEIA BHNIE CTPORE Bb «», B3aHMCTBOBAHBEL HAMH W35
ZOOABIEHIA Kb DPYCCRONY HBTAHID VIOMAHYTOTO  FOoEIata. HMexoraraii-
CTBOBABL §y MIHACTPA HAPOAHAT0 IPOCBBmIeHis HeoOXOTmMBLA cpercTsa
AT Opramusallil pycckofl mogroMmecin # msiamis eg OYAYIAXD TPYI0BE,
H. d. Commrs cospars 21-ro HOA0ps 1909 1. coGpamie yYacTHHEOBT
BT0M~ HOXROMICCIN, BH ROTOPYI0  BOULIH 1 TIPOBWHI[AXLHLIE IIPOeccopa
H N6TaroTd, H, H3M0RUBS CBOM BSIIAND HA XapakTeph o HalpaBIeHie
IIPEACTOAMET PAOOTEL, NPEIICKITS [IPICYTCTBYIOIIIND pacoperbanTs MemIy
c00010 COCTABICHIe OTUCTOBD O MPemoTaBaHIn MaTeMATHER BH THEXT VaeOHEBINT
SaBeJeHLAND, ¢'b KOTOPEIMA KAa:mIBI 3T WIEHOBD BCET0 OIMmke COTPHEACALTC.

Bb HacToAmEe Bpema omyOamkoBamo ma q)péﬂqygcmm, I HbMeroNs
ABBIEAXD 10 MOKIATOBL pycckofi momgoMHccim TepeBofATCd  eme JBa,
TPECTABICHHBIE HA PYCCROMG #A3HEb. STaMEH oprammsamiommmMm pabo-
Tayg m orpammumiock yuacrie H. A. Commma BB Tpymaxs MeRIYHAPO,1-
Holt rommccim. Hesasmenmo orn memocTaTra BPeMEHH, B3aHATOTO XPYTHMH
ODSBAHHOCTAME €70, Kakb Iperchiarers VUeHaro kOMHTeTa, HBCKOABKO
Oesy4acTHO® OTHONIeHIe ero Kb nbay Memtymapoznofl Kommecim 06'5&0:35310\05,
0 COOCTBEHHOMY €ro NMpm3Hamin, ThMb, uTO OHB CcoMELBAICS BE BO3MO-~
HOCTH HCIIOIL30BATL TPYABL 9TOH KOMHCCIH XS HYEID MATeMATHYECKATO
o0pasosania ®% Poccim. Bro commbmie, BT con O4€peNb, BHI3HIBAJIOCH IO
TECCHMHCTHYSCRUND B3TIALOMD Ha YVCIOBLA, BB ROTOPHIXG BB TO BpeMs
HaXOAMI0ch 1610 MKOILHATO 0GPasOBAmis B Poccim, a Takme merocTaTEONT
IeAATOTIMECKaro MepeoHata, T0CTATOTHO TOATOTOBIEHHATO A OCYIIeCTBICH A
MAPOROH  PePOPMBL IIPeNmofaBaHis MaTeMATHEH. DTOTL HEJOCTATORD OM[Y-
IAETCS, BIPOTLND, HE TOFDLEO Y HaCDh, HO B BB APYIHXD CTPAHAXD EBPOIEL
Taroii Baraags Ha 1h10 MeAYHAPONIHON RoMHCcin He Mbmaas, 0THAKO,
COHUHY HHTEpecOBATHCS PesyIbTaTaMu - saHATI RoMECCim, ITYOIMRYeMBIMIT
Bb MHOTOUHCIGHHBIXD TOKIAZAXD €1 WIeHOBH W BB OTIOTAXE 0 KOHI'Peccaxs
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B Cbb3Iaxbh, ODPTaHM3YeMBX> €0 Bb DASINYHBXG TODOZAXD Salamaoi

EBpons, # ¢m0cO0CTBOBAID KOMAHINPOBEAME UIGHOBH DPYCCROI Jeleramin
Ha 9TH GEHB3ILL
111.

Ilepsore npmsnakm OoxbsEm, koropaa cpexa H. . Commsa BbH MO~
runy, mosmanch abroms 1914 1. Korma ompexbimiocs, uro 60xbsHb
oTa Tpedyers oueparnBHAr0 rbuenis, H. §l, 0esp BeAREXD KoaeGaHili coraa-
CHACA Ha Ouepamin, pbummss ©00poThca ©b 00ab3HBI0 BehME  cpemeTBAMA,
KOTOPEIMH PACIOIaTaeTh MeJmInEa. Olepamids Gbua IPOU3Be/leHa BB aBTYCTH
1914 1., mpx vemb OOHAPYHMIOCH, UTO TUPEANOIOKEHie Bpauelr 0 TOMB, UTO
NPHYHHO 00Xb3HH OBLID PaKb HeTyIAka, ONpaBIaloch, HO YIAIATh 3I0KaUe-
CTBEHHOE HOBOOOPa30BaHie He YIaloch, oTYacTH Beabjiersie caadoii mharenn-
HOCTI CepAlla (OABHOT0, 0TYACTH BCIBACTBIE CIIBHO PABIHTON (POPMEL OLYXOIH.

Bo mepsbiii pass BB kmsEE COHHEG Jadb ce0s OOMAHYTH; BPAUN He
CKasalHl eMy HCTHHBL, @ TPHBeAd ero Bb YYBCTBO MOCTE XIOPOGOPMAPO-
BaHig, YBBPHIN ero, UT0 OOyX0Ib yiadema. Hewssberno, A0aro IH OHB
EHIB BH 910l yBbpeHHOcTH Tocah omepamim; BO BeAROMD cayuab, M-
cdalla  Uepeshb JABa I10cIb Hed, CHMOTOMBL IfpexHeii O00absHH BO300HOBIN-
ame, w H. §I. mpmobres “mp mHOMY cmocoby abueHis, peROMEHTOBAHBOMY
eMy HBROTODHIMH OIMBKHMH Kb HeMy IIOIBMH, a WMeHHO rbuemino ayuaMu
Penrrena y i-pa Smoscraro, pasmaro OyAro Obl OXarONpisTHEIE Pe3yIbTATHL
y- apyrore Ooasroro. Hbkoropoe yrumenie pbiicrBurersmo mocrbrosano mocab
HberoIbENXD cenconh u H. f. BocmoussoBazcs mMb, 900K BT Teradph 1914 r.
CHOBA BCTYIATH BDH WCIOIHeHIe 00AsaHHOCcTell Ipepchiarend yYeHATO KOMI-
rera. HymHO OBLIO YIHBIATBCA TOM cmarb BOXE W TOMY CTOMIUBMY, Ch KOTO-
PRIMM OHB TIEPEHOCHID CBOI TSLKREYI0 W Hemarbummyno GoxbsHb, I Tof cBb-
KeCTH YMCTBEHHEIXD CIIOCOOHOCTeff, KoTopas ero He IIOKATada I0 CaMaro
HOCTBIHATO JNHA AWSHEL. JBIaMI ROMHTeTa OHB BCEe BDEMS He IEpecTaBals
HTEPecoBaTbCd H, KOIZA yKe He OBIB BH COCTOAHIM BHXOINTH H3DH JIOMA,
pacImopsmascsa JoCTaBIeHIieMb BTHXDH AbIb Kb cedb Ha RBApTHADPY, BHAKO-
MAICA C©b HEMH H JaBalb HEOOXOJIMMBIA YRasaHid. Jmmb 3a IBa AHA 10
rogunnsl H. . Comnns o0parmwicd kb MHHHCTPY Ch HPOMEHIeMB 00 0CBO-
GOMICHIN €r0 0TH HOLKHOCTH TperchIaTers yueHaro KOMETETa, HO HTOMY
HPOIIEHIID YK€ He MPHILIOCh AaTh Xoja, W yrpoMt 14-r0 ¢espara 1915 1.
H. d. Commus THXO CROHYAICA, 0CTABAACH HA TOME IOCTY, KOTODHI OHL CBH
9ecThI0 3aHEMAID BH TedeHie whasixt 14 rbre. Bb cperb coTtpyIHEKOBD #
NOTYNHEHABIXD OHB OCTABAXD T0 ce0b caMyn TYUmyi0 HaMaTh.

K. Iocce.
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MNMPOTOKONbI
sachpnanid Xapbrosckaro Matematnyeckaro 00wectsa.

T -

Ouepesnoe 3actpanie 1 despana 1913 r.

IIpucyrersoBaan: M. M. Cusmoss, C. H. Bepumrefins, H. II. Bb-
agess, I'. A. I'pysummess, J. A. Pomansckifi, A. II. IlmeGopekifi, 4. B.
Peunncgifi, A. II. I'py3unIEB®.

IIpexcbrarersctoBanrs I. M. CAEROOBE.

1. I. mpexchiarenb BADOMHHIB O CMEPTH M0UeTHATO uieHa (O6mecTBa
G. H. Darwin'a u npeilomuilsb MOUYTUTH IAMATh €r0 BCTABAHIEMD.

2. I'. npegcbaareas poiromuas sagBienie Hommmceim «Répertoire
bibliographique». CouyBcTBys npuEnAmiazbeO npeinpisriro, O6mecrso He

[ : IMBeTs BO3MOKHOCTH TIPIfiTH Ha TOMOMB BB MaTepialbHOMD OTHOUIEHIH.

3. I'. mpeacbrareas coodmuis 0 uecTBoBaHim 50-1bTig CyllecTBOBaHIA
Yemcraro Odmecrsa «Jednota Ceskych Matemat.»; cBoeBpeMeRHO T. IIpej-
chrareas mocrass MPHBBICTBEHHYIO TelerpaMmmy.

4. T'. mpenchiarens coo0murs o cocrodHin uewarawig «Coobmenii
O6mecTBa».

5. I'. mpexchrarens ponoxurs o npuciasHofl crarwh S1. B. Vcemenckaro
¢b peromeniamieii B. A. CreraoBa «O HBEOTOPHXTE Teopemax® JliyBumias».

6. Maremarnyeckiii Epyx&oxb BbL MockBb mpuciaas cBofi EypHAIH
«Marematuuecroe O6pasosanie» ¢b mpoch0oii BEICHIATh H3lamia OOmecTsa.
IToctanoBieno Beicaars ¢b XIII ToMma.

7. I. A. Tpysunuess cibaars coobmenie «00B 0THOMD PYHETIOHAIE-
HOML ypaBHEHiN».

Jambuania 6otmn crbaasst C. H. beprmreitnoms, A. II. IlmeGopckums,
A. TI. TpysunnessMs. -

Neparoruyeckoe 3ackaanie 1 mapra 1913 r.

MpncyrcrBoaan: JI. M. Curmoss, I. A. I'pysmmmess, M. H. Jary-
tuHckill, . M. Hasapesckiii, 4. B. Peunnckifi, A 1. Ilmebopckiii, A. II.
I'pysuniers.



e

IIpeachnareascrBoBaas J. M. CuHLOBE.

1. Ilpexchbaarens coobmimin, uro 6udaiorexa Vausepcutera BL Yucalh
NpocHTH BHIchLIaTh efi «Coobmenia» O0mecrBa BH 00MBHE Ha Auccepranin.
1locTaHOBIEHO BBICHIATS.

2. Hpercbrarers foxoxmuas o O6aavogaproctu R. Dedekind’a 3a ums-
OpaHie moueTHBIMB wieHoMT OOlIecTBA.

3. Ilpexchiarems mamommurs o cmepTn P. Gordan’a, Kinkelin'a n
Lauricella ¥ mperro®uas mouTHTs UXTE NAMATH BCTABAHIEMD.

4. M. H. Jaryrunckiii cibraas coobmernie «(O GesKoHEUHO-YIaJeH-
HBIX'D BJeMEHTaxBb». 3ambBuanid cibaamn . A. I'pysunuess u . M. Cunnoss.

5. 1. A. I'pysunyess cibrars coobmenie: «065 oanofi zaiaub m@a
HOCTPOCHIE».

6. 4. M. Cunyoss cubrars coobmenie: «061b oxmofi sazaub siemen-

‘TapHOfl reomeTpin». Sambuania cxbaaam A II. pr3]/IHI_[eBb T. A. T'py-

sunness, A. II. Ilmedopckiii, M. H. Jaryrunckiii.

3actpanie 22 mapra 1913 r.

Ipucyrersopaau: 1. M. Cunnoss, 1. A. Pomanckifi, C. H. Beprmreiins,
A. II. Tpysunness, B. X. Tasarns, . A. I'pysunness. II. M. Epoxunts,
H. . Opmuukiit, M. H. Jdaryruuckifi, H. II. Bbagess, M. H. Mapuesckifi.

IIpeachrareascroBant J. M. CuHIOBE.

1. Msonpaerca BH wrens: Oomectsa oxonunsmifi MockoBesili YEu-
sepcurers Hukoxaft Jwoxsurouus Opauukif. \

2. Ipexcbrarens podomunas o mpeicroamuxsb crhagaxs B Tudanch
n Mocksb. B cBsisu ¢b MOCKOBCKHME CHB3I0ME npenogaBareireii mare-
MATHEH TpelchiaTe1s HaloMUHAETS 0 Pe30IONIAXE OHBmAaro IlerepOypresaro
crbaga mpemojaBaTenell MaTeMaTHEM. BhICKashBAOTCA I0XeIaBid HMBTL
npexcraBuTereii ore XapskoBa Ha oMt cvbspb. Jdas obeymiemis sroro
BOIIpOCa pbBImeno cossarh oco6oe coGpawie.

3. I A. I'pysunuest cibaars pokaaxs: «Pbmenie ogmoro Tpamncuem-
JIeHTHATO ypaBHEHid».

Sambuania 6san cybramer: I, M. Cuumosmne, C. H. BepamrTeiinoms,
M. H. Jaryrauckumt u A, I, TpysunmeBsIMb.

4. M. H. Mapuescrifi crbrars posaann: «Kb Bompocy o cymmupye-
MOCTH pdAiors BEH cMpicas Holder’a u Cesaros. :

Sambuania cpbramei: T. A. Tpysunmessins, M. H. JaryTunckuus,
A. M. Cunmosrivn, B. X. NMasarnems n C. H. Bepumrefimons,

5. 1. M. Cuanioss }.lOJIOJEl/IJI'L crateio f. B. Ycnencraro: «061 opuoi
teopenk Stieltjes’a».
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3actpanie 3 mas 1913 r. ;

Hpucyrcrsoaan: J. M. Cunnoss, B. M. Kyipesuus, M. H, Mapuesckifi,
I'. A. Tpysunness, B. X. JTasarus C. H. Bepnmreiins, A. II. Imedopckii,
II. M. Epoxnms, A. Il. I'pysusuers, Y. B. Peunnckiii u H. J. Opanngifi.
IIpegchuaresscroBars . M. CHHIOBB.

}. 1. I. mpexmcbrarens TUpeilo®uIs IOYTHTEL BCTaBaHieMs HEJaBHO CKOH-
yaBmarocg npod. P. Schoute’a.

2. I. upencbrareas cooSmuas muceMo, nosyuennoe npod. H. H. Cai-
THIKOBHIM'B 07D 1pog. De-la-Vallée-Poussin’a o coraacin Beasrifickofi Axaxemin
Ha 0OMBHT H3zamiamu.

3. I. npercbrarens 0pepsoEuIL 0ODATHTHCA Kb Mopcroit Arajgemin
¢b Ipoch0oii 006 00MbEDB ma3tamismu.

4. T. nperchbparess coodmuirs cebibmia 0 npejcrogment cpbarb
ecrectsoucneiTareaefi 3 Tugauch.

L Nt it

5. I. npegchpareap coobmurs 0 EHHTaxb ush OnOIiOTERM mpod.
H. I. InipuukoBa, TOCTYymuBmEXE Bh Maremarmieckoe OGmECTBO, H 0
IPYruxs KHUTAX'. 'I

6. 1lo mpegtomenio r. mpeachrarens nocraHoBIEHO XoJaTaflcTBOBATH |
r - nepeas Mumncrepcrsoms Hapoamaro Ipocshmeris o cybeuain 10 1200 py6.

7. Cryn. H. B. Boasgicons cibaars coobmenie «06 0pIHHAIBHEIXD
CBOTICTBAX's KOMILIEKCHBIXD UHCEXH».

Meaaroruyecroe 3actianie 13 cewtadps 1913 r.

[Mpucyrersopamu: I. M. Cunmoss, A. II. Ipysummess, I. A. I'pysun-
uesb, B. M. ®ecermro, H. H. Esgoxumons, B. H. Momenro, A. II. Ilme-
Gopekifi, H. 6. Cuenrzeps, M. H. Mapuesckiii.

IIpencbrareascroBars 1. M. Cnumoss.

3 b HpeﬂC’k,’laTe.ﬂB COOOMHUND O MOCTYNHBMHAXD 3a JBT0 KHMraxs,

II1aBHBIMD oépaqu'b, 0 kHuraxs ussb Onmbaiorexw mpod. H. JM. IImipumkoBa.

2. T'. mpeachaaress coobmurs o Tudamcckows cpbsrb, MMeHHO o

CeRNiH IpermolaBaHia ¥ o mpefcrogmemt 2-Mb ¢bh3ih IlpenosaBareaeii

Maremartuin u 0 MpeANOIaTaeMHIXh Ha HeMD Iokiafgaxt. Ilo mpepiomenino

I. [peAchiaresda TPU3HAHO KeAaTeALELIND, 4T00s Maremarnueckoe OGMIECTBO

ABIAIOCH EATPAIbHEIMT ~ VYpeHIeRieMb Mas MBCTHREXB Tpenojasarened,

5 KeJaOMUXb YUACTBOBATh BB IpejcrodmeMd cbBagh npu noarotoBrd u
00Cy#HIeHIM NO0KIAL0BE.
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3. T. mpenchbiarens moxomnis 1Ba muchMa rr. npemojansareaelf, gaca-
oIEXCcA HBEOTOPHIX' BOUPOCOBT IIPEHoi0BaHiA TPUFOHOMETPiN U airedps
BH cpelHeil mroxk.

4. I'. mperchaatens co06muas o momeproBanin T-oms I, JX. Coituna
KHUTD i mejarornueckoff omGaiorern. IlocramoBieHo BHpasuth Giarogap-
Hocrs T-By I1. 1. Corruma u A. A. Boakony, Oxarogapsa coxbitcrsilo koroparo
MOAYy9eHE 3TOTH Japh.

5. Bb urenp O0mecta madpansl mo upemiomeniio I M. Cummosa u
A. II. TlmeGopckaro H. 6. Cnenraeps, K. J0. Kyxapesas u T. C. Toay6s.

Foguynoe sackaanie 29 cewradpa 1913 r.

Ipucyrersosaan: J. M. Cumnoss, H. H. Esgosnmoss, C. H. Bepn-
mreiins, H. II. Bbigess, M. 1. Caxaposs, B. X. lasarms, B. M. decenko,
ALB. d{eﬂeXOchﬁ A. II. Ome6opcekii.

Hpenc“ﬁaweﬂbcmosam X. M. CuHEOBE.

1. I'. npexchraTeas T0J0MHIH O HOIYYEHHLIX'D HAAAHISXD.

2. JolomeHDs M yTBepPHICHD OTUETH 33 1912/, ar. romh.

3. I'. npenchaarensr cabraas coobumernie o cocrosmin meuarasis <Co-
o0menifi» O6meecrsa 1 001 H3gaTelbckol 1bATEIPHOCTH O6mecrea u mpej-
TORHIB BEHOpaTh KoMMHCCIl JXia pascMorpbmis oTuera 1o mpojaxh usyamii
«XapoeoBckofi Maremarnueckoii Budaiorexns.

4. Ilo safgBieHin mperchlaTexd u CeEPeTaps NOCTAHOBAGHO Ha 6YIy-
mee BpeM# NEHEKHBIH 0TYETh COCTABIATH HA TDAENAHCKIA Tolb.

5. llo mpepnomerino mpeschiaress IocTAHOBIEHO JepEATE HOcobie
13T cyMmMbs Munucrepcrsa Hapogmaro Ilpocebmenis me BB Kacch Ymusep-
c4Tera, a BH OJHOMB UZ'b KPEIWTHEIXD yupemieHill, npum uems BHOOPDH
STOT0 MOCIBIHALO MOCTAHOBIGHO IPEJOCTABHTS PACIOPALUTEIBHOMY KOMHTETY.

6. I'. mpexchrarers mpegioxmrs npuriacute 6ubrioresapa O6mecTsa
¢h mraroff o 20 pyo. BL M”ECH[I,’I: Bb yuedHOe BpeMd. [ipomb Toro mocra-
HOBIGHO HOJIATHTH IO 5 KOI. 3a KAPTOUKY Ha MNpemIe TOIYYEHAHA KHUIL,
ITpepromxenie npumsATO.

7. llo npemromenino 1. mpemchraTeas MOCTAHOBIGHO ACCHTHOBATH
300 py6. Ha mewatamie 3-T0 K 4 ro BeImycka «Pyccroi MareMarnueckoit
Budxiorpagiu».

8. ITpoussenensl BLIGOPH pacmopanuTerbaaro Konurera ma 1913/4 ak. T.
usbpansr: mpexchbrarerems upod. J. M. Cummos®, ToBapumamn mnpejichia-
Texd npod. A. II. I'pysunmess u mpod. A. II. NmeGopekili, cexperapems
mpus.-gon. C. H. BepHmTeRHE.
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3ac’s,n,auiel18 okta6pa 1913 r.

Hpucyrersopaan: X. M. Curnoss A. I1. I'pysunuess, I. A. Ipysunness,
A. A. Pomanmckiii, B. X. Japarms, A. II. Ilme6opcrifi, M. H. Jaryrusckii,
A. B. iReaexoncgifl, C. M. Cemurbrors u C. H. Beprmreiins. -

IIpencbrarerscrBoBaas upod. M. M. CuRIOBE.

1. Bacaymanb fokrans M. H. Mapuesckaro «06% yca0BRO cXofamuxcs
KOMIOJEKCHBIXD pajgaxb». Bb npemiaxs npumamm yuacrie M. M. CuHIOBS,
A. II. meGopckifi, I'. A. I'pysunness u C. H. Beprmreiins.

2. Jokrays A. II. I'pysumnesa «Teopis JBUKERiS 31eKTPOHOBTL BB
CpeluHHAXL ¢'b Aucuepcieii». 3ambuanis Osan crbramm A, A. PomaHCKMME.

3. 3acaymans gokiags M. H. Jaryruacraro. <001 usmbpenin axre-
Opamueckuxs QopMb». Sanmbuania cybramm 1. M. CHHIOBHME.

3actaaie 24 ourabpa 1913 r.

Opucyrcreoaau: JA. M. Cummosn, A. II. I'pysurmess, I'. A. I'py-
suHleBs, A. Il. Ilmedoperiii, B. X. ldasarusn, H. H. Esjoxumoss, C. H.
beprmrefins, M. H. Mapuesckiii.

IIpenchrareascreoBars 1. M. CHHIOBS.

1. M. H. Mapuesckiil cibrarb 1okaaxs «00T yCI0BHO CXOAAMIHXCS
panaxb». 3avbyania 6sau caibuaamer 1. M. Cuamossivs, A. 11, IlmeGopekums
n C. H. BeprmTreiinons. :

2. C. H. Bepumrefias cpbrars jposrars «O mepasencrss B. A. Map-
koBa». 3ambuania Optim cibiamst A, II. ITmeGopckuys,

3achbaanie (negaroruyeckoe) 22 HoaGps 1913 r.

[pucyrersosanu: J. M. Curmoss, A. (1. I'pysunuess, I'. A. I'pysuaness,
A. II. Hme6opekift, M. H. Jaryrumceifi, B. X. TaBarns, M. H. Mapuesckii,
II. M. Epoxurs, M. U. Caxaposs, A. B. #exexosckiii, B. M. Pecenxo,
H. C. Yepnymenko, C. H. Bepumrefins, I. A. Pomaurckii,

IperebrarerscTrorans J. M. Cunmoss.

1. I. M. Curnoss crbaars jokrans <0 2-wb Cpbsgbh mpenoxasarenei
mMareMaTHEd BH Mocksb» u

2. «00p ogmoii 3azaub Ha orubGamoomis».

3. U. C. Yepnymenko cibaraas noknaihs «Hyiun u GeskoHeUHOCTH Ha
IIePBHIXD 3-XB CTYHEHAXD CUACICHiA». J0KIaxh BEIBBAID IPOJOIKMTEIbHBIL
MpeHid, Bb KOTOPHXD npuuary yuactie 1. M. Cummows, A. II. ITureGopckii,
C. H. Bepamreftas, T'. A. T'pysunuess u B. X. Jasarms.
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Otyets o abatensHoctn Xapbrosckaro MatemaTnyeckaro Obwecrea
sa 191%/3 akad. ronb.

damaria Maremaruueckaro O6mectsa Bb OTIETHOMD TOLYy OTKDPBIIHCH
O0muMB TolHUHEIME cobpamieMt 7 orTa0pa 1912 ropa.

Hocab sacaymamia m yTBepaienin otuera 3a uerTekmii roaT Npous-
BelleR’s BHOOPT YIEHOBD PacIOpALNTEILHATO KOMHTETA Ha 1912/3 ak. TON'E.
Mabpansr mpejchratesems npod. I. M. Cunuoss, TtoBapumamu npejchia-
Texad: mpop. A. II. Tpysunmess u npod. II. K. Pycesrs u CEEPETAPEMT
npo. A. II. Tmebopckiii,

B reuenie nerexmaro roga kpoud rogmumaro sachiania GBLIO yCTpoeHO
5 sachramifi, usn Eux® 4 HayYH®RIXB 4 1 nejparorudeckoe. Ha atuxs 3a-
chbraniaxs 6pLiu exbranmm crbayomie ToIanm:

Beprwwmeiins C. H, «0 mamayuiments UpHOINEEHIN AHAIUTHICCKHAXE
(yHENIH II0CPEICTBOME MHOTOUIEHOBD>.
Boavgicons H. B. «OpinAatsubis cBOHCTBA KOMIIEKCHBIXE YHCeND,
Ipysunuess I. A. «Oos oxmoms (YHEIIOHAIbHOME ypaBHEeHIH».
— «06o0menie nopariayria s HeeBraunopof TEOMETpin ».
—— «PBmenie ogrOr0 TpaHCHEHIEHTHATO YpaBHEHis».
— «00b oaHOf 3ajaub Ha mocTpoeHies.
Aasamys B. X. «Joraszareibcro Teopens Waring’a mo I'masdepry».
Javymumeriii M, H. «0 Geskoneuno YIAJEHHBIXD 8JEMEHTAXD».
Mapuescriic M. H. «Kn Bompocy o CYMMMDYEMOCTH PAAORS B CMEICTD
Holder’a n Cesaro».
Cumyoss J. M. «O6w oxuoli 3arauwh SIEMEHTADHON reoMeTpin».
Yenenewiti A, B. «00% oxmoii Teopend Stieltjes’a».
— «0 whbkoToprxs Teopemaxs Jiysumis».

Bt wmacrogmems rojy Beimin Bb cBb1E T. XIIT Nee 4—6 «Coobmenifi»
Ob6mectBa u BL HacTOAmee Bpemsa nedaraerca XIV 1. Nehe 1—9.

Bt merekmenms roxy OOCmecTBO moHECHO I0TepI0 BH JUNB CKOHYAB-
IIarocsA moverHaro yiena Oomecrsa G. Darwin’a. Bwn umeio urenosn Q6-
mecTBa 10 Oamxoruporkds Berymuas H. L Opanpkifi. TakuMs oGpasoms
Kb KOHIY MCTERINAro roja OOmecTBO COCTOSLIO H3D 23 MOMETHRIXT, 85 mbii-
CTBUTEIBHBIX'> YNEHOBD M 35 YICEHOBT KOPPECIOHIEHTOBT.

Mo upuvbpy mpommaro abra «Cooduremis O6mectBa» - paschlIaINCh
PasIUYHBIMG yueHbiMb (OOmeCTBAM® # HAYUHBIMG M IPOCBBTHTEILHEIMD
YUPEHACHIAND, Kb GoabmuHCTBL clyuaers BL 00MBEL Ha uxb A37anid.
Bubriorera Odmectsa Pacmnpalach NyTeMb BRUIMCKM KHHUID W [OIyYeHisd
TaKOBBIX'b BB Japb. Tawt Memiy mupounns Oudrioreroi NOAYYeR'b PALD
KHUI'D H3F Oudmioreku mpod. H. J. Inapunxosa,

JMoxxno orMbTuTh eme o Bo3Oy#/lenin O0ILeCTBOMS Xo1aTaficTBa Mepens

Musucrepersons Hapogmaro Ilpocsbmenia o srjauh O0mecrBy emeroguoi
CcyoCHIiu,

«—
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Kb macrosmemy oTuery TpHiaraeTcd KaccoBofl oTUeTh Cekperapd
Od6mecTBa ¢H OMPABIATEIBHBIMI TOKYMEHTAMH & TakiKe U 0TYeTH OTHOCUTEIBHO
DACXOIOBAHIN CyMMDL upuBajlemamuxs OOmecTsy o XpaBAMEXCH BB Kaceh
YHUBEPCHTETA.

JleHemublii 0T4eTH 0T 1-ro okTaAGps 1912 r. no 1-e oxtaGpa 1913 r.

(Cocrapaennrii Cexperapems O-sa mpod. A. IL IlmeGopernys).

1) Oruers o cpercTBaxb Maremarnueckaro Ofmecrsa, HaXolATIAXCA
Bb Racch Y HuBepcurera. : :

s BP0 1D

OcraTokd HA 1-e oRTAGpa 1912 r. . . . . . . 546 p. 61 K.
Ilocodie usbs Mmumcrepcrsa Hap. Hpoes. . . . 1000 » — »
MocobGie u3b cmemial. CpeicTBS YHEBepcurera . 500 » — »
o VIEOR0 L a i L 20400 P b
Phd € XD

Tumorpadin 3unasdepbepra . . . . . . . . . 547 p. 78 E.
Ha noxyungy KHUI'E . . . g s O
B. X. Jlaparoy 3a pabory B’B onomo'refda O SBa o A0y
Manosanie cayxureno Ilyimuemko . . .0 . . 24 » ~— »
: Yrang: .ot s 721 p. 70 E.

B1 kaceh Ymusepcutera Ha 1-¢ okTAOpA 1913 1.
ocraerca cymmb Maremarnmueckaro O-a . . . . . .1324 p. 91 &

(CmermiatbHEIXB cpeAcTBh 345 P. 31 k.—|-IllTaraps cyymet 979 p. 60 R.).

2) Oruers o JIeHERHLXD cpejcTsaxb (-Ba, HaXOZALUXCA ¥ Cerpe-

"iapﬂ ObuecTBa.
HPW %005

OcTaToED OTh NMpeisIAymaro rofa . . 11 pbo ¥
IlocTynuio UIeHCKHXD B3HOCOBD U 32 OT,H,'BTII)HbIe
OEDHCENf SSUCTEBI e bR e L
- O1p mpoiaEku HS,ILaHl]ZI O Ba AR el e BRI
PEer0. . < e wp 122 Paoh K,
PaAGX00 ’b
TloutoBBIEe pacxobl 25 90K,
Yaft ma sachbramiaxs 7> 60 »
Tlokymea KHATSH . o T |
Meuagrie pacxoibr mhE i e
I/ITOI‘O. e 43 pidd K !
. K+ t-my oxrabpa 1913 1.y Cel.peTapﬂ Mar. O-Ba -
ocTaBanock cpencteh Matemarumuekaro O-sa . . . . 80 p. 69 E
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Meaarornyeckoe 3ackianie 19 awpapa 1914 r.

IlpncyrersoBaau: H. I1. Bhasess. A. I, I'pysurness, I'. A. I'py-
suEness, B. X. Tasaros, H. H. Eszokuwoss, L. T. 3anopoxens, M. H.
Jaryrunckiti, E. H. Mapuesckas, M. H. Mapuesckifi, A. II. Tlme6opckiii,
II. K. Pycbans, . M. Hagapesckiii, M. II. Caxaposs, H. H. CairTskoss,
1. C. Yepnymenro, C. H. Bepumrefint, P, J. Honomapess II. M. Epoxuas
H TOCTOPOHHIA auma c¢b pasphurenia npexchbrarens.

perctaareascrsoBars mpod. 1. M. CuHUOBD.

1. Bacaymano nmcsMo akajzemmga A. A. Mapkosa 1o HOBOLY ero
noxemuku ¢ I1. A. Hekpacossins. Xapsroscroe Maremarnueckoe Q0mecTso,
3aCHyWIaBL U 00CyiuBH O03HAUEHHOE IHCHMO, TTOCTAHOBHIO, DYKOBOJCTRYACD
OPUHOUNIOMD, YTO AUCOYTHPYIONIiA CTOPOHGI JOAMKHE OLITh UOCTABIEHE, IO
BOSMOKHOCTH, BB OANHAKOBOE NOI0HKEHIe, OTKPHITH CTPARHIEL «CooOmreniii»,
nag orebrEOf crathn A. A. Mapkosa, Oyie OBD DOKEIaeTs.

2. 3acaymaso mucsyMo II. C. ®porosa 001 msjamin EpaTEaro Kypca
Teopin Bbpoarrocrefi. T, upepchraress coofmumas cvoii oTBBTE Ha 2TO
MHCHMO.

3. 3acaymano muceMo O. II. ®poxosa.

4. Sacrymansl pesoaonin 2-ro (E3ia Hpenojasaresesi Marematnkm,
mickMo b. K. Muiogsbescsaro u zoxnaan mpogp. H. H. Caareikosa: Irorm
2-r0 Beepocceifickaro Cpbsaa mpemogasaTeredl MaTeMaTHEH M 3ajaya Xapsb-
koseraro Maremaruueckaro Obmecrsa mo oprammsauin 3-ro Owbsia mpero-
IaBarelaeli MaTeMaTHRH.

Ipencbraress o6naBmIh msaTH MuUAyTHLI [epepsiBt. Ilocah mepeprBa
Bb IPEHIAXD 10 BOMPOCY 001 opramuzanin 38-ro Cwpbsjga mupenojgaparerei
MaTeMaTukn mpunarn yyacrie A. II. Dpysumuess, A. II. IlmeGopesiii,
M. H. Jaryruncki#t, C. H. Bepumrefins, H. H. Caxrsizoss, 11, K. Pycrsans,
JA. I. Bamopomens, H. II. Bbagess, P. JI. Ilonomapers, I1. C. Yeprymenxo,
B. X. TaBarns u J. M. CHHIOBS.

Hocranosieno Behmm roxocamm mpotnsb 01HOTO: Bh BHIY mpexcros-
maro 85 Xapprob B® 1916 Tony XII-ro Cwhsza Ecrecrsoncumrrareret,
X. Mar. 0-B0o He HAXOIUTTH BOBMOKHLINE BBATh HA C60H, COTIACHO npejIo-
#eHio 2-ro Crbaga, opranusanio 3-ro Opbsna npemosapaterelf MareMaTHEH.
H. H. CanrTseoBb BHpasuat csoe MAbHIE 0 TOMB, 9T0 CUATAETH BOBMO-
HEIMD  yorpofictBo Cwbsga mpemojaBarerefi marTeMaTEEM BL XaphroBS,
HesaBuCHMO o0TH mpeicrogmaro Cphsga HcerectBomcumrateneli u spaueii
BB BHLY TOTO, 4T0 cuabl Xap. Mar. O-Ba moryrs pasybautbesd Ha yeTpoiicTBo
000nxD cHb3I0BE.



G et
Hayuynoe sactpanie 31 ausaps 1914 r.

HOpucyrcrsopaan: A. II. Tlmebopcekift, A. 1. Tpysusmess, I'. A. Dpy-
suness, C. M. Cemmabross, M. . Caxaposs, J. A. Pomamckii, H. ©.
Cmenraepn, H. H. Esnornmoss, C. H. Bepnmrefins.

IIpeschrarerscroBans npog. M. M. CuRLOBE.

1. Sacaymano orsbrHOoe muchMo akazemuia A. A. Mapkosa Ha c000-
meHie emy iocraHoBienia Maremaruu. O-Ba, cocToABIIATOCA HA sachranin
19 auBap4.

2. Bb cBasn ¢b woureems «Bberanka Onmrroli ®usurn» mperiomeHsd
H @JHHOTIACHO BHIODAHD BH WIEHH-Koppecuonjentsl B. ®. Korans.

3. Bacaymamo nperiokenie TPHHAATS yuacTie Bb NpadiHoBaHid 300 Xb1-
HATO IcOnaes Hemepa. IlocramoBieno mociath mosipasiemie u 1 §. cr.
Bb (OHAH 110 Opranusamin 1o6mHIes.

4. 3aciywans gokaazs M. H. Jaryrunckaro «00% aireGpauteckoMs
uaTerpupoBanin». Ilperioxenst sonpockt [. M. Cummossims n C. H. Bepn-
MTeHHOMD.

5. Jacayward jJokrans . M. Cusnosa «O6b ofHOMB ypaBHEHIH,
Berphuanmenca Bb TepMOANEAMEYECKOH TEOPiN XHMUUECKHX1 gBIcmift». B

IpeHiAXb npuHaan yuacrie A. II. Tpysumuess, I. A. I'pysurmess, 1. A.
Pomanckifi, C. H. Bepamreiins.

6. 1. M. CuHIOBE 1eMOHCTPHPOBANE BHOBBH H0.JIyYeHHbIA, reoMeTpuie-
CKUMB KabHHETOMD MOJe.H.

CoeaunenHoe 3achjauie X. M. 0. cv Xap, ota. H. P. T. 0.
12 despara 1914 r.

Ilpucyrersosamn: A. II. Ilme6opckiit H. H. Caarsikoss, C. H. Bepn-
mrefins, H. H. Eprokuvoss, B. X. Jasarms, M. H. Mapuesckifr, II. M.
Epoxuas, 1. A. Kyraesnus, J. T. Bauopomens, K. }0. Kyxapckas, P. ,II
loromapess u wiemsr Texmnueckaro O6mecTsa.

HpencbrarerscrBosans mpod. A, II. IireGopcekiii.

H. @. gorp-lutvaps cybrarn gorrags «0 mpenogasamin Bricirefi
MaTeMaTHEH BB cpefHeil mKoab».

s

Wsp uwienos Mar. O-Ba BB mpemigxt npuEarn yuacrie H. H. Cax-
k08D, A. II. IlmeGoperifi, B. X. Jasarns, 1. A. Kyrsesuus. Co cro-
pounl npexcrasurenefil obonxs OOmEcTBS BHICKAsaHo Mokeranie 06T opra-
HHsalid ¥ BOpelb coBMbBCTHRIXD 3achranift ofouxs OOmecTRS.
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3actaanie 21 mapra 1914 r.

Mpucyrcreosamu: A. II. I'pysunness, M. H. Jaryrunckifi, H. H. Esgo-
kuMoBb, M. I1. Caxaposs, A. B. jReamxosckifi, T. A. I'pysunness, B. X.
JMasarns, B. M. ®ecemko, E. II. Arcors, C. H. bBeprmreiins, IL M.
Epoxuns, M. H. Mapuesckifi, H. 0. Cnenraeps, I M. Cunnoss.

HpenchrarerscrBoBars mpod. I. M. CHHIOB®,

1. Hocranorero mpocuth npod. B. A. Crekmosa O6wTh mpejcraBu-
TeleMd Xap. Mar. O-sa ma nGuies Napier Tercentery Celebration, 1914,

2. Ilocramosaeno mpupbrerBoBath mpod. Guccia nperchparers Circolo
Mathematico di Palermo mo caysaio mobmnies.

3. 3acIymaHt NeHeKHAI OTUETH CEKPETapa U JTBEPEICHD.

4. H. 0. Cnemaeps cibrars noxrags «Teopema Crokca». Cribiams
sawbuanmia, 1. M. Cwrnossivs, M. H. Jdaryrusckuns, C. H. Bepamreiinons,
I'. A. I'pysurueBnME.

5. 3acoymarb MPOTOROIL CoegmHEeRHAro sachzamia Maremarmuecraro
n Texnuueckaro OO0mecTBs.

6. C. H. Beprmreiins cubaans pokaaxs «O00B HHTepPIOTEpOBAHiH» U

7. Coodmuis crateio A. A. Mapkosa «O sbposarsocru a posteriori».

Meaaroruyeckoe 3actaanie 25 anptas 1914 r.

Hpueyrersosaan: N. A. T'pase, 1. M. Cunnoss, A. [I. IlmeBopekifi,
M. H. Jaryrauckift, I1. C. Yeprymenrko, B. X. lasarws, M. H. Mapuesckiii,
H. H. Esgoxnmoss, C. H. Beprmreiian, J. I'. 3amopomemnts.

IlpepchrarerscTroBans 1. A. I'pase.

1. B. X. Jasarue cpbrars nokrans «0 upaBuabHHXB chuemigxs
gy0a». DBwan crbramer sawbuanmis 1. A. Ipase u C. H. Beprmrefinons,
KOTOphIe OTMBTHAN BO3MOEHOCTH Gorxbe mpocroro reomerpuueckaro phumenis
BOLIpOCA.

2. M. H. Jdaryrunckifi crbiaxs xokrare «Phnemie ogmoff cucTeMm
arrebpauueckuxts ypasHeHifi». Do spbaanst sambuamis 1. A. I'pase.

3. . C. Yeprymenko cxbrars morrars «Kw reopin mperbioss».

3actaanie 9 mas 1914 r.

IIpucyrerBoBanu: 1. A, T'pase, A. II. I‘pySHHueBi, I'. A. I'pysunnesms,
H. H. Canrsikoss, H. 6. Cunemraeps, C. H. Bepmmreiins, B. X. TaBarms,
M. H. Mapuesckift, 1. A. Powanckifi, M. H. JlaryTurckifi, CTyIeBTH u rocta
¢b paspbimenia mpexchrarend.

IIpenchaarerscrsoBans mpod. 1. M. CHEIOB®.

1. 3acaymans 1oEIaxh «O TpyNmax® MepecTaHOBOUYHRIXD MATPHINE»
cryn. Kpasuyka, crbrammeifi mpod. A. A. I'pase.
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2. 3acaymads noraag® mupod. A. A. I'paBe «O pbmerin ypasrénii
Bb pajukaiaxb». Brum mpegromenst sompocst B. X. JaBarmeMs, Ha KOTO-
phle JOKIANUHED [Alb HPOCTPAHHBIA 00BACHEHId. :
3 : 3. Bacaymans pokaars C. H. Beprmreitna «O0b abcoloTHoll ¢X0aH-
' : MOCTH TPHTOHOMETPHUCCKHXH paAN0Bh». DBoiam crbianmsl BbzoTopsia samb-
; yanig mpog. JA. A. I'pase.
i : 4. Sacaymand goraags M. H. Jlaryruacraro «0O npiemb larambepa
' Bb HHTErpapoBaHid Au(QepeHniaibHblXh ypaBHEeHi».

i

i Foguunoe 3achpanie 21 cewradps 1914 r.

R

Hpucyrersosain: . M. Cunnoss, A: 1I. Imeboperidt, H. H. Carrbi-
kos, H. H, Epgoknmoss, B. X. Jasarns, M. H. Mapuesckifi, C. H. Bepn-
mrefies, H. 0. Cuearaeps,

HpexcbrarerscroBart npod, A. M. Curmoss.

1. 3acaymans oruers o gbareapsoctn O6mecrsa 3a 1913/4 ak. I.

2. IlocranoBreno re’h jenprn O-Ba AepEarh HA TEKYIIEME cueTy B Banksb.

3. Illpenchbagreas p0JI0XHID TOAYUEHHYH O-BOMB KOPPECIOHIEHIIO. |

4. Ws6panst 86 nmouerssie urensl Huk. dk. Comums; Bh unenn Oobme-
crsa 1. H. Buommrefine, H. II. Toayoesko u H. ®. dorb-Autmaps u
Bb wieHsl-koppecnonjenTsl Charles de la Vallée Poussin,

5. Yreep&ieHs upekmifi oubaiorexapn 1. M. I'peGeross.

d 6. Mabpaunr npexchgarenens mpod. J. M. Cummoss, TOBapUIIAMH
npenchaarers upod. A. Il. HmebGopcrit u 1. K. Pycbanh n cekperapeMs
O-sa mp.-gor. C. H. BeprmTeiias.

- A D E—— -
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Otyetp 0 gbateabHocTH XapbroBckare Matematnyeckaro O6uiectsa
- sa 191%/1 rops.

Bw Teuenie ucTermaro rojga kpomb roauuHaro 3achbiamia Oblio ye-
poero 8 sachgamiif, n3s KOTOPHIXD> 4 HAYUHBIXH M 4 [EFATOIHYECKHXH, a
Takke OfHO 3achBraHie coBMBerHO C€b XapbKoBCKEMB oTnbx. mmepaTopck.
Texn. O-a. Ha stuxs sachramiaxs OblLn sacaymaHbl cibiyiommie Jokxajbl:

1) DBepmwmeiins C. H. «HBckoapko sambuaniii no moBojy HepaBew-

crea B. A. Mapkosa».

T ———— R R T

2) — <06 MHTePIOIUPOBAHIN». :
3) 5 «006b abcomoTHOR CXOAMMOCTH TPHTOHOMET-
& : PUYECKUX'D PATOBH».
i 4) I'pase J. A. «O pbuienin ypaBHemili BH pajutalaxs». _
5) — Crarba cryn. KpaBuysa «0 Tpynmaxs MHepecTaHo-

BOYHBIX® MATPHIUB».




6) Jdasamys B. X. «0 upapnIbHBXDH chueHiaxs KyOa».

7) Mapross A. A. «O wbposraocrn a posteriori» (coobmumas C. H.
Beprinreiins).

8) Mapucsexiii M. H. «00b ycioBHO CXONAMHXCA PATAXB>.

9) dasymumcwiit M. H. «O upienh Jarambepa uarerpupobaris nudoe-
PeHIiadpHEIX's ypaBHeHiH».

10) — «0 pbmenin oxHofi cuereMsl aire0pamYeCKHXT
ypaBHeHifi».
11) —_ «00p aaredpanueckoMb NETEIPUPOBAHIN>.

12) Caamwwcoss H. H, «Hdroru 2-ro Beepoccifickaro Cwbsga upermo-
aaBaTeneil maremaruku M 3ajava X. Mar. O-Ba.
13) Cumyos» J. M. <065 ogpoit 3ajaub ma orubanmii».

14) C— «06® 01HOMD ypaBHEHIK, BeTpBuaomenmcs Bb TepMo-
JuHAMIUecKkolt Teopiu XUMHYECKUXE ABICHIM».
15) - «0 2 Crbarh [penonasarenet marem. B Mockpb».

16) Cnenaeps, H. @. «O6006menie popmysnt Croxcas.
17) Yepuywenxo H. C. «Hynmn u 0e3k0OHEYHOCTH HA NEPBBIXD TPEXH
CTYIIeHAX'sE CUHCIeHId»,
18) — «K® reopin nmpeibiossy.
Kpoms roro, ma coejunenmoms sachiamin Xap. org. Iwmep. O-pa u
Xap. Mar. O-sa 6rure 3acaymars fokraah H. @. ¢ors-Jurmapa «O mpe-
HO0aBaHIE OCHOBaHifl BelcumIeli MareMaTHE¥ BH cpelHedl MEoat».

Ha ropmunoms 3achbpasiu 29 cenradps 1913 r. Obum »136pé,ﬂm WIEHBI
paclopAfATeabHAr0 KovuTera: mpeschiareas upod. M. M. CuHOOBS, TOBA-
pumu npepchaarens: mpog. A. TI. I‘pygnﬂue% n npog. A. II. IlmeGoperii
u cekperaps np.-pon. C. H. Depamreiins.

B mcrexmemt Togy Bemmin 8b cBbTe NeNe 1—3 n meuat. Ne 4 XIV i

OGmecTBo notepano wieHosb: KuaGde Baax, Cepr., mpod. Xapbk.
Texnoxor. Mucruryra n Kupuuuess Bugs. J., 6. mpod. u aup. X. T. L.

Bb uncao uiaenors O-Ba BeTymuan: AbficTBuTeIbHBIE uleHB Hpod.
T. II. Kpasenns u mo usbpamio H. ©. Cnermraeps, K. I0. Kyxapckas, u
I'. C. Toxy6's, urenst roppecnoHaentsl B. &. Harans.

Takums o6pasoMb BB Hacrosmee BpeMs (-BO COCTOMTH H3H 23 M0-
YeTHBIX, UJAE€HOBH, 87 ABACTBUTENAbHEXD H 36 UWICHOBD-KOPPECIOHJEHTOBS.

Ha ocmosaminm mocramoBienia ‘Matem, O-Ba Ha roinuHoMb 3achpanin
1913 r. menemsnfi oTuert o cocrogHia O-Ba JoJEeH® OHTh MpeiCTaBICHD
Kb Haualy Kamk[aro TpamgaHCEAro rofxa. Bb BUIY 5TOT0 JeHEKHLIH OTY6TH
mo 1-e guBapa 1914 T. OnIB NpeicTaBieEd W YTBePXKIeHB® Ha 3achbramin
21 mapra 1914 roxa. :
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Il. AeHemubli oT4eTs 0TH 1-ro orTAGpa 1913 r. no 1-e AuBapa 1914 r.

(Cocrapuennsii Cerperapemt O-sa C. H. Bepumreinoms).

g 1) Oruers 061 m3pacxofoBamiu CmeniadbHbixs cpenctss Mar., O Ba.
Ocratoxs Kb 1-My orrabpa 1913 r. . . . . . 345 p. 31 K. 3
PACXOLD ‘ b
Tunorpagin 3uasbepéeprs . . . . . . . . . 326 p. — K
JdtanoBamie caymurexoo Ilyimuenko . . . . . . 4 =iy
llepepacxoas mo cMBrB 19120 . v % ww sl 8 » — »
: Wrorg 50 " VEBEapE i
R® 1-my amBapa 1914 r. Bb kacch YHumepcn- 'i
TeTa 0CTAeTCH U3Db cleliaabi. cpelcTBd O-Ba . e gl
2) Oruers 00b H3PACXOOBAHIH MITATHEIXE CYMM'B, M0OXyIaeMEIXD O-BOME
n3r Munucrepersa Hapoxsaro Ilpocsbmenis.
(eTaTokds Wb 1-My okrabpa 1913 1. . . . . . 979 p. 60 K. g
PAGCXOLbB :
) Hepornucromy 3a mepemiers KHMIBD . . . ., . 50 p. — K.
Asanct 3a uepesois C. H. Bepumrefisy . . . 50 » — »
Ilourosne pacxogel . . . . . . . NS e
Pacxonst mo'BHOMOTeRE . . i v h s BB i
BEIHCERG BREFD (oo fis 5 i n i iR R T
Wroro . . . . 200 p. — »
Ocrarose®s Kb 1-My saHBapd 1914 r. (XpaHuTCS 4
Ha TemymeMt cuery O-may . ., LU 0L 799 po 60w,

Cocroanie Kaccol Martemarnueckaro O-sa
OIPUXO01D

OGTa.TOR’b 5 1-My ONTAOpA 1018 T ¢ oii .o 80 p 69 E.
UXBHOKIE BIHOCKL fy i - 1y baiiatse ghon s abrt o ol Bl s 1o
Ilpogaxa kUL . . . B biiner b
Boswbnienie moutoBsxs u Tﬂuorpacp pacxonom
okl B YOREMOEAI0 i ar o e e 3 » 30 »
i Wiroreiw il =800 S A O
PACKOL Ty ‘
[TouroBrie n Teﬂerpa(bﬂme pPacxonLnl 4 p. 48 E.
Yait na 3achramiaxs 2 » 60 »
~ Ranmeadpckie pacxojst Yy s
Meaxie pacxomst . 1.» 24 »
’ Hroro . AR BT R,
o Oeratops ®o 1-My-guBaps . L S 7 w1 S ipE62 &

(100 pyb. XpaHUTCA HA TEKYIEMB cqe'ry—]—25 py06. 62 Kom. Ha pyKaxb y
Cerperapa O-Ba).
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JeHemubii otyets 0Tb 1-ro awBapa 1914 r. no 1-e auBapa 1915 r.
(Cocraprennsii Cexperapems O-a mp.-gon. C. BeprumreiiHoM®).

1) Oruers o0nh uspacxoloBaHiH cybcuiim u3h cHEMialbHBIXB CPEACTEH

Yuusepcurera.
BEPHXO LD

OctaTok® Kb 1-My asBaps 1914 r. . . . . . tpe 3l
Cxbennig G5, 1014 TOFE - . 0L v abiy it BO0GE o
Hrorg o svn A B0 pi 31 B,

PACXOA'D
Ynaara «Horomy Bpemewu» sa gmurm ., . . . 7p 29 E
Ilepeuncreno BbL 10XOLb YHUBEPCUTETA . . . — » 2
Tum. 3H11b6epoepm 3a neu, Coobum. T. XIV‘(3) 169 » 95 »
» » SR » 7. XTIV (4) 159 » 85 »
Caymuteao Illyrmuenko . . . 24 » — »
I/,[Toro S g Hein LR
- OcTaroks Bh kacch YHusepchrera . . . . . 146 p. 20 k.

2) COGTOHHIG kaccel MaTemarnueckaro OﬁmeCTBa

BRI e R
OcraToxs Ha TekymeMms cuery Bb MemIyHapoi-
HoMb Dankh Ne 3544 kb 1 amBapg 1914 r1.. . 879 p. 60 K.
OcraTowd Ha pyk. y Cekp. O-Ba &5 1 guBapa 1914r. 25 » 62 »
ITocotie mss Mun. Hapox. Ilpoc. Ha 1914 P ot 000 ats

YuxeHckie B3MOCHL . . . Sy B
Ilponama Cooburemif Xap Mareyar. O-va . . Q5 S H
Ilponama uzpamift Maremarmueckaro O-sa . . . 11 » 86 »
Ors H. M. Kpsuosa 3a oTibIbHEE OTTHCEH . . Bipi—»
/o ¢b TEKymaro cueta o 1-e guBapa 1914 r. . 3 p. 89 k.

Wrora'. & i B9 3 B4 K

Pop G X O 1'h :
JAaropanie ﬁmiorrehapro 3a (beBpaub, MapTb,

anpbab, maill, okTA06pb, HOAGPS, Aekabps, . . 140 p. — K.
Brnmucra kmurs . . . 69 e 00
Yuraueno Bb cuers mHopapa. 30 Hepesozrs Pu-

maga~—C. H. Bepuumrefiny . . . . . biniae
YnraveHo BB cuerh TOHOpapa 33 HepeBOll’b

Jupnsre—I'. A. T'pysunmesy N B et
IlouroBrie pacxogmt . . . . 25 » 45 «
Yurauerno 3uinbepbepry sa Haneaname .N' 2

cepit B. Xapek. MaTemar. Bubxiotexn . . . 260 » 30 »
L e e e R R e e 8 » 10 »

Yvoro = . o S8 DG E
K3 1 ampapg 1915 r. % gaces Maremar. O-ra
OCTABTCT v s . e D B D O

(Ha TerymeMb cuery 1428 p 49 K. —]—Ha Pykax®h Y cexperaps 3 p. 93 K.).
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CRCREL | T
Ot4eTd no W3paHito W npofamsb ,,XapbkoBcKod MaTemaTnyeckoi bronioTexs*
Cep. A. Beinm. 1,2—3 u cep. B. B 1, 2 na 1 gnaBapa 1915 T,

1. [Illmeitneps. T'eomeTpuueckis TOCTPOEHIA, BHIMOIBAEMEA MOMONIbIO
opaMofi aumin u HemogsmmHaro kpyra. X. 1910 r. c¢. XVI496 n 2 Tab.

gepr. 129 ITewatano 1000 9ks3.

Pacxonpt 1o usgamio . . . . o N 380 B0 K
Jocrasiero tumorpagiefi 908 ak3. u 92 663’5
uepremedl. Brigano nepesoiuukaM® (110 5 BK3.) H

pPelakTopy [if pasiauyd M PasChLIEM . . .o ob ) BE.
CaHO KHUTONIPOJ. HA KOMHCCIl (CEHI. 250/0)

605 9K3.; H3L HUXD OpOJaHO . . . . . 475 »
IIpogano wa 1 Cwbanb mpem. mart., XIII Tudm

Cwbanh u Ilerporp. Beiemr fHen. Eypc. S v

Pasapivt 1umams u Marasus.. (BHICBLIKA HAaJ. 1) . 16 »

Beero Boipyueno . 204 p. 19 k.
Ocraerca y komuccionep. 130 sk3., Ha ckaamb 210 u 89 ak3. 6e3s TablL.

2. Jobauescrrit. HoBold Hauada reoMeTpin ¢b moaHOf Teopiefi mapai-
aeabHBXB.—X. 1912, 12° XXXIII4-235 crp. ¢b 4 Taba. m. 1 p.

Ileyaraso 1500 sw3. (u moayuero). CroumocTh mafanig . 801 p. 60 K.
Pepakropy nad pasgaun . . . . . W20 s,
CaaHo Ha KOMHCCII0 KHHUTOIPOL. OTh npngx AR e
Ha Cwbspaxs: Tudaucck. u II Cvhanh mpe-
mofpasaresei marem. u b Mock. Mar. Kpymeb . 95 »
PasHpMb aumams n Maras. (HadOMH. IIaT.) . 23 »

584 BEIpyY. 442 p. 25 E.
Ocraerca y xomucciomep. 192 u Ha ckaagh 724 aks.

3. Cep. B. Ne | Humaps. O passurin EBEOTOPHXL OCHOBHHIXD Teopiii
MaTeMarHyeckaro adamusa. I11-1-99. 120, 1912, II. 50. Ileuarano 600 5k3.

CroamocTh H3KaHigd . . . . T IR e
 Jag pasiauum ¥ IepeBOJYHKY (2 ams) 24 OK3.
Crano Ha komuccio 408 . . . . mpogaHo . 208 »
Ha Tudancek. Cwvbanb, II Ovbank upenogas.
maremarued u Mockosek. Maremar. Kpymey . . . 54 »
HanoxeHHEIMB DIATEHROMB . . . . . . . . 18 »
Ocraercd . . . 304 BeIpy4. 111 p. 67 k.

Ha crkxagb 56 9x3. M y LKOMMHCCIOHEPOBD 240 3K3.
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4, Jeacens- Jupunae, Pumans w Junwwys, TpuroHOMeTPHY. CTPOKH,

120, VIII4-116 crp. X. 1914. II. 50 k. Ileuaranmo 1000 5K3.

CBauMucrs BATITE a0 et nT S SR g R s e

Posrano I pagocIaBo . ...« s e o w12 8EB.

IIpogamo . . . . . e B B0 B

OcraeTca 866 9K3. Ha cmagﬂa n 120 9K3. ¥ KOMHMCCIOHEPOB®D.

O0mag BEpyYKa . . . . R e T P LT e R

0/o Ha KamUTAIbD GﬁeperaTeJmHon Ragest o viinas tarec g e 39y

TT2p. 40 K.

Pacxojul (00baB1eHIs, TepOoBIil cOOPE, IepecELIkA KHATD
lmﬂronpolxammm'r;, HpECRIIEE S 0. )¢ ) e s S s Al

D5 CoeperaregoBol Baeeh '/ . oouiiw e sicn e u s 100

3acbpanie 27 ¢espa)|a 1915 r.

Ilpucyrcreosamu: A. I1. Tpysuruess, H. H. Caatnross, A. Il. Ime-
oopckifi, B. M. ®ecento, 1. C. Yepnymenrko, H. 6. Cnenrneps, H. E
Ilograrums, A. B iHerexoncrift, I. C. Loxy6w, A. M. Cumumossn, C. H.
Beprumrreiins u I1. M. Epoxuns.

IpenchaarenscTBoBais mpod. A. M. CuHANOBE.

1. L. M. Cunnoss m A. II, ITuredopckiii coo0muiu o UOTepAX®, Io-
HeceHuuxs O-mp 85 aunb nmowermaro wiena axail. H. f. Commma u pbii-
cTBUTeAbHAro wiena mp.-gom. M. H. JlaryTusckaro, naMaTh KOTOPHXB Oblia
[04YTeHa BCTaBaHIeMb. '

2. 3acaymaHs M yTBep#AeHd orderh O-Ba 3a 1914 rois, a Takme
or4eTs 005 uagamin XapbkoBcKofl MaTeMarHueckodl OubrioTeRH.

3. Coodmens craTey, npucianasigd Bb MareMm. 0-Bo A. A. MapkoBEIME,
H. M. Kpouossins, H. C. EOHJJIHHOBI]IM'B, I. A. I'paBe, B. H. Jlerone u
E. Korderrianmems.

4. A. R. Cymxesnus, U. B. Bou@com, B. II. Tepacuwosnan, B. I
deceHKkoBs W3GpaHH B NBHCTBHTEIBHEE WICHH.

5. H. O, Cunenraeps cabrans nokrans «O mukaomerpin r, OXuToBnuay,

6. C. H. Bepumtefias cybiars noraagst «0 abeoroTHOR cX0oIuMOCTH
TPUTOHOMETPHIECKXs PAJOBB» U <« 1I0J0AKATEIBHOMs H300pameHin MHOIO-
TIEHOBD .

7. A. II. TIme6opcekift cabrarn LOKIALEB <<3aM’BTRa 0 BapialioHHOMY
HCYHCIOHIIOY,
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3actpanie 17 anptaa 1915 r.

IpucyrcrBosain: J. M. Cunnoss, A. I1. ITme6opekif, 1. A. Pomanckii,
T. II. Kpasens, B. M. ®ecenko, B. I'. ®ecemrors, M. B. Boabpcons,
B. X. Jasarus, M. H. Mapuesckifi, A. Il. I'pysunuess, P. . Ilonomapess,
H. H. Esgorumons, II. M. Epoxuns, C. M. Cemuabrons, B. Il. T'epacu-
moBuys, C. H. Beprmreiins n H. II. T'oxydenxo.

IlpenchaarerscreoBans upod. M. M. CHHIOBS.

1. J. M. Curuoss poxoxurs crarsio H. C. Komaakosa «O puddepen-
niaapHOMB ypaBaenin ydy + (ptqy)dy=0 u crarsio B. H. Jeaone
«0 pbmenin BH WhIKXDb uHCIAXD ypaBHeHiA 2% - y?=1.

2. 3acaymano coobmenie B. T'. ®ecenkosa «Oupexbiaenie aan6ero
semau». Cpbragsr 3ambuanmia T. II. KpaBuews, A. II. I'pysumneBHME,
B. B. Kaspafickums, J. M. Cnauosuims, A. A. Pomanckumt n C. H. Bepn-
ITEHHOMB.

3. 3Bacaymano coobmenie C. H. Bepumreiina «O 10BepXHOCTAXD
OTPUIATEIbHONl KPHBUBHBI».

4. 3aciymand pokaant II. M. Epoxuna «Ilpniomenia KOMOIEECHLIXD
nepeMbHHHXE Kb HbEOTOpHNE npeofpasoBaHiaMbB». DBruu crbrasst 3amb-
uyapig 1. B, Boasconons u A. II. TueGopckums.

3actpanie 14 mas 1915 r.

IipﬂcyTCTBOBa.Hﬂ: JA. M. Cunnoss, T. II. Kpasews, A.Il. I'pysunness,
B. I. ®ecenxors, B. X. Jasarms, M. H. Mapuesckiii, H. H. Epgosumons,
C. H. Bepmmrelias.

TpexchrarenscrBoBanrs A. M. CuHOOB®.

1. B. I. ®ecenkoss cxbrars porragb «(0 ApKOCTA HOUHOTO Heba».
Sambuanmia cyburamm A. II. Ipysusness u T. II. Kpasems.
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