Remarques sur P'inégalite de Wiadimir Markoff.

Serge Bernstein.

1. Dans son Mémoire 1) «Sur les fonctions qui s’écartent le moins de
zéro» W. Markoff démontre l'inégalité suivante: S¢ P(x) est un polynome
de degré m qui sur le segment (a, b) me dépasse pas L, en valeur

absolue, on a %
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quel que soit x sur le segment (a, D).
De plus, on a effectivement,

PPy = PO(b) [— M,
si 2)
P(x) = L cos nare cos %c%;b

1) Publi¢ par I'Université St.-Petersbourg. 1892. Il serait utile de traduire ce
travail important quil est difficile de se procurer méme en russe. (Voir la note de la
page 48 de mon mémoire de I'Académie Royale de Belgique). Pour k=1, I'inégalité (1)
a 6té démontrée dans larticle de M. A. Markoff <Sur une question de Mendeleieff>
présenté le 24 Octobre 1889 a 1'’Académie de St.-Pétershourg (voir la page 11 de mon
mémoire cité). :

2) Pour vérifier ceei, il suffit d’envisager le eas, ot le segment (@, b) se reduit
a (—1, +1). Or, Tu(w)=L cosmarccosx satisfait a 1'équation

(22—1) T;; - mT;l-— WAl =
Done, en différentiant suceessivement, et en posant =1, on a
T (D)=m2T, (1), 3Tu(1)=(m2—1)T (1),.... (2 —DTEA)=[n2—@F—12 TE D).
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considérations également élémentaires dans le premier chapitre 1) de mon
Mémoire «Sur l'ordre de la meilleure approximation etc»:
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Puisque la fonction qui sé trouve dans le second membre de (5)
est croissante, tandisque celle du second membre de (4) est décroissante,
pour 0<<#< 1, on aura une limite supérieure générale de | P®(x)|, en
attribuant & « la valeur, pour laquelle ces deux fonctions sont égales,
c’est & dire, x satisfaisant & I'équation
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ou bien .
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Done,
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En suobstituant cette valeur de
ent finalement

dans 1'inégalifé (4) on obti-

n(n2—1)...[n2—(k—1)?]
1.3, (k1)

1+€”:{1+i[ 1.3...(2k—1) ]

| PO@)| < (1 +20)

_L, (l‘ois)

f

: 1
de sorte que, k£ étant fixe, &, tend vers 0 comme SR ik
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2. W. Markoff a également recherché le maximum exact que peut
atteindre la dérivée P®(x) en un point déterminé z intérieur au segment.
Sans résoudre la question qui, en général, se raméne & une équation
~algebrique non résoluble élémentairement, il en a fait une discussion
approfondie qui avait pour but principal la démonstration de l'inégalité (1).
Mais n’ayant pas tiré de cette discussion une inégalité analogue & I'iné-
galite (5), il n’a pas signalé la différence essentiglle entre ’ordre de croissance
du maximum de la dérivée en un point intéricur et au bord du segment—
différence qui résulte de la comparaison des inégalités (1) et (5) et dont

1) C'est l'inégalité (12) de ce Mémoire.















