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Die Jacobische Bedingung des Fxtremums
bei einem allgemeinen Typus von Aufoaben
der Variationsrechnung,

Yon Adolf Kneser.

Seit den fundamentalen Untersuchungen, welche Jacobi im 17. Bande
des Crelle’schen Journals verdffentlicht hat, ist es bekannt, dass bei den
gewdhnlichen Aufeuben der Variationsrechnung das gesuchte Extremum
im Allgemeinen von der Curve, welche den Differentialgleichungen des
Problems geniigt, nur in begrenztem Umfange geliefert wird. Fiir die kiir-
zesten Linien auf einer Oberfliiche z. B. erhilt man eine Differential-
gleichung, welche die geodatischen Linien charvacterisirt; aber nicht jeder
geoditische Bogen giebt ein Minimum des Abstandes seiner Endpunkte;
dieses Minimum liegt nur dann vor, wenn man den Anfangspunkt jenes
Bogens festhaltend den Endpunkt auf einer bestimmten geodétischen Linie
diesseits eines gewissen Grenzpunktes verbleiben lisst, welchen man als den
dem Anfangspunkte conjugirten Punkt bezeichnet. Ist nun A der Anfangspunkt,
so haben die durch A gehenden geoditischen Linien im Allgemeinen eine
Enveloppe, welche von jeder der geoditischen Linien in dem zu A conjugirten
Punkte B berithrt wird, und irgend ein der geoditischen Linie A B angehoriger
Bogen AC liefert im Allgemeinen nur dann ein Minimum des Abstandes AC,
wenn C zwischen 4 und B liegt. Dieser Satzist schon von Jacobi auf allge-
meinere Probleme der Variationsrechnung ausgedehnt worden. In der von
Rosenhain angefertigten Nachschrift einer im Wintersemester 1837—38
gehaltenen Vorlesung von Jacobi, welche im Archiv der Berlmer Aka-
demie der Wissenschaften aufbewahrt wird, findet sich nimlich die Be-
merkung, dass fiir das Extremum des Integrals
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die Enveloppe der durch einen festen Punkt gehenden und der Differen-
tialgleichung

gf o« d-df i
dy = dz dp

geniigenden Curven die analoge Bedeutung hat, wie die oben bezeichnete
Enveloppe geoditischer Linien fir das Minimum der Entfernung. Es wird
auch ausgesprochen, dass schon fiir den Bogen, der von dem festen Punkte
und dem entsprechenden Berithrungspunkte auf der Enveloppe, also von
zwei conjugirten Punkten begrenzt wird, das gesuchte Extremum des
Integrals

ff(x, G, b

im Allgemeinen nicht mehr geliefert wird.

Wir wollen dieses von Jacobi aufgestellte Theorem auf das fol-
gende sehr allgemeine Problem ausdehnen.

Es sei

s _ %, il
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und werde die Aufgabe gestellt, das Integral
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zu einem Extremum zu machen. Dabei sei f eine gegebene Function ihrer
Argumente, y,, ¥,, - - -, ¢, Seien unbekannte Functionen von z, welche
fir =2, und ==, vorgeschriebene Werthe annehmen und allgemein
den Bedingungsgleichungen

gpp(x,yl, Yo wnine s Yo Brvt Diger oy, Byl =50 (P=1,2,...,7)

geniigen.

Wir wollen zeigen, dass auch hier die ein festes Werthsystem enthal-
tenden und den Differentialgleichungen des Problems geniigenden Man-
nichfaltigkeiten im Gebiet der Grossen z, ¥, ¥,,---, ¥, eine Enveloppe
haben, an welcher das gesuchte Extremum in dhnlichem Sinne aufhort,
wie es oben fur die geoditischen Linien angedeutet wurde. Dabei gelingt
es auch, eine bekannte und merkwiirdige Eigenschaft der Enveloppe der
durch einen festen Punkt A4 gehenden geodétischen Linien zu _verallge-
meinern, welche in Folgendem besteht: Sind B und D die Beriithrungs-




punkte zweier durch A gehender geoditischer Linien mit der Enveloppe,
so gilt die Gleichung

AD— AB=BD,
in welcher rechts ein Bogen der Enveloppe, links geodétische Bogen stehen.

Bei der Verallgemeinerung dieses Satzes hat man nur an Stelle der Bo-
genldnge den entsprechenden Werth des Integrals

Sf(x’ yl""’ yn’ .pl""'?pn)dx

zu setzen; an Stelle der geodatischen Linien treten die Mannichfaltigkeiten,
welche den Differentialgleichungen des Problems geniigen.

§ 1.

In der Variationsrechnung wird als nothwendige Bedingung fur das
Extremum des Integrals

E5Y
i Jf(x’ Yo Yisonn Yy Bys Ban ot s Pl
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in welchem allgemein
dy,
b=

gesetzt ist, bei den Bedingungsgleichungen

(1) gpp(x, Yoy Yovtnon s Pry Busie o Pud=ml 0=1,2,,..,7)

folgendes System von Gleichungen abgeleitet.

Es bedeute v die Reihe der Zahlen 1, 2,..., n, ebenso o die
Reihe der Zahlen 1, 2,..., r; ZP seien » neue Unbekannte und es werde

F=f+2'lg>1'+)“g(pg+ S ‘{_2‘7@7

gesetzt. Dann hat man als nothwendige Bedingungen des Extremums die
n Gleichungen

OF _A0F _,

oy, diop, :
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welche im Allgemeinen mit den » Gleichungen (1) combinirt ausreichen,
die »—r Unbekannten g, lp zu bestimmen.

Man kann diese Gleichungen in der Form

ey i)t ¢9
Aoa il geiae
@ Z V0P(J0p1+2 Pd +F( » Yo » Pur 1 ) r) 0

schreiben, und durch Derivation der Gleichungen (1) ergiebt sich
(3) Zpy +G($ yj"")l%):o‘

Die Determinante der Coefficienten aller Grissen p., l' in den
Gleichungen (2), (3) werde durch D bezeichnet.

Um nun festen Boden zu gewinnen, nehmen wir an, die Functionen
i ¥, seien in einem gewissen Gebiete der Variablen z, y, , p,, welches
(@) helsse holomorph; dann gilt dasselbe von den Functionen G, und bei
beliebigen Werthen der Grissen 4, auch von allen F,, da dlese die
Grossen 4, nur linear enthalten.

Fir die diesem Gebiet () angehérige Stelle

s o 0 b 0
r=z,, y,=Y, , p,=2P

sei D von Null verschieden und gelte die Ungleichung

w9 o,
ap, dgy o . g
09, . 09, e,

(4) 0Py fhy dp, |20.
09, 0P, 0P,

W Sttt i

Dann konnen die Grossen p, als Functionen der Argumente z, y,, p,,

aus den Gleichungen (1) ausgerechnet werden, wobei ¢, wie fortan immer,
die Reihe der Zahlen 1, 2,..., »—r bedeute; die erhaltenen Ausdricke
sind holomorph an der Stelle z,, Y], P, ..

Weiter ergiebt die Auflosung der linearen Gleichungen (2), (3)

p;—}—czHc(x’ yu, pr+5’ lp‘),
(5)

Z; =KP(~7;, y\d’ 27,,_,_57 2‘9)7
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und die Functionen H_, K, sind ebenso wie F,, G, bei beliebigen

Werthen der Grossen 4, holomorph an der Gtelle &, 17, P‘T)Jrc.
Bezeichnet man noch durch L, b s, pH—c) die Auflosungen der
Gleichungen (1) nach p,, so kann man die Gleichungen (5) zu folgendem

System erginzen:

dpr—l—g
dx

dy di
rhon P
dz _pr+5’ da —Kp(xv Yy p¢+55 2’0)9

\

:Hg(x9 Y, P.r+c’ ’Zp)a

(6)

ay,
E = LP (.Z' y Yy 199,,3_5)-

Hiermit hat man genau 2 Differentiulgleichungen fiir die 2 Unbe-
kannten y_, Prygs 4o auf den rechten Seiten kommen nur die Unbe-
kannten selbst vor, withrend links ihre ersten Ableitungen stehen.

‘Alle rechten Seiten sind holomorph an der Stelle

g=x,, ¥,=Y5, Bo.,=Pl .

Es werde nun durch Y, P, ., 4, dasjenige particuldre Losungs-
system der Gleichungen (6) bezeichnet, fiir welches an der Stelle x =z,
die Gleichungen

Y*/:Yvo’ Pr—i—o:P?'—i-c’ AP:A[?
bestehen, wobei 49 beliebige Werthe sind.

Dieses Iuteg‘ralsystem bleibe lings irgend eines Intervalls der Va-
riablen z, etwa von z, bis z,, holomorph und liefere in demselben nur
Werthsysteme (z, 9,, p,), welche dem Gebiet (&) angehoren; ausserdem
sei D fiir diese Systeme von Null verschieden und bleibe die Ungleichung
(4) giiltig.

Alsdann kann in der Umgebung eines jeden von ihnen das System (2),
(8) in die Form (6) iibergefithrt werden und man kann sagen, dass auch
die rechten Seiten der Gleichungen (6) in diesen Werthsystemen holo-
morph sind.

Damit sind die Bedingungen erfillt, unter depen man auf das Sy-
stem (6) den folgenden allgemeinen Satz *) anwenden kann.

Fin System gewohnlicher Differentialgleichungen sei nach den Ablei-
tungen der Unbekannten aufgeldst; ein Integralsystem (S) sei in dem In-

*) Vgl. z. B.Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung, § 27 (Braunschweigi;QOO)




tervall (J) holomorph und ergebe in diesem nur solche Werthsysteme
der Unbekannten, in denen die fur die Ableitungen der Unbekannten er-
haltenen Ausdriicke holomorph sind. Alsdann sind auch alle Integralsy-
steme, deren Anfangswerthe, etwa die an der unteren Grenze des Inter-
valls (J) angenommenen, von den entsprechenden des Systems (S) hinrei-
chend wenig abweichen, in dem ganzen Intervall (J) holomorph, und die
an einer bestimmten Stelle desselben erhaltenen Werthe holomorphe Fune-
tionen der Anfangswerthe.

Angewandt auf das System (6) ergiebt dieser Satz sofort das fol-
gende Resultat. 7

Ein beliebiges Integralsystem v, , p,, 4, sel dadurch characterisirt,
dass far z =, die Gleichungen

=i s

v

bestehen; wenn dann die Differenzen

90— T [Pl —Prias |3 — 4]
gewisse Grenzen nicht itberschreiten, so sind die Grossen y_, p,, AP als
Functionen von z in dem Intervall von z, bis z; holomorph; ihre Werthe
an jeder einzelnen Stelle desselben sind holomorph in den 2» Anfangs-

werthen 4, p,.) ., 47-

P

§ 2.

Wir betrachten jetzt speciell diejenigen Integralsysteme der Glei-
chungen (2), (3) oder (6), fir welche

(7) yd=Y7;

bezeichnet man die den Differentialgleichungen des Problems geniigenden
Mannichfaltigkeiten im Gebiet der Grossen z, y, aligemein als Extremalen,
so hat man durch die Annahme (7) diejenigen Extremalen characterisirt,
welche durch den festen Anfangspunkt (z,, ¥?) hindurchgehen;  diesen
bezeichnen wir durch 0.

Setzt man noch
Prps =Py dp=4],

so erhdlt man die specielle Extremale (C), fur welche y, =Y, wird; auf
dieser wollen wir das Extremum des Integrals

g'f(x, Yr BV 0




e Y

untersuchen und zeigen, dass das Extremum nicht mehr vorhanden ist,
wenn der Werth z von g, beginnend eine gewisse Grenze iiberschreitet.

Zu diesem Zweck bezeichnen wir die Grossen p? ., 4; durch
Ay Bys=vn 50, , G0 Grossen Pf+6, /18 in derselben Reihenfolge durch
A,, 4,,---, A und gehen davon aus, dass fir die in der Stelle 0 be-
ginnenden Extremalen nach § 1 gesetzt werden kann

(8) yy =1, a, ay,---,a,)

n’*

wobei die Functionen f, holomorph sind, sobald z dem Intervall von z,
bis #, angehort, die Differenzen ’qv—_AVL aber hinreichend klein sind; spe-
ciell hat man g

szf\}(x’ AI’ Ag’... ,An)-

Nun sei z, der erste auf z, folgende Werth, fiir welchen die Func-
tionaldeterminante

st it B
da, gn) it e,

Hivdtyrs 1o B

A —
(x05x) a(al’ 0,2,--- ’an)

df, of, of,
da, da, T

n

verschwindet, wihrend sie zwischen z, und 2; von Null verschieden ist.
Diese Grosse ist im Wesentlichen mit der von Mayer und Scheeffer
bei der Untersuchung der zweiten Variation benutzten Grésse 4 (z,, =)
identisch.
Eine noch unerledigte Frage ist, ob diese Grosse auch identisch
verschwinden kann: wir setzen voraus, dass dies fiir die Extremale (O)
nicht der Fall sei.

Wir setzen ferner voraus, dass neben der Gleichung

(9) Az, x)=0

die Ungleichung

dd(xo, .56) =1,
. e e e =

bestehe: dann kann, da 4(z,, ) ebenso wie die Grossen y, in den Argu-
menten z, g, holomorph ist, aus der Gleichung

A(zy, #)=0




T

die Grosse z als Function der Variablen a, ausgerechnet werden, welche
an der Stelle o, = A4, holomorph ist und hier den Werth , annimmt;
man erhalte etwa

(11) x:g(al,az,..',an).
Substituirt man diesen Werth in die Gleichungen (8), so erhalte man
e e ST T SR
dann sind auch die Functionen g, an der Stelle a,= 4, holomorph, und da

§-(A1’ AQ"" ’An):x
so folgt

gv(Al’ 442,--.,14.”):]0\,(.%'!, Al’ A29 ’A ):le

n

Aus der Ungleichung (10) folgt weiter, dass nicht alle Subdeter-
minanten (» — 1) Ordnung, die man aus der Determinante Ao, )

bilden kann, fur z=ux, a,= A4, verschwinden.

Ist namlich AP‘., oder A, (x, a,, a,, 4+, e) His - Adjunete des

N

oy,
Elements i, so hat man
da,

dA(xo, x) = 2yp C}z?/u )
s r)xdaz 056‘00!/2 ol

woraus das Behauptete unmittelbar ersichtlich wird.
Es seien z. B. nicht alle Grossen

(vCla -1415 Ao,---,A,)

Hl\) n

gleich Null; dann wollen wir die Differentialgleichungen

da,
(12) pr =4 (, By 5 Myl vy @)
ansetzen und diejenigen ihrer Integrale bestimmen, welche fir 1=0 die
Werthe
(18) a,=4,

annehmen.
Kin solches Integralsystem giebt es, da die Grossen 4, .06 2, 85, 0 )

an der Stelle a,— A, holomorph sind, und die Grossen a, sind an der
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Stelle #=10 holomorphe Functionen von ¢, welche, da die rechten Seiten
der Gleichungen (12) bei der Substitution (13) nicht alle verschwinden,
nicht simmtlich constant sein konnen.

Setzt man diese Werthe « in die Gleichungen

(14) o=t b e e )

ein, so erhélt man demnach eine vom Parameter ¢ abhingige einfach
unendliche Schar von Extremalen, die nicht alle mit (C) zusammenfallen.

Substituirt man ferner diese Integrale der Gleichungen (12) in den
Ausdruck (11), so erhalte man '

gl o, 8 eam = il
man findet dann mit Beriicksichtigung der Anfangswerthe (13)
E(0)=8(A,, A, 4 )=0u;-
Hieraus folgt, dass auch die Ausdriicke
(15) By =FE: 0, a,---,a,),

wenn man fiir «, die definirten Functionen von ¢ setzt, fir £=0 holo-
morphe Functionen von ¢ sind, deren Werthe fiir £=0 nichts anderes
als Y! sind.

Fiigt man daher die Gleichung

hinzu, so erhilt man im Gebiet der Grossen a, y, eine Mannichfaltigkeit
(£), welche von der Stelle 1 entsprechend dem Werthe ¢ =0 ausgeht.

Wir zeigen nunmehr, dass (F) die Enveloppe der Schar (14) ist.

Zunichst sieht man leicht, dass bei hinveichend kleinen Werthen
von ¢ jede Curve der Schar (14) einen Punkt mit (E) gemein hat; man
braucht nur in den Gleichungen (14) fiir 2 den Werth (16) zu substituiren,
um die Gleichungen

Ty =Y

hervorzurufen, .

Sodann findet man aus den Gleichungen (15)

C@ :aﬂ,(é, a],'~-)d5’+ diiE, i) dal Of 8. By ) i,

t 05 at oa,  dt e o
of,(8:ap,.) A5 ( dy, dy.)
B e il e ok e 0 L,
dé- dt + r)zldal+ + mndaw :
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wobei in der letzten Klammer nach ausgefithrter Derivation iiberall H=3
zu setzen ist.

Bei dieser Substitution verschwindet aber die Klammer entweder
wegen der Gleichung

oder nach einer bekannten Eigenschaft der Subdeterminanten; man erhilt
also einfach

dﬁ\!;dﬁ@,al----)di‘

(1) e R

Anderseits ergeben die Gleichungen (14)

Ay, A w e
dz oz

und es ist auch hier nach der Derivation 2z=§ zu substituiren, wenn
man die der Extremale und der Mannichfaltigkeit (Z7) gemeinsame Stelle
betrachten will.

Wenn daher die Ungleichung
(18) E @20

besteht, sodass § an der betreffenden Stelle fiir die Mannichfaltigkeit ()
als unabhiingige Variable eingefiithrt werden kann, so findet man

an, _dy,  dn, ds
(19) E——%, %A‘p"d‘t’
womit die Enveloppeneigenschaft fiir (E) erwiesen ist.

Die Ungleichung (18) besteht jedenfalls fiir alle hinreichend kleinen,
von Null verschiedenen Werthe von #, sobald die Function =’ (¢£) nicht
identisch verschwindet. In diesem Falle wiirde aber, der Gleichung (17)

dn,
zufolge, dasselbe von allen Grissen T]t/ gelten; (FE) zbge sich also auf die

Stelle (z,, Y!) oder 1 zusammen.

Da nun die Grissen a, nicht alle constant sind, so hitte man in
diesem Falle eine Schar von Extremalen (14), welche die beiden Stellen
0 und 1 verbinden.



Wir betrachten nun das Integral
== ( flzr) de = 513'(93) du,

lings irgend einer Extremalen der Schar (14) vom Pavkte O bis zum
Berithrungspnnkt mit (E) hin erstreckt, oder das Integral

Fdx,

§Q,«Jm

in dessen Integranden die Grossen y,, 4, als Functionen von z, gy, ... a,,
mithin implicite als Functionen von z und ¢ erscheinen, withrend die obere
Grenze § von ¢ allein abhingt.

Setzt man daher

0
d=dt —
dt 07
so findet man
. % E
JJ Py — F1 d& + gjd“Fd’w-
s %
Nun ist

1,n

gl Z(d“ —[——d’ ) gm

die Coefficienten von JAP verschwinden aber, da offenbar

oF
F ke i
| da ferner offenbar
ddy,
dn ) o
pi dx

und fiir die betrachteten Extremalen die Gleichungen

or i ol

0y dx dp,
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bestehen, so findet man vermittelst einer partiellen Integration

£

1,%

oF
é
- dpy,

£
(d‘F de =

x4 Lo

Hier verschwinden die Werthe dy, fir #=ux,, da an dieser Stelle
unabhéngig von ¢ die Gleichungen gelten

Yy = y?'

Also ergiebt sich schliesslich

§ §
; , {—'7” AF
(20) d | Fdx = Fd§ ~!—u"dgd”yv -
v

Jetzt wollen wir neben den Functionen
By =1, &, o, nn 2 a,)
auch die auf (F) beziiglichen Werthe
=108, a,.,a,)

betrachten; dann ergiebt sich sofort

1,n

of, Ml n
e s+ ) e

0 da, at
1,n
~oflw. a, ..-) da
d‘%:Z s 0 ® dt;
da, dt
P.
also folgt
dy, [ = dn, — p, dsf
und die Formel (20) wird
: : &

1,n 1,»n |

A Lir
9 d e S o e . =
(21) YFdx (z Z . dpv)ngrE e o,

%y ‘[

Da nun %, und &, wenn man die Grossen a, als Functionen von ¢
ansieht, reine Functionen von ¢ allein sind, so ist




und die in § 2 erhaltene Gleichung (19) ergiebt

dn, — p,d§=0.

Dadurch erhilt die Gleichung (21) die einfache Gestalt
g

d 5. Fdz= T
]

;
o
F

Da nun fir ¢ =0 die Grossen y,, p,, 4, In ¥, P, 4, ibergehen,
so folgt hieraus durch- Integration nach #

£ zy
SF(-Z': Yys Dy> Zp)dx_—j 1’1(3’/‘1 YV: P\” Ap)dm:
%o %

] 2 (?g
=S E(§7 ’l,; IQV: zp)_d-t_ dt:
0
oder da f= F gesetzt werden kann,
: . :
(22) jf(x, ¥, p,)de— \f(x, e P‘,)dx=Jf(§, Ny b,)AZ-
Lo ;0 fr ]
Hier ist das Integral auf der rechten Seite offenbar das urspriinglich
betrachtete, lings der Mannichfaltigkeit (F) genommen, fir welche ja
dy,  dny

by dz ds
zu setzen ist.
Zieht sich diese Mannichfaltigkeit in die Stelle 1 zusammen, so ist
einfach

z1
%_St—=0’ jf(x’ ?/.,, pv)d’x:ff(gg’ Yv, Pv)dx_

o

Fiir letzteren Fall zeigt die erhaltene Gleichung unmittelbar, dass
die Mannichfaltigkeit y, = Y, fur die Strecke von z, bis =z, betrachtet
das gesuchte Extremum des Integrals J nicht mehr liefert.
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Denn, da nach § 2 die Grissen a, nicht alle constant sind, ergeben
die Gleichungen (14) eine Schar die Stellen 0 und 1 verbindender Extre-
malen, weleche der letzten Gleichung zufolge denselben Werth des Integrals
J liefern.

Aber auch im allgemeinen Falle zeigt die Gleichung (22), dass das
Extremum aufhort, abgesehen von einem gewissen Ausnahmefall, fiir den
die Sache zweifelhaft bleibt. Schreibt man ndmlich jene Gleichung in der
Form

o £ Zy
jf(x, Er Pv)dwisf(a:, yv,p\,)dmﬂLgf(a:, ¥, p,)dx,
%y %o E

wobei das zweite Integral auf der rechten Seite lings der Enveloppe (E)
genommen ist, und bezeichnet man die Stelle (§, %,) durch 2, die ldngs
der Extremalen genommenen Integrale aber durch iiberstrichene Buchstaben,
s0 bedeutet diese Gleichung

j(n :jo2+J2l’

eine Gleichung, durch welche die in der Einleitung besprochene Eigen-
schaft der geoditischen Linien verallgemeinert wird.

Diese Gleichung zeigt, dass der Integrationsweg 021, auf welchem
von O bis 2 lidngs einer Extremale, von 2 bis 1 langs der KEuveloppe
integriert ist, denselben Werth von J giebt, wie der urspriinglich betrach-
tete Weg 01.

Wenn nun angenommen wird

(23) A (0)z0,

so kann man, da 5(0)=x,, durch passende Wahl von ¢ in beliebiger
Niahe des Werthes 0 bewirken, dass § dem Intervall von z, bis z; angehort.

Dann konnen die Integrationswege 01 und 021 durch gleiche Werthe
der Variablen z in eindeutic umkehrbarer Weise auf einunder bezogen
werden, und haben in entsprechenden Stellen beliebig wenig von einander
abweichende Werthe der Grossen p, .

Die zusammengesetzte Mannichfaltigkeit 021 gehort also zu denjenigen,
mit denen man die urspriingliche 01 hinsichtlich des Werthes von J ver-
gleichen muss, schon wenn es sich um ein schwaches Extremum handelt, d. h.
um ein Extremum gegeniiber den Mannichfaltigkeiten, welche nicht nur
hinsichtlich der Werthsysteme (z, %), sondern auch hinsichtlich der
Differentialverhiltnisse dy, : de von der urspriinglich betrachteten hin-
reichend wenig abweichen.
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Unter der Voraussetzung (23) ist also schon das schwache Extre-
mum des Integrals J fur das von den Stellen 0 und 1 begrenzte Stiick
der Extremale (C) nicht mehr vorhanden, und es giebt im angegebenen
Sinne beliebig nahe benachbarte Mannichfaltigkeiten, welche genau den-
selben Werth von J wie jenes Stiick 01 liefern.

Hat man dagegen die Gleichung

20 —0,
welche in den Formen
1,n dé' d(l., i=0 -
da, dt b,
1 . ay =4y 1,m @y, dy
0s 04
(24) da\, my e O ? 7@4\; thy e O
Y y

geschrieben werden kann, so sind Fille moglich, in denen das ausgespro-
chene Resultat zweifelhaft wird; dies wiirde geschehen, wenn § fiir kleine
Werthe von ¢ nicht in das Intervall zwischen gz, und z, hereintritt, die
Enveloppe (E) also in der Stelle 1 das Analogon eines Riickkehrpunktes
darbietet, dessen Zweige von 1 aus nach derjenigen Seite gehen, welche
der Richtung von z, nach #, hin entgegengesetzt ist.

Jedenfalls aber geniigt es die Gleichung (24) auszuschliessen, um bei
den Voraussetzungen (9), (10) mit Sicherheit behaupten zu konnen, dass
das gesuchte Extremum an der Stelle 1 in der angegebenen Weise aufhort.

Berlin, Februar 1902.




