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00F WHBapIAHTHEXD IPeo0pPa30BAHIAXD
VIABTPAAIINNTAYECKUXD WHTErPaloBb.

JI. Mopayxaii-BoITOBCEOTO.

§ 1. Mu Gepemes oGo6muTH MHATEPECHEE Pe3yJBTATH, Kacaoiliecs
Takh HA3HBAEMBIX'B IICEBIO - DIINITHUECKAXS HHTEI'DAIOBH, IT0JXYICHHEE
Papdpu ') u coodmense ump Ppanuysckomy Maremarugeckomy OOmecTsy
4 anpbia 1884 roja.

IpMuTh *) YRA3HBAETD KJIACCT HCEBIO-BIIMITHYCCRUXs MHTEIPAIOBE,
H0J'F KOTOPHIH MOXXOXATH usBberHbe HWHTEI'DAJH Oiirepa )

14+22 dz gl——ﬁ dax
JT=ayiie Vivevita

H TORA3hiBaeTh NMPH TOMOITM AIIANTHIECKUXD (PYHRIIE TeopeMmy:

MuTrerpaJsr
f(2?) dz j (2% dx ¢ . (&%) dz
V(1—22)(Q—k%®° V01— (1 e V(1 — 22) (1 — 222 .

¥% EOTODPHXB [, f,, f, 03HAUATS PALIOHAILHEA QYHENIN, HPUBOJATCA KD
sETerpalaMe®s OTh PANiOHAJNGHEXD Jpodefi, a WOTOMY ¢yIb UHTeIpalH
WeBI0-3JIUITHYECKIe, ecau (YHEIIM

f@), f(&%), f;(z)

‘) Raffy. Sur les transformations invariantes des differentielles elliptiques. Bul-
wn de le Société Mathématique de France, t. XII, 1984, p. 51.
Hermite. Sur une formule d’Huler. Journal de Liouville, 1880.
"y Euleri Inst. Calculi Integralis. 1776 1., r. IV, erp. 36.




y 10BIETBOPAITD crbIyOIENE YCIOBIAMD:

f(mz) i f(?cgljg) )

 9 ' 1 — k2
Ll —, (m) :

. 1 —2
=l
fz ) fZ e kZ x2
Ilpu 5TUXB JCAOBIAXD npnBe,meHie BEIDOJMHASTCHA 1OJCTAREAMMI

VO =D — )

P a:

xl/l —
p=""—
V11— a2

2 zY1 — o
4 V1 el

KaaccE ICeBIo-3LIMITHIeCRUXD WHTETPaIoBD Padu ofBuMAETD MH-
perpadn DpMuTa, IpUYEMD TOIDEO yro yHNOMAHYTHEl pesyapTard, HOIY-
GeHHEH JOBOABHO CJIOKHBIMD NYTEMD DPMUTOMB, BBIBOJMTCH, KAED NPOCTOE
cxbiacrsie wacrBroBANIE Padgu. Kpowh Toro, Kars i HIKE LOKAMY, HU3-
carbposanin Dizepa, Pearuca 1), Maxre’) u ByHAROBCKATO %) gBAAIOTEA
rome cabucTiaMu TEXB He uscabroBanii.

Pau roKasHBAETH, ITO, €CIH panioBaIbHad pynrmia f(z) TaroBa,

yro Opw x W Y, YAOBIGTBOPAIOUIUXD Dii1epoBCEOMY YPuBHEHIIO
% dy

e e + ==t e
VR VY
R(z)= a2+ ax’ + ax® + a@ + o>

9

rok

f(x) yXOBIETBOPAETD YCIOBIIO
flx)+ fy)=0,
f(z)dz

e

TO

1) Nouvelles Annules de Mathématiques, p. 389, 1882.

2) Mallet. Two theorems in integration. Annalidi matematica pura ed applicata,
. ¥, Pe 202,

4 BYHHKOBCEiﬁ..O pbroTOPEXE UACTHHXDH Cly4aaxXb marerpupyemocra. Ipu-
qomenie xn 111 Tomy Sanmcoxs Anajemin Hayxs, 1863 r.
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eCTh UHTErpats MCeBTO-IANNTHYECElld, T. e. BHpakaerca Tepess aaredpa-
HYecKid M JorapueMuyeckis (PyHEIIU.

3rber 0co0eBHO HHTEPECEH® TOTH (akTh, UI0 TPU BHIIEYIOMAHY-
THIX'B JCIOBIAX'D

[@dze _ fly)dy
VE® VERG)
wau, 1Mo repmuHoaorin Paddu, sariuntudeckiii ruddepennians
f@)do
V @)

10TyCcRAeTh HHBADiaHTHOE Hpeohpaszopanie, Takbh uro Teopema Paddu dop-
MYIHpyeTcA eme Takb: ecid BHJIMITHYeCKUT Auddepenunlars

flz)dr

V B(z)
I10NyCRAeTh MHBaplaHTHOe mpeodpasoBaHie, TO

flz)dw

V R(@)

HHTErpalb ICeBL0-3TIUNTUYECKIf.
W3b sroro obmupaaro kJiacca TMEeBIO-ITUNTHUECKUXT HHTEIDAJIOBB
Papdu BeyBIgers rpyumy, koTopoit coorsbrerByers npeobpasosaHie THIA

Noy=L(@+y)+ M

rik L, M, N uocrodnHsls), KOTOPoH 3aHuMaJci b HERKOTOpOil Ipyroii
roucn s3pbuia ranke I'ypsa ).

Jaa unrerpadaoss 5r1oft rpynnil Paddu raers obmyn PopMyay: LI
i 1 He paBHO ¢ d

ey o M\ dr
e“x x“L)(x~L)VﬁB’

Ra)=@—a)lz—bx—c)(x—d),

ab — ed

R
7 (@ +Bb)ed—(c+d)ab

L

(a+b)—(+d ’

| Goursat. Note sur quelques integrales pseudo-elliptiques. Bulletin de la Société
fsthématique, t. XV,
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a P osmawaers pawiomarsEyn (ymrmin. Lig e b=c-d Ha 0CHOBAHIH
nseabrosamift Pagdu morygaeMs opmy.ry

sz—]ifq;(xg—{"ﬂ_’[) dx
@ & YW Bl

s v R(z) u & rhike snauenid, a
M—a+b=c+d-

Mu Gepems Gorxbe obmrifi caydai, Korga mojfb pajiuEaIoMb CTOMTD
MOAMHOWS Kakoil yroxmo crenemn (me mmke 3-ef) u abero audhepen-
mia pHAro ypaBHeHix DHAIepa, CAYEAUATO OCHOBOM useabposaniin  Paddun,
GepeMT cuereMy IufipepeHnialbabXE JpaBHeHIH Arobu

dxl AT
VE o 1/X ’
gz, 205, a; de,

=0, _ ()

i i

Tl R e T 2 2dx

= _—T—L’!“---‘J{_ n,in:O,
VX, VX,

X agn i,n + a’n 1. ‘)n— + —'_ alxi —\_ a() ?

rob

KOTOPYI MOEHO nucars Bb crbiyomens Buib:

dz, ]/ fl dxz ]/jY— dz, ]/fn

Ll el e 2)
di Filg) ' . at Fz,) dt iz, "

ecJn

Fla)=@—2)z—2).  .(z—2,

[loEsTie 00H HEBApianTHOMB IPeolpasoBaHIN 00o0maercsa Takb:
Y aprpasminrideckii udhepenniain

f(x)de
VX
JONYyCKaeTs MHBAPIAHTHOE npeofpasoBanie, ecam Jif z U y, YAOBIETBO-
paomuxs ypasnenians frobu, uvbiors MbeTO paBeHCTBA




R e
=0
[ (@) f(x) f z, ’
&y Ly Sk
[ o f(x,) +"'+m—0’ (3)
x“f— x;"‘z xn;z

I s Sl
e st
HIH, 9T0 TOXe,

f(xl) 5 f(xz) g _i_(fﬂ’) i
Fla)  Floy ¥z’ @

n

npuYeMb, KOHEYHO, MCKITAnTCH phiurenia
2, = const., x, = const., . .. ,x, =-const.,
a suberd ¢p TBMB uCRIOUAaeTcA cayuail, Koria
F'(z)=0,
TARs KaKb TOTIA

&, = &, — CODSt., x, = const., ... , 2, = const.

e ‘ 3] ~ .
Obobmennad reopema Paddu Oyrers cocroaTs BB TOME, 410 puddepernniars

{lz)dx
[

IONYCEAOIIIA WHBapiaHTHOE HpeodpazoBaHie BB TOJBEO YTO YEA3AHHOMB
wrcah, uATErpupyercs BH KOHEIHOMB BuIE.

Rpomb rToro, MH Bb HBROTODOMT YacTHOMB caydab, coorBBTCTBYIO-
UMD BBRINEYHOMAHYTOMY HHBOJOMIOHHOMY npeo0pasoBaHilD I DIJIHITH-
SECEHX'D MHTEIPAIOnD, LAeMBb 00myn QopMyay LId ICeBLO-YIbTPasJiul-
TMIECKUXD MHTEIPaIOBb. :

§ 2. Becsma Baskuo paa mamed whau swats o6mis pbhmemia xudg-
JCpPeHTIAJBHEXD YpaBHeHit Aro6u. Be d1oM® orHOMeEHin 3ambuareneH®
weuvapd fkoOm '), BE KOTOPOMB OHB JXaeTd 00mis phireHid sToil cucreMl

') Jacobi. Uber eine neue Methode zur Integration der hvpere]liptischen Dif-
wrentialgleichungen. Journal de Crelle, Bd. 32, p. 200—226. Verke, Bd. 2, p. 135.
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ypaBHeHill BB 0COOEHHOH W 14 namefi whiu secsMa moxesHod gopah. Mui
IPUBOJIUMD TEOPEMY AroOu, crbiapp Heo0XoJmMOe, TO HAIIEMY vubaEiD0,
JOlOJHEeRIe BB ero J0Ea3aTelLeTBy.

Teopema 1.

PBmenis &, , Zy,«- -, CHCTEMbl EOHETHBIX'D ypasHenii

(5)

1B
p=a,+z+ -+,

Py = E Ty Ly By e T E, 1Dy (6)

. . . . . s s » . . . °

Y = T*n?/z + 28”:’/ + tn’
Yl = Tn—ly:2 —i_ 2'9n—1y + tn—l 4 (7)

Yn = rOyZ + 280?/ + t()

HOIWHOMEL 2-0fi CTENeHN OTHOCUTEIBEO 3, CyThb 00mis phuleHid CHCTEMH
ruddepennia pHEXT ypasHenid fArobu:

dz, a0 dz, e i “dr, -
o i TEa
.’.Ul dacl ._l__ Xy dxg ik} + x’u dw?l 0 (1)
- — = e e e 3
VR Y, VX,
R o

—t—‘ o i ‘..—t“—f_—_ 5
I'Xl ]/X?. I/Xn
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ecal KoBQPUIIGHTH 7, S, .5 ¥ 15 Spu_1s e s Fgy gy Lo YIOBIE

rBOPANTS 2 -+ 1 YpaBHEHLAMD, IMOJYIAOMUMCI OTH IpUpPaBHUBAHIA KO-
ywbhUIieETOBs UPH CTeNeHAX'B x BB UPABOH M JBBOIl WaCTAXB TOHILECTBA:

L g — Sn_193n_1+' o +(_ 1)” 80]2 S [mx” == 7,7&—1‘,1;“4—1 + T __i__ (___ 1')717,.0]

xyz‘vn _-t'n,-—lmn_'1 _I_ A (— 1)” tO] = a:anzn + a’Zn—-lx.z”—] + = + % + Gy-

Ecau npunsats o6osHadenis (6), 10 @, , &,,- - -, &, KOMHHE OHTH KOP-
HAMI ypaBHEHIT

xn_plxn—l __l__pgxn—Z + S (_ l)n Pn —0.

Ecru z,, #,,---,, pbienia cucremsr ypasremift (5), 1o ypasHenie
aro ofpamaerca BB cIbIyoILee:

Yo e e 0 (8)

ik ¥, Y, ¥,-.. ¥, uwbors saavenia (7).

¥
Pacio10keaHoe 10 HUCXOLAMUME CTENeHAMD 3 , 9T0 YpaBHEHIe upej-
crapigercHd eme 85 crbiyomens Buxb:

Ry?+28y+ I'=0, 9)

R = ,.na}.u = rn_lx,ﬂ—l + e (_ 1)n~—] le + (__ 1)"7"0,

S gt g Tl s =10, (10)
T: t“xn__tn—ixn—-l _1_ 2726 (__ 1)71*1t1x _I_(___ l)n tO'

Mu pokameME, 4T0 BCH ROpHE YpaBBeHiA (8) NpercTaBIATD HBB
e0a phbmenia: z,, 2,,. . -,2, ypaBHeHiid (1), ecau MH uMbeMT TOXICCTBeHHO

Sz—RTZ%Hx‘ZuN{_ s —:—ajx—!—%:X

ApH BCAKOMB z, T. e. ecam umbwors mbero b 2 - 1 ypaBHeHil, KOTOPHA
POJIYUIAOTCA OTH IPUPABHEBAHIA ROBPPUIIEHTOBE IPU CTENEHAXH % BB
paBoit u aBBOM YACTAXB.

1 rorasarennersa Auddepernupyers ypapHemie (8).
Torza Ha OCHOBAHIM TOMIECTBA

Ry*+ 28y + T = Yo — Ya" ' 4 ... (— 1,




e U Uit
HOAYYALMD
B e s ool ___——o,
Ry+8" niz e R N e

uax, BBOAS o003HaTeHie
Fay=(z—z)z—2y) .- (z—ux,),

2dy
YF' (x)

dx
e

Tt s =0. (12)

Sambuag, 4TO0 MO YCIOBIIO
Ry -+ 8==VS—RT,
HIM, YeIOBUBIIMCH HOxpasymbpars ofa sHadenif palukala,

Ry+ S=VS*—RT.
Torua
dx 2dy

Je—mT IF@

Ho 1o ycrosio

S2— RT=X (11)
OTEYIa
deg 24y
l/X Yr" (x)

Ilogo6Hoe ypasHemie umbers mbero jus Bebxb KOpHeH ypaBHeHisd
(B) a=m,, Ty - 2,
Mn MoxeMb, 3HAUMTD, HANKCATH
dz; 2dy

: == (). ¢=—1.2.8 n 2
l/X _l— _F/ m) ( 1 3 ) (1 )

CyMvupyst 5TH ypaBHeHi#, YMHOKUBB, INpejBapuUTe.apHO, Kakl0€
Ha zF, moxyvaems

I=n

(/x
D

nig k=0,1,2,3,...,n—2, Takds EaKb [Id ITUXD sHaveHin k




=1 L:L ()
3 oy o
el !

Taruws o6pasoMs LOPHM z, z,,. . .,x, YDaBHEHLd (8) wiu, 4ro ToMKe,
phmenia cucreMb (4) VIOBIETBOPAIOTH Ju(p(epPeHIIAILHNMT YPABHEHIAME
idroom (1). .

Temepr mokamems, wro uoamuoMn R.S, T MOTYTH CYNIECTBOBATI
upr Bebxs X um wro ypassemie (8) maers obmiis phmeniz cmerems (1),
(. e. phmenida, BB KOTOPHA BXOXUTH POBHO 7 — 1 TWPOUSBOJILHHXDB IIO-
CTOAHHHIX'B. :

Tars saws R, S, T 1MOJIMHOME 2-0f ¢TEEHH, TO THCI0 KO3(YPUIieHTOBT,
85 HEXD BXOAAUXBE 3 (% + 1). Cb rosdduniearamn: e RN
OHM CBA3AHBl YHCIOMB YPaBHERid, DABHHIMSD YHCAY HTUX'h HOCHBIHEIDL;
4+ 1) —(2n + 1) = (n + 2) kospdunienra ocranTea HEOUpeThIeHEEMA.
iE00M 1MORA3LIBAETH, UTO XOTS NPOU3BOJBHBIX'H BEJIHYUES BXOLUTH 72 + 2,
HO OB cBOXATCA KB m—1, Takh 9r0 YHCAO UPOUBBOJBHHXB MOCTOMH-
HHXD Oygers He Goxbe n— 1, kaws cabrosago omugars. OLHAKO 0TCIOLA
eme ne crbiyers, wro HafitenHbA phureHis cyrh oOWifA, MOEHO BoOOpa-
#aTh, 4T0 U 9TH % — 1 NPOUZBOJIBHKEH UOCTOAHHBIA CBOJATCH eMe Kb
wenpmemy wncay. Mul joramens, uro pbmeninx xpbficrsurerssmo ofmmis,
ceanm Oyjers HaMU JOKA3aHO, 9YTO JJIA KOA(PUIIEHTOBS 7, s, ¢ MOKHO
BCErJa HAWTH 3HAYEHId, cOlJAcHHH ¢b yeaoiems (11) m Takria, wro ias
Fy=a; BeJUIHRLl Ty, &Ly, - - ,x, NPUHUMAIOTE HATEPEN s HASHAYCHHBA 3HA-
deHid. HApuMbps, a,, Uys « 3@ -

Ilpunumaens sa @, smavenie z, pig y= 0.

Ho xra

y—r s X
MU L
sl et L (e g T (i=2. w)
H3H 9THXD % -— 1 ypaBHeHii oupexbasemn s , s
MO®EMD MOJOKUTH LI TPOCTOTH

<y Sgy IPHIEMD TaKe

n—-11""

R SE B il

e

ITpu BCeBO3MOIKHBIX'D BHAYCHIAX'D @y, @y ,- - - G, , UPH KOTOPHX'B OTPE-
1Banreis
a® lat2 .1
— 3 3 _ gt — ——
4 = ot ((12 aS) (Ct2 aet) R (an—l an)
n—1 n—2
a’n an -1




He paBemts HYJI0, CHCIeMa YpaBHeHid 1aers ompeibiremmbid BHAYEHIA Il
S, a5 Sy_gre- 38y, Ipn 4=0 mBCEOIBKO YpaBHeHiH OyIyTH TOMIECTBEH-
HEl, CTOJBKO e BEIMYMHD § MOTYT'h NOIYIUTE TPOU3BOJLHEIA 3HATEHIA.
OcTaJbHHA BEJIHUMHB onpepbisTes Usb HOJYICHHON CHCTEMBL ypaBHeHI.

oo & .08, har -l onperbiaarca ROIPPUIIEHTH # , ¥, 15 - 1705
ol o by, €CAU PABIOKAMD S2— X Ha jIBa MHOMKHTENA CTeNeHU %
KamIed. CROIBKO TARMXD PABJIOEEHId, CTOJMLKO HOOJYYUMB CHCTreMDb 3HA-
gemifi, npuueMs OXHOMY Kod(umienty, HanpuMbpe »,, MOKHO UPULATD
IPOU3BOJIRHOE 3HAUEHIE.

Teopema II-s.

O6uiis pbmenia cucrems xugdepenniarsnnxs  ypasnenii fAxo0u
VIOBJIETBOPADTS cucTeMB KOHEUHHX'® yDABHEHIH 2-7 CTENEeHH OTHOCHIENb-
HO Py Py wsPn

@i o i 8 gy HROW pp, R pE RS ) =0,

o 280 p 27 5 + 200 pp, + B+ P p] =0,
a +213m er 1"‘2‘” PPy TE etlon ki, =0

«f + 2‘35}4-1 ot 27 P 12 dif Y 10 Pea T el =5 HPL-H 0,

(7») _‘_2‘8(1 , _|_97(l v, —f—%f;f’ D, _I_.g(k) ]:?_}_ggf) 3 =

Tars raws Y, Y, ... ¥, HoiuuoMH 2-f ¢relleHd OTHOCUTEILHO 7/, TO

¥, p.¥P=TFV, pP=YY, ppl—TY,,
g =1 i pl¥? = Y!

OyIyrs 4-0f cremeHu OTHOCUTEILHO #.

Mer Beernza MomeMb onpeibaurh BB SABACHMOCTH OTH KO3(duIieH-
TOBB 3TUX'H MOJHHOMOBD DOCTOAHHE

(k) (®) w(k) 94k ) e
L 2‘6)1 ’ 2/1)7 2‘(51)’ R gg)

Takb, YTO

o Y24 280p, Y + 2yPp Y2 + 200, p, ¥? +
+ s p2 Y24 EPp? Y2 =0. -




e

ThficTBUTeIRHO, NPUPABHABE Kos(dunientsr npu y*, o3, 42, y, y° Hy-
10, NOIVIUMDB 5 YPABHEHIl JMHEAHHXD U OJHODOJNHBIXB OTHOCATEIBHO
@™ 280, u 1. 1. Cokpaman me ma Y* ypasreHie (a) umbens:

o + 260, + 270, 200 8,1, + o0} + S} = 0.

Takums e o6pa3oMb I0JyYaeMb U OCTANGHEA ypaBHeHiA (13). 91H
ypasHeHiA, onperbrdomia p,, py,- - -, p,, B YHENIM OB p,, & MO HUMD
Xys Doy -+ 4 T,, AEBABUCHMBL IPYI"b OTB APYra, CId TOIBKO 3apash HE PABHH
aymo: y®, 0, (B y® g® B 1 e. gorga p, He PABHO HOCTOAHHOMY, 0O
TOrJa BB Kamloe ypaBHeHie OyIeTh BXOIUTHL 0 HOBOH OyLBE.

[px BEROTOPHX'S 3HAUEHIAXD LPOUBBOJILHEIXD MOCTOSHHEXD MOKETH
CAYIUTHCA, UTO

k) — (M) — (k) —
) = el = L (01

I — ¢ = {0 =0,

0 ek
u ypasHemia (13) ofpamanorcs TOTJA BB CIBILYOILIA:
a® 280 p 4270 p =0,
o +26 p 2 B =0,
o) 2688, v+ 20 2 =0,
ol -+ 2608, b 20l b = 0

e e L

PHmuM® Bompoch, IpM BCAKUXT JH 3HATEHIAXD K03PPUIICHTOBD
poiuEoMa X 3TO BO3MOEHO, U HAMAEMB BB caydab BOBMOEHOCTH 3HAYCHIA
xoadunienToss &, S, y Bh ypasHEHIAXT (14).

Eemm
X,
p] = MY )
Y.
pf=;, (5)
IT

P ="y



10 ypaBHemiA (14) MOEKHO HANHMCATEH TAKUME 00PasoMb:

e®Y 4+ 2807, 4+ 2yMY,=0. (i=1,2,3,. 1,041, m)

Suaveniz o, 26W | 29 noxywaems, TpupaBHABAL HYID E0dpHH-

mienTs npu %?, y, y° B IBBOH Uacru, T. €. UBD YPABHEHIN
) k k T
aﬁ, )Tn_+ 2‘62 )Irn-«k G 27}5 )Tw,—z'_ 0,
k 3 E S
(X'g )Sn —I_ Qﬂz( )Sn—-k + 2Y§ )Sn—‘i —~0 3

; as‘k)tn —I_ Qﬂgk)tn~7c + 27§k)tn~—i =0

He napymas obmuocru pbmrenis, Mo#eMb, Kakb BblIIe
HOJOEKUTH

Ho rorga rakmwe um s, ,= 0, a moroMy u-

s, =0, 5. o= vy 80, Sp=20-

Bt i?’i:*lyz + tn—l
B e e

Tln_ 21/2 + El—-?
e T,

¥

=

. ® . ° - - .

N anay
e o e

(15)

3aMBTUIN,

(16)

Tz Toro, 4TOGH HTH 3HAWEHLA yIOBJETBOPAIM cucreMd xuddheper-
niaJbHHXD ypasHeHid fro0u, HEOOXOAMMO U JOCTATOUHO, YTOGH

S?—RT=X,
a Tak® ¥akn S=0, 10
RT=—X,
I
RT=—a,(z—a)z—0) . ...{a—a,),
OTKY 1A

lrn tn = a2n




n—-2 9 - ?‘O AT
r‘n "
(i )
n—1 n—2 n—2 = tO .
Ve e
n n

== (.7) = an—{—l) (QZ = an_‘_g) Aok (‘7’ TRk aZ'n)'

Hpunumas o603HATEHIA
s
.7151:051 —I_va:i_l_a:i_'_ D an’

= Oy Oy B,

. . . a . . . . . . - .

(] =E o (o 4
ﬂn_alaQ"'an'! (1‘)
" o I
A= an—}—l - an—]—? a5 au+3 SE EE s
"
4

— ¥ 4
Pl a'n—H an—l—E = an—}—] an—\-%} - Py Yo +

ﬂn = an—}-] an—i—? a_)ﬂ. %
0.Iy9aeMb
sz—l ’ T%—Z kil ym-—k e 7‘0 s tre
¥ E ’ =l S =1 g =
n n 7w n
(18)
tn—-—l i ﬂ” tn—? e .TC” tn—l e, 71:” tO Al JT"
——— 1 ) BT T A 2 3 = sy SORCy If sy T g | ey "L -
tn tn tn tn

OueBuIHO, XIf KKIOA u3H STUX'H BeIUINHD OyJAeTh CTOJBKO B8HA-
q9eHifl, CROIBRO CYIeCTByelH coderadii usb 2n KopHedm X 10 7n dJleMeH-

TOBDL T. €.

2n(2n—l)...(n+i)
2B ]

Tawrp wro, ecam ypasmenis (14) umbiors mbero, To s uMbors 3Ha-
senia (16), a », ¢ smagedia (18).

Haiizews remepsr  cOOTBBreTByOIIis — 3HAUEBis  KO3((uIieHTOB®
&) 2% 7(;”')_
s 85, o




3w ypasmewift (15) moxysaems
% k Dok
al! 26 27

v ot —1 —(r,t 2

.

n—k " n—i n—k Tn——i W=t Tn—itn) (Tn t:n»k T tn rn—l)

Dru ypapmeHis, mo pasiblemin 3maMeHarefs RakIaro UIeHa HA 7,
u ¢, , HA OCHOBaHizm ypasHemid (18) mepeoOpasoBHBAIOTCA Takb

B *) (*)
al = 26 £ 2y
B T ” " T " ’ -
e - (T, — )
OrgyLa
/ " ' Tl
ar =T go. gt =g G,
p, = i i p _I_ k4 ke
1 i ’ ol " 7 ’ y Ui " £l
Fe s Ay

WJIu, Kakb MBI YCJIOBUMCH BIIpeLb 0003Ha9aTh

p,=LPp+MP, © (19)
b
T, — T ‘
D e G
= 73
Mt (21)
g

Tagums o6pazoms umbers nbBero

Teopema III-a.

Eeau pburemis cucreMs juepeHniaibHHX b ypasHeniit Arobu yro-
BIETBOPAITD YPABHEHIAMD BUJIA:

b= py+ b,

10
T JI”
7 ) A
g L
Jlk-—-ﬂk
'3 ”__ " ’
o — T T ()
=t i M®,
dp—

/ .
ral @, 7}, 7, @, wnbors suavenia (17).

[loeMoTpIME, KAKOBO JOJAKHO OHTH yeioBie, uro0n ypaBHeHie

p,=LPp, + UH




oOpamaroch Bb
p, = MH — const. (22)

JList 97010, KaKh T0 BHUJLHO W3 YPABHEHLA (19), meobxoguM0 ¥ Jo-
CTATOUNO, YTOOB
LW =0,
i no (20)

;= . (23
Ecan M umbeMs

7 "

W, = T, LI e o RN S R
ro ypasmenis (19) ofpamaiorcs BB Cabjyomid

p,=M® i ¢ i=1

e e e b 1,000,000

OTCI0Jla I0AYyYaeMb TeopeMy:

Teopena 1V-a.

Feau pbimenin cuerempl judepenmiasbuEXb YpaBHenin Arobu Ta-
ROBBI, 4TO

p, = const. LIS e R L B e T

10, BO TMEPBHIXB, KOPHU TOJMHOMA X Tar0BH, 470 HMBIOTH MBCTO MEELY
HHMH COOTHOMNICHIA

e =X, LI i=1,2,8,....k—1,5F1,-..,n;

50 BTOPHX'B

— W&
pe— M,

Z

rab

(k) — ! —— .
M@. T, =7,

OrwbraMs BB 3akI0UeHIe 0LHO wiurTepecHoe cBodcro phumenii fxo-
eBCEUX'P YDABHeHIH, BHTeKalllee H3b e L1 yied Teopiu.

Teopema V-a.

Bedgas cuMMeTpruIeckasd GyHEELiA PEIICHIA 2, Xyye.. &, Ar0GieBCKEX D
paBHEHId BHPAKAETCA PAllOHAILHO Yepesh VX@ W%

| |




— 16 —

JIbicrsurensno, Myl uMbems 1o reopemt I

7617,~—ky2 + 2811,—‘]:?‘/ —|_ tn~k
oy Al ek, e

Py =

HO W3h VpaBAeHid

Ry? 25y~ T,—0,

BB koropoms R, S., T. smauenia R, S, T npu z==x,,
t (4 2 z

=5l R

Ho S} — R, T = X,, cxbrosareasno

e e i (24)

Hogcrasiaa 5T0 3HAYEHie BB BHpameHle p,, MOJyIaeMb

M, + N,VX,
JirE— (k=1,2,3...00)

1n+NVX

BB BHAB pamioHalbHOl (YHENIH OTH &, U VX,

Tar® EaRTD BCAKAL CHMMETDUHYECKAA (PYHRIIA OTH Z,, Zy,--.,%, BH-
paikaercs panioHAJIBHO 9IEPESB )y, Py,- - - P, TO TEOPEMA TAKUMD o0pa-

30MEB IORa3aHa.

§ 3. CymecrsensrMD KobasieHieMs BB u3caBropamians Axodu as-
JUIOTCSH IpekpacHiA wmscabrosamin Pumro 1), jgasmaro jgBa  MHTErpald
AKoGieBckUXT ypaBHewill, MoLO0OHEXD HHTErPaLy DfIepoBCKATO YPaBHeHid *)

dx, da,

__—|"%
VX, VZ,

— )

1) Richelot. Ueber die Integration eines merkwirdigen Systems Differentialg.
leichungen. Journal de Crelle, Bd. 23, erp. 861. Richelot. Einige neue Integralglei-
chungen des Jacobischen Systems Differentialgleichungen. Journal de Crelle, Bd. 25.

?) Lagrange, Qeuvres Complétes, t. 11, p. 18.



85 popmb

VX, +VX,=(x,—z)Vapl+ ayp, + C,

rib p, =z, + 2, uvbomeny sakHaoe 3HAYEHIE BB uzerbrosaniaxs Paddu.

Teopema Pumiro cocrourd BB CIBIYOMEMB:

Teopema VI-a.

Pbmenia AgoGieBCKNXs YpaBHEeHIi

dx, L dz, i o dz, 5
VE, VR VX, ’
AL, Ty 0, z,dz,
— — —|— s — =0,
I/Xl VXZ ]/Xn .
VXI ‘/XZ ) ‘/X'n
Y 10BIETBOPATS YPABHEHID
x0T VX, s
’ 1 B30 r : — 3 25
Fay ¥ Ty EEw X o
rab
K=a,,p{ + 3,0, + C, (26)

(' mpoU3BOJIBHAA NOCTOAHHAS,

) 1 7 RSO

Fla)=@—a)(z—m,) ... (¢—uz,)

Tua xoxasarenncrsa cucremy SE0GieBCEHXT ypasHenii (1) sanbHAeMD
“rbayomed, eff paBEOCHIBHON '
OB e R e TR

rxt

Fa)=@—xz)z—a,) .- (x—2,)-



EEe ¢ ohg
. aay o G de,,
Tuddepernupys uo ¢ u sanbudd i Dy UXD BHpa-
weHianu (2), noaydaemsb '
() Vot
d S ey '—7
2w, 1| \Fl&)P VX Y
gL ey 0z, b (z,)) & F'(z) 5 —z
7 e 8 ;
CruajpBasg HTH JPABHEHiA, HOJIYYACMD 110 CORpalleHiu
X
d?p e T
0 o
dt* 0z,
= :
Yepess caomenie e ypasuenii (2)
d]} k=mn 1/}‘7}‘ ‘ 28)
Shi = F (a,k : (
X e
Pagiaras Ipo0s —— Ha npocrbimisx, moryJaeMb
F(z)?
k=9 -
7 Z i Z ) B
F (as’)‘3 % y (sc (x—a&k)2 (1“ (a: | e—a

dxk

Pasnarasg o6b gacTr HTOro TOEIECTBa 110 HUCXOLAINIUMD CTENEHAMD

: 1 '
x W UPUPABHUBAA KO3(D(PUUIEHTH NpU —, UOXYIAEMb
&

AXk
. k=n ¢ F (x)
a2n—1+2a'2np1: Z :

k=1

?

oz,
uIm, Ha OCHOBamim (27),

d*p,

i

( et e h)
Uy g + 2a,,p, -

d

P+ ' .
Yumomadga =Ha dt U HHTerpupyd, noJaydyaeMb

dp,\? ;
dt 2(132"231 -+a2n—1p1+0’




el

HiU

i i
p -1/ (29)

d,
Orcoxa, mo sambub inl— €T0 BHpakenieMb (28), wmoxywaems (op-
Xyay (25).

llepeiinens remeps EH HBKOTOPHME XapakTepHHME cBoficTBaMs AKo-
JIEBCRUXD YDABHeHilf, ITO3BOJAONIMNG BHBECTH U3H TOIBKO YTO HAHIEGH-

SAI0 MHTErpaJa OCTaibHBIE #— 2 HHTErpata, a BB TOME YMCAb U BTOpOi
sarerpanrs Pmmao.

Aemna.
Eean 2, z,, ..., 2, yrosaersopsiors cueremb ruddepeHmiaIbRRXE
i 2 I

‘pasHeHll fArodu

z_'n

. (k=0,1,2, ..., n=2) (1)
|/ X
=1
s Ygs -+ - 5 Y,y CBASAHHBIA CB Xy, Xy, - - - , &, COOTHOIIEHIAMU
ax, + b (30)
Yy, = — (== e e )
TR

S LUBIETBOPAOTD cHeTeMb aHAJIOPHYHHXD JIH(PepeHIialbHEXD YpaBHe il

o S
7@/, =0, *=0,1,2,..,u-2)  (31)
rit
Yi = b2ny2n + bzn_‘y%-‘l + Rost it bly + bO = (dy TL. b)?n +
(b (o + ) (— ey . (32)
Bb camoms pbab, ma ocmosamiz (30), 3
yidy, (be—ad)(ox,+ @)" "2 (ax, + D) dx,
I/-Y,{ o I/Yi ? :
TRy 1

t—%

2 vy ki 9o’ + 9w+ .. g b
l/ f l/ Xz' o

=1 =1 -

e




W1, HA OCHOBAHIU ypasrenia (1),

"dy,

=0. (mpu k=0,1,2,...,m—2) (31)

3—1

Teopema VII-a.

Phimreris cucreMs auddepeHniaIbHEXD ypasreniit fro6um ynposie-
TBOPAITS YPABHEHIO

dg,
— = 32
7 VL, (32)
rnh j
=N AL, _I‘ b
e e 3
0 ch‘_ﬁl_ddt, (3)
L 214 9 + b’n—-l VA + F : (34)
I' pOMBBOJABHAA TOCTOAHHAH, & by, by, 1y .,b, ¢ unFOTE TOXKe 3HATEHIE,

wro BH JAeMMbB; ¢ CBA3AHO CBb t COOTHOTEHIeMD

(be — ad)"
dt == 35
. gL )
11 (z) = (cz, + d) (cxy+ ) - - - (e, + ). : (36)
Tlo aeMMB, 4y, Ygs + -+ » Y, CBABAHHBIA CBb Ly, Ty, - - , %, COOTHOUIe-
gigymu (30), BOTLA Xy, Xy, - - - &y phmenis ArobieBckuXDb ypaBHeHii, y10-
BIETBOPATH ypasHeHiAMB (31), NOAYIAOIMEMCA 3AMBHOA £y, Zo, - - -5 &y
X17X27" 9Xn Ha ?Jp?/gy---:yn: Yly Ygs" Y HO x]axg;"'rxn7

VIOBIETBOPAA YPABHEHIAMD Aro6m (1), yAOBIETBOPIOTD, MO reopemt VI,
pubert ¢p THMD ypaBHEHID

dp1
dt

1/“2%101 + 0y, 10 +C- (29)

SHAUETD, Yy s Ya» - =+ +Yp> YIOBJIETBOPATONLIE TOXKE ypapueniaMs droo6u
(31), VIOBIETBOPAOTH YPABHEHIO

dt 1/524191 +b2n 1QI + F (32)

moJyaaeMoMy 8aMBHOH @), Zy, -+« > %, HE Yy Yoo s U




TIbficrguTe pHO, OpU Takol sambeb p, LoxmHA nepefitn BB ¢, onpe-
shazemolt popmyroft (33).

JTag Toro e, 4TOOH Y3HATH, BO UTO HEPeXOXuThH ¢, npeobpasyems
Y paBHeHId

(‘p’(yl)dyl peD D (y,)dy, i 5 '@I(E’n)dyn
i VT, VY,

¢(y)=(?/—yﬂ(y*—y-z)---(y—'?/n)a,

= dt, , (37)

JABHOCHIBHHA ypaBHeHLAMD (31), NOLCIABUBE B HHXD BMBCTO y UXD BH-

pamenisa (30) BB z.
Torga moayuums
&) (be—ad)” > F e}
W)= (e, 4 d)* = (e, + &) (e, +d). . (ex;,_,+d) (cx,y, +d)- - (ex, +-d)’

o
oolbe—ad)
dy, = (e, + ld)2 dz,
Iy, (be—ad)”
e ]/?; = i di, (35)
rab .
I (z) = (ex, + d) (cwy + ) - - - (e, + d)- (36)

Ypasuerie (32), Ha OCHOBAHiM COOTHOLIEHIH (35), MOEHO eIle HAIU-
“ATH TAKHMB 00pasoMb

e e ey (38)

at I

wau, TaEbh Kaks 1o (33),

@l— i te=¥ @q_' ad) dxl.
dt (cz, + @12 @6
1

=

wiu, mo ypasHeniaMb (2),

dg, I:Z% l/i

At L (ex,+aPF'(z) ]

=1

e



TO . i
- I/X,- (be—ad)*—' ,—
r = F, 39
Z (e, + AP F (x) I (2)? v o9
=1
MOJarad LZW, vub F Oyrers ouesugHO WhHIOH CHMMETPHIECKOH
DYBEWIEH OTB Zys Lgs -~ s &,

Iloaarasa :
= 15 S h— O e —— =

noJay4aeMs MepBHI wATerpats Pumrro (25).
[oxaras

a=0, b=1, ¢=1, d=0,

H0Jy9aeMB BTOPOH UHTETrpats Pumrio

i=n

l/i 2158 l/ao.pi——l + alpnpn—l —i— sz
2 = F () D,

bl

=1

rpb B mpousBOJAbHAS IOCTOSHHAL.
Sambrums 315¢H, MUMOXOILOMB, YTO, €CIM MH BO3EMEMB #— 1l cu-
cTeMt 3HAUeHiil a, d, ¢, d Takux®, 4o He uMBTHE MBCTO PaBEHCTBA

@, d;—b,c, =0,
u
d;,
SR
¢ Gy

T0 n— 1 ypaBHeHi# (39), coorBbTCTBYOMUXE uUMB, DPeICTaBATs n— 1
HEB3ABUCUMHX'H MHTErpatoss ypaBaeHii flxobu. Bupouems »r0 samBuanie
BB JAIPHBAMUXE PascymIeHIAXDs HAMD He [OHAJLOOUTCH.

§ 4. Ha ocmosanim teopembl Pulmio M0KHO BHBECTH BAKHHE pe-
3yJBTATH, CAYEAMif pasBuTiems §# 270w,

Teopema VIII-a.

Bearas panioBalpHAd CHMMETpUYECEAd (YHEIIA OTB X, Ly, - -+, &
BHPAKAETCA PAIIOHAJIBHO UepPesb

=2zt &+ .-z,

i VK, rib

K: (12712‘)12 —I— “2:1.—1p1 + C



Lra rmorasareancTBa BO3EMEMT ypaBHemie §* 2707
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Bele af-—s ah " s (— 1) $y»

[ e AT e AR G 1

T0, MOXCTABILA DTU BEpaEenia BDL TOHIECTBO

BT =KX=, a4 o, o™+ T + a, ,

HOXYYUMB BB JIBBOE 4aCTH

St RT = (83 E Tnt'n x?n + (_— 28% Sp—1 _l— T t%— 1 + Tn—ltn) xZn—-l + e

a BB IpaBoi 9acTH
K= g TR et SR + a,z + a,

NOJYYUMB
@y 80— s (44)
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[purunMad BO pHuMapie pasencrso (44), umbeMs

=5+ Ve,
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Korma a,,=s}—r,t, me HyIs, T0 § He paBHO 7,

1 1 1 | 1
i r,(1—8§) y —n

Y »rE—n)y—¢

(46)

Ho no ypasmemisms (45)

rE—n)=2Va,, .

loaromy ypapmenie (46) mamummerca Tamb

g ( 1 1)
Yo oyle, Ny =8 g
Yuuomad WA dy U WHTEIPUDYA, LOIYIAEMD

" dy 1 y—s
== e 47)
Ui 21/54.]" W (

Hoxcraras vb ypasHenie (40) sHAWemia 0oGOMXT WHTEIPAIOBD, B
HETr0 BXOJTANIUXB, M3D YpaBHEHiH (41) u (47) u moiaraa

1

Vo,

rrk A moBaa pOMBBOJIbHAL IOCTOAHHAL, HOJYIUMD JLIA cayuad, KOTrga Az,
HE paBHO HYJIIO,

y

lg 4,

Y & 2do, 0+ Aoy 1

i XK. 8
o i +v (48)

Wsp ororo ypasHERi# sCHO, WT0 y ecTh panioHAJEHAL Gyurmia p,
Eciu a, =0, 8O a5, _, HE HYJb, 10 1O yPABHEHID (45) =1
Ypasuerie (46) sambuurca cabiyomums

I 1l
P il L 49
Yo e
a ypasmemie (47) cabryomums
dy 1
e T 50

Ha OCHOBAHIM ROTOparo, a pasHO U (42), BHBOJUMG u3H (40)



Al 26#

iy e tite e Runt O (51)

g r.ly—%5)

910 ypaBHeHie Tome IaeTs y B PaNioHANLHOR GYHENIM OTB p, W VK.

ILia exyuas e, KOUJa U a, , =0, nocrbinee ypasrewnie (51) 3a-
wbauTca cabIyoOmMUMD

o _*iT—}-F, (52)

V/Ej = #y b =6

TOXE TAOIEMb, KAED M BB OPEIHIYIMXE JBYXE CIYYaAX'B, § BB DAIio-
HAJIBHOH (YHENIM OTH p, U ]/K
Ho ma ocmosamim §® 2°7 mMu uwbeMb

Y, Y, Y, i
pl—?’ p-}"“?:“"p%‘—T’

b Y, ¥, Y,, ..., Y, whasd QyHknin 2-0ff cTemeHnm OTHOCHTEIBHO -
CarbroBaTesbHO P, Py, - -+ , P, BHPAEATOTCA PAIIOHAJILHO UePest y, & Takb
KaEb, MH TOJBEO UT0 XOKA3aJH, y BHPAmAETCH DPAMIOHAIBHO Yepess p,
u Y K, 10 1aEIMD e 00pasoM’b BEPABAOTCA Pyps Pa» - -+ + P, W BCAKAH PAIIO-
HATBHAA CHMMETPUICCKAS YYHRNIA OTH Z,, %,, - - - » &, , TAKE Ka®b mocabi-
HAA MOKETDH OBTH BCEIJa DANiOHAJBHO BHPAKEHA UYEPE3T Py, Poy - - - s P, -

[Mocarbaas rTeopeMa JAerTh BO3MOKHOCTH KOKA3aTh HHTEPECHOE CBOH-
! f () ! o
cTBO IHddepeHmiaLa Vf dz, JIoIIycKalOmAro WHBaplaHTHOe peodpaso-
Bamie.

Teopema I1X-a.

Anpdepentians f_i/fﬁ%

gie, mHTerpupyercsa Bb KOHeYHOMB BuIb.

, JONyCKAoOWIiH WHBapiaHTHOE TpeodpPazoBa-

. He BBoms mepMuma: ,uHBapiaaTHOe NpeobpasoBanie®, TeOpPEMY MOKHO
GOpMYIUPOBATE TaKb:

Eean pamiomaxrHaa GyAENig f(z) Taxkosa, 4T0 &, Ly, - - - , 4, , YLO-

RIETBOPAA cueTeMB nuddepernialbHHXD YpaBHEHI frodu
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il e RS S T ;
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g0 dw  altde o |
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1 1 1 ’
e L e e
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.
" fle)da ?
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€CTH MHTEI'PATD NCeBIOYIBTPAsLIMITHYCCKId, BHPAKADLIIficsa depess alre-
Opamaeckid u JorapueMuueckis (yHkmim,

[Ipu norasareancrsb OyieMb pasiuyaTh JIBA caygad:
1) p, He PaBHO HOCTOAHHOMY,

2) p, = const.
YpasueHia (3) nepenument Tarhb

P Fed g - |
Fla)  Fla 0 B

rxb (
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flz) de, (o fl@) \ de :
n ?fﬁ /—— — Fl ) =t (33)
) vV X, \ (; ]/Xl
Ho mo meopews VI (Prumuio)
d
B_yE, (29)
ik Sxd
K = ay,p7 + 5,101 o (26)
da, ‘/Z et %
Wi, TAKD RAED o= 7o 0y po, o paspbienin Ha BTO HmOCILAHEE
ypaBHEHie,
dp, " 1/ i
_.14 :
dxl ]/ %
HIu ‘ (54)
dp, dz,

Fa)VE VX
[Jo mofcTAHOBES 2TOr0 BHPAKEHIA B ypasuenie (53) LOIyIaeMb

nf(a)de, (‘:" f(z,) ) dp,

1’"(xl) ]/_j_(—} ot F’(xi) F (%)VK
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(z,)dx dp
Lalih g - (55)
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rih ;
1§ @
T w ~ F'(z)
€CThL PAioOHAJBHAA CUMMEeTpHIeCKad PYHELIA OTB &y, Xgr -+ s Tyr B cab-
JOBATEJBHO, PATIOHAIEHAA (QYHELIA OTB Py, Por - - s Pu- Ho makas (yHE-

mis, o mpexEAymredr reopemb VIII, BEIpamaercd PamioOHAJIBHO 9epesh p,

S

ITyern

n— gp(pw ‘/—K)
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Moxcrapiad BH ypasaenie (53), moryyaeM®

f(xl)dx, e dpl
— == 3 -R ==
NJan
f(x)dx,

—— =u(p» ]/R) dap, .

VX,

rrh w» panioHaipHAd QYHEIIA OTB p U }/E.
Hurerpupya 005 vactu nocabiHATO PABEHCIBA, umbem’s -

f(a,) dz :
~'—/L—l= P (01, V Gy} T g1y T O) ;- (56)
R

HHTerpans, Crofimiiii Bh NPaBOH JacTH, pepercd BDH KOHETHOMB BuIb,
1. . BEpAKAETCA Uepess alrefpauveckid JorapueMuyeckid (yyHRIIN

b H 1/—12 == l/awpf I Oy T L

Bt mOIyYaeMOMB 10 UHTETPHPOBAHIN BEpaKEH]l

@1(1}1’ ]/C"anlz—i_'%n—]pl +C)

cabryers upoussectu 3aMBHY

Yl
P Bad (opm. 5)
: e g Foba ¥
2 Y Yy S on—1 2n—1
Qo DE -t Oy +C  HL A == = opM. 48
1/ 2'npl+ om—101 y—1 2]/()&2”17 ((b % )
BarbMb BD IOAYICHROMD BEpakeHiu sambuure Y Ha
b (24)
E,
Torza mOXYIUMB :
e da, i
S—Tlf =3 @g(mpl/Xl) (57)

BH BUAB cyMMH airefpamdyeckoi paniomaipHOfl (YHELIM OTH & U VX1
W JOrapueMOBE MOXOOHEXD (yHEHH.




Teneps mepexoguMs KO BTOPOMY CIVYAW0, EOIIA

p, = const.,

U Tpeikje Bcero sambrumb, UTO Beeria GymMeCTBYIOTH TAKIA SHAUEHIA
@, b, ¢, d, IpE KEOTOPHXB

Qe+ b,
q(l.’/)r: Z e T
o= cixz'—f_ d)'
=1
HE PaBHO IOCTOAHHOMY. :
Be camomt nbak, ypasmenis

dg{" dg{? . dgt”

1 e

dt : dt—o"“’d’t

PaBHOCHJIBHEI CJICE,Z[YIO UM

i=n
dz.

gl : .
Z(Cx—l-d);)?:o (-ILJI'H]=172a3:,72) (58)
=] 7 ] ’

L
OueBuxno, onpexbinresn sTof cucTeMu ypasHeHil He ofpaimaeTcs
BD HYIh TOHJECTBEHHO NP BCBXB ¢, ¢, - - - 1 Cpr Oy, Ay, - - -, d,; eCIH OH
910 mpejnoaoxenie umbao mbero, To

du, dz, e dx, :
e ke
WL
@) = eonst., x,= const., ... ,z, = const.,

& BTOTH CIyYAl HAMM HCKIOTen® (§ 1) W3 NOHATIH WHBApIAHTHATO mpe-
o0pasoBamii.

bepexs 15 suavemia xis a, b, ¢, d, upu EOTOPHXB ¢, He DpaBHO
MOCTOANHOMY.

Ha ocmosamiu reopemu VII

dq, =
rrb
& Az b
a8 Z cx, 4 d (33)
=1 ¢
L s b?ang + b2n— ’1 QI + I" (34’)
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G Ll e B VI s
G D St sy

b

D (y) =(yf-‘—@/1)(y =g reL Ay

Ypaprenia e (3) o6paimainrcs BB

y] yQ ?/'n
i et R Sy
6(y,) " O (y,) - O(y,) :

(59)

4 n—2 =2

Y1 e 4 43 Yin
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i

Oy) =

(60)
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de vh . ceogs=g
R w+d  —eyta’

Br camoms nbab, kar®s npm rorasareincrsb memmm §* 370, yobama-
eMes, 9To

Oy ._.i f(T%) ¢

1=

i=n iI=n T % s
Z : J?,( ) e h(k)m 'Jf_ q’f",)—ga’:z

OTEYJa HA OCHOBAHIM YpapHeHIll (3) M TMoxysaems cucreMy ypaBuemnif (59).

Kar® usp ypasmemiit (2), (4) u (29) BEBeIM (55), TaRB u3B (37),
(59) u (32) BHIBOIUMD

%)d@/, dql : :
6
VY ]/ 7 ‘ o
ril S panionaspHas cHMMETPUTECRAS PYHELIA OTH Yys Ysr- -1 Y,» H, C1BIOBA-
TEIbHO, PAllOHAJBHAA () YHEI1A OBy 5 Wb~ < oG DB @y s Q54+ ++, 0, TARIA H0




QYHRIHE OTB ¢, Yo, -+ + Yy BAED Py, Pgs v =Dy OTB 21y By, - S

Mpumbnag we Teopemy VIII & ypaBHEHIAME Arobu (31) uru (37), 3a-

KJA0YAEMB, 910 S = x(gl,l/f) pamionaxpHag QYHKIIS 01D g, R VL.
WM3s ypasmenis (62) umbens

6(y,) dy, — dg,
— = , VL =,
OTEY L :
" 0(yy) 5
Sﬁdylzjw(ql,l/bgnq; + by, 10, + ) Ay 5 (62)
1

rrh @ pamioHaipEad (yHRENIA 0T

¢ # VL= bem?liz—]i_ boy_10 +7T.

W ETerpalb, CToAmiil Bh MPaBoil JacTH, BHPAHACTCL yepess aaredpan-
qeckifl u JoTapueMmueckis QyHEIIX g, 1 VL.

Raks @ BB HpejBiymeMs caydab, cBegeMd pesysbrars, Oy YaeMHEI
110 WHTErpUpoBaHin, KB QYHRIIX

@2(?/1» VY])
OcraeTcs TOJbKO 3aMBHUTE ¥, HA
VX,
(cz, + A’

ax; +b
cx, +d’

VY,

§ 5. 3awbrumsb, 4TO CUCTEMY nudpepentia I HHXD VPABHEeHIH Arodu
(1) HA OCHOBAHIM TEOPEMEl 2-0fi MOHKEMD saMBHUTE CcHCTEMOI KOHEYHHXD
ypaBHeHii

o 4 280, + 270, -+ 200 p,p, + €0pi + 80p1 =0,

o 4280, + 27Pp, + 270 pp, -+ Op + s®p2=0.

HauGorbe momiaerca uscabiosaniino ciydai T€OpPeMH III, Korja 3TU
ypaBHEHidg oOpamalorca Bb JUHEeAHb I

pl=L§"’pk+M{"> (1=1,2,8, .. b1, k41, (19)




bk, Eakbs MH IOKa3a0u B §* 2 (Teopema 1II) L®, M® wmoryrs
uMBre TOJILEO cabayouia smavenisg
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(k) Lt
I —— 7 i
=<7 T ) (20)
k E
Jr/ JZ" -7(7’ ’T,
e 7"
J'Ml( )— —/¥> " i (21)
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Tarums oGpasows moryuaens, kaks wacTHui cayvair Teopemn IX,
carbayomyn reopemy:

Teopema X.

Ecin pamionaremas pymrmis f(z) TaK0Ba, UTO 2, &£y; «- - 2, , JHO-
BIETBOPSA §PaBHEHIAME
_mem | mm—a
pl_ﬂ;—ng By nk—ﬂl : (19)
YIOBIETBODAIOTE €Hle ypPaBHEHIAMD
i 1 1
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f(le) f(xg) f(xn)
£ + Zy + + Ly
o e e 3
eyt ey fiz,) <)
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J' flz)dz
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eCTh UHTErpalb LCeBIO-YABTPAdLIANTHIECKIf,

JTa TeopeMa MO#ETH OHTH JOKA3AHA H HE3ABUCHMO OTD BHIIEUSI0-
KEHHArO, XOTA TOTAA HE HA CTOJBREO ACHA CBASL ed ¢b Teopieft MAro-
OieckuxX'h ypaBHeHifl, a raaBuoe To, 9TO OHA& COCTABIETS UACTHLE cay-
Yaii 6oxbe obmielr Teopemm.

Jls1 LOKa3aTernhcTBa PasodLeMb

Ky = g =0 e —a




Ha JBa MHOEKATEIA

X =(g=e)z—a). z—4a),

o= (CU T aﬂ+]) e— O‘n—l—z) s (‘T s a‘ZM) :
Torra g
X=uq,, XX,

Hpurumas oGosnagenisa (17)

X/ g JI,] w%—l -‘T_ ﬁ;‘xn—:? S I (____ 1)17, ‘ﬂ:;z £ (63)
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o i Hp = _%_”kﬁz ol
e Y k Rl )
‘nk ‘nk 'ﬂ:k ‘Tck
’ " ’ " " 7
e eese B ity
Sl N T gk
S k k I
M, TpusuMad obossavenia (20) u (21),
S & .
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" 49N k " k
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Hlogcrapaas HTU BHpaEeHis T, ¥, BD ypaBHemid (63) u (64), moxy-
gaeM’b
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uro BuoaEb coraacno ¢b Qopmyramm (20) m (21).
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ot —— Ml(lr)xn—l —f_ Mél:)xn—.? + i (__ 1)n M.y(zk) — (68)
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MOKHO Hamucarhb ypasHenie (67) u Jgpyroe, TaRuMB e 06pasoMB MOIY-
gaemoe u3b (64), TAKB

X f aa, (70)
X'=u+ix,. (71)

W3p ypasreniii (3) umbems

f(xl) il f(xz) qL (31 f(‘xn) (4)
F,(xl) = Fl(mz) R —— F’(,‘Iﬁn) v
OTEY 4
%f(ﬁl) £ '§\¢ f('l",)
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ypapHEHIAMD (19), py, Py, -« ,p, CYTb PALIOHAIBHBA (YHKOIE OTH 0 TO

u R ecth rarax e Qyuknia ors p,. Osmasumb R depess @(p,) -
lIpeobpasyens renepr ypasmenie (72) mwam, 4To Towe, ypaBHeHie

flz)ds, - iz Ve, 3
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VX,
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o (— L — D a0 — A LPaP 2 4 ... 4 (— 1) LH )=

02 O T
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Tars sars F(z)=0, 10 ©, + 2,p, =0, oTEyIa

u
pk:_T‘. (75)

ol

Hoxcrabags Bh ypasuemie (74) aTo Bupamenie p,, uMbeMs

du, 04,

s LIl )
: il ‘u‘dxl 13
F'lz)= i . (76)
i

[Moxcrapras Bp ypasmenie (73) subero X =a,, X' X", Ha ocHOBA-
win ypasmeniit (70), (71),

Uy, (14, 7“15";) (&, -+ AIW;) 3

a Bwbero F'(z,) ero Bupamenie (76) u onyckas LI EPATEOCTH SHAYKH,
umbemMn

A — A
g, 0

VB (a5 (=)

Wim, 10 ypasHeHin (75),

ax ,

fle)de - — @ (pdp, 77)
VX Va, (@, —p) @ —p)
Orco1a
X fade _ @ (p,)dp, 8
VX v Vagn(ﬂ;;"}’k)(n; _p;‘)

Taks KAKD UATErpalbh, CTOANIIA BB IPABOM dacru 3TOr0 ypaBHEeHIS
(78), Gepercd BB KOHETHOMB BuXb, TO TOHKE OTHOCHTCH H KB HHTErpaly

" f(z)dz

VX




e BEL T

[Tocxb cosepmenia umrerpuposamis

Ja = P () dp,

I e _I__* ,<7——7U4T:
l/a;’n(‘nk -y p/:) (T, hpk)
BB pesyabrarh cabryers sambmurs p, na

il
'K
Candemsie.

Tars raw®d p, ecrs cummerpuueckas PYHRHiE OB T, T, . yit. o
Bropad 9acrTh paBeHcrsa (77) OypeTs 0CTABATHLCI PaBHOH OJXHOM u TOI e

BeauduHL mpu x =Wy Ty s -

SHATUTH

floz, Yz, (&) da, A flz,)dz,

Vi, Yy e 5, Y

Taks Kaks®

Flad X ) T T e
TO
Fiv)de,  Flla)dz, F'(z,)de,
VX i1 . W

OTEYXa BRIBOJLATCA ypasmeHia froGu (1).

Taruys 06pasoms nnrerpais, 0 ROTOPHIXH HIeTh phub BEL 3T0H Teo-
pemt, cyrs umenno vh, guddepermiarm KOTOPHXB JTONYCEAIOTH MHBAPIAHT-
HOoe npeoOpasoBaHie, ¥ 3akJI0UeHie HTO MH BHBEIN HE3ABUCUNO 0TH CRa-
BAHHATO BB HPEIHIYIUXD OAPArDAdhAXE.

Hpavbmaa 51y Teopemy ks cayean, roria LP =0 (12Z%k), 9ro rars
MBI lI0Kasajn BH TeopeMb IV 6yrers Toapko mpm

o=, == Gl k=1, k41, n),
HOJyYaeMs CIBIyomyno Teopemy:

Teopema XI.
Eean xopam norunoma

X=g,z—a)z—0a)...(z—d,),




|

YILOBJICTBOPAKTE YCJIOBIAME

(23)

’ =

I:_1=‘7I

" g "

vl
4 Bt g — Tpgo s By n?

1 panioHairHas ¢ymkuiz f(z) Taxosa, uTo OPU %5 X5 = 28, » YHOBIE-
TBOPAIOIIUXD YPABHEHIAME

/ r
PLy=T, Py=1T, .,

, | (22)

pk—lzﬂk—l’ pk-{—l ___nk—}-l’ ey, :ﬂn’

uMBoTE MbBeTO ypasHeHis

1 1
B ey

@, g
f(ﬁl) ‘ f(xg)

) (3)
xn-—z a,.-n—? =2

1 __'_'.._[_.'n':o’

Ly z

+ + . :'01

i) +f(;.7;2)_

TO UHTErpalsb

" f@)dx
VX

€CTh UHTErpafs IHCeBJO - YIbTPAsIINNTHYEeCKI.

JoEameMs, 910 115 cayuas IHHeAHO A 3aBHCUMOCTH MEHELY Py, Pore -+ 2 D,

(QyHEIiA, Y10BISTBOPAOMAL YCI0BIAME IPETH [V IUXE Te0PEeMb, CYIecTBYers,
u suberd ¢p rhMr malgems o6milf THOE NCEBLO0 - YIBTPA3LIMITHICCKIX B
HHTETPAJTOBB, CUOTBBTCTBYOMIIN Tak0BOH 3aBUCHMOCTH.

Teopema XII.

Obmifi THI'E MHTErpaJoBh, YIOBIETBOPANIUXE VCIOBIAME TEOPEME
X-off, ecrn

(79)



1

‘u:xn vl Ml(k)m-)z—l_;_ o _;_(7 I)WJM,(Z:),

A= —IPpib . (=1 I,
! "
g i)
X A a1
e
Hp iy
’ T” ﬂ,’ ’T,
e J
) kil Teas I
.Il'_/[l(]‘) — 1/ ——ﬂ”
3 i
/ e _."_ 5 1 "
‘7.51_6”1 I C‘Q?T— +ana '7[1 Ctn_!_1+(ln+_2—{'— 2 +a,n,
. I e
S al % By s i e Oc’n‘i—l an+2 o Gy

Brs camoms nbab, Bopamenie
flz)dz
Vx
VIOBJETBOPAA YCIOBIAME TeopeMbl X-0d, onperbiaderca 0o ypasHEeHIAMD
(77) u (75) dopmyaoi

U
M —g (ﬁ) u M da

VX x s VX'
TaARb EKaKb
ot - L
( _) ok (E A4
— @ (py) dp, + A dx ¢ Z) a B
— - — = - L — — —dx.
Vay, (@, —p)(@, —p,)  Va, (@, + u)al+ u) VX

OGpartHo, ecan

iz
\i) ao

ot _ o (1),
VX T

ro uMBoTh Mbero ypapHenis (19) u (3).
Jbicrsurensno, ecaun  ypasaeria (19)  yIOBIETBOpAOTCA  TPU
X =&, Xysee, &,, T0, KAKD MB I0Ka3aIu NpH jokasarerscTsh reopemb X,

u

3o




2 P,
1
nia e
fla)dz, - )F'(rl)daﬁl
VYI P Vfl )
HIn
fla,)
“F',(;T = ¢(— D)
OTEY Ia
Filg s BT 0 By
U, HAKOHEND,
i il - 1l

U T

xl ")"‘2 xn 1y

flale foar L G o e
Z b g2 e ot i
A AN

- Mosarag k=1,2,3,...,n, MH IId KamIATO 3HAYeHia L OyleMb

UMBTL CAMER THIB ICeBLO-V.IbTPasJIMITHYECKUXD HHTEIPAJIOBD

j (L(l”m""] — L2l & (__l)n—lL;I))

i L s M{lJ.’ﬂ”—l _1’__._ v + (_l)n Maf(Ll)ii
dx \Lg‘w—l BT P e e g

gt M Nt =R e D ) i
VX’

¥ (Lﬁ—”x"__l — IO A (— 1)L



o/

[ (0ot —mpap g )

d (o P b o Gt
;ﬂ;‘ \L.(A)QJ',L.an ___L(JZ)‘I’MAI = . = e 1)%—IL,(;2)

. (“ o e R R ﬂﬁfﬁg ) dz
L(IZ)xﬂ—l _Lg?)xn—] T _|_(_ l)n_:\LgE)

VX
(80)

( (Lgn)xn—] Bt Lgn)xn—E _!__ At + (___ IW—ILEZU)

d e lMI(%)(L‘” —1__!__ B +(_ l)n Zu’(zm ¢
dx L{ln)xn—] _nga):B1L Phalang, _?(; l)ﬁjfzgz),

( gt = M L s (1R ) dz
NPT — Ik (=1 I VR

Bp wacrrons caywab, korma

W 700 — 706 L e S Elrnleos
L1)~L2)——L§)—...—Lkll-Lg,_l_]—-.-—L ==l

7

a, CJ'ITE,Z[OB&TGJILHO, KOpHU CBA3AHEI ypa]iHeHiHMH
'n,‘:jt; (27:17233_v"‘>k_1:k+15"':71)’

12 TUIIOBD IICEBNO-YJILTPARIIUITHYECKUXT HHTEerpaloBn (()y,ZIyT'L

[ Lf0 Rt i

dx et

. (l,l;az._ ]l]g”.’l,‘”_l oyt _J_ (__ l)n];ﬁ',(ll)\ ir

n—i l/—)_i:,

j’ o ($11 T IU[&Q)g;nul o (— 1) ﬂ_’[f))
xh T — :

(Z.ﬂ'} xaz;-f:! =

X

(xn — MBg 1L (— 1) MEN g
¢ = -
ol VX
sal (81)



el
iNedr

ga - (xn___ M(ln—l) xn~1 + -4 _l_ (_ l)n Mv(zn—_l) )

xz

dx

X,
(o grongn— A (n)

T ) e — ik 1) n
j T (a, TRl At R et )

(x-n fhi) M(]'n-—l)‘xn—l +‘ : + (__ l)n Mi:a—l))
L4
ZX

. di
gp xn ATe ! Jl/[(m)xn—l + e (_ 1 " M,g”)) szt gb d
( 1 i ) VX

Jl1a caydas HITMOTHIECKHXD HHTEIDPAIOBE  (POPMYJIDI (80) na01®,
nocab EBEOTOPHIX® mpeobpasoBanii, cabiyomyo HETEPecHYO (POPMY MCeBL0-
DIIMNTHYECKUX'D MHTETPAIORH, yEasanuyw Paddu.

A umenno, Bs Qopmyrh

52 —2Lx—M (22 + M)\ dx
Fe W -

(rxh XIg UPOCTOTH OTEHIEIBAEMD BHAUKM) 10JATaEMB

xQ—}—M_QE
q)(m"’—i—M _ a4 i (m2+M_2§)
x~L) x2+M._2,7 x— L ¢
w— L

rib & W 7 ROpHU ypaBHEHIA

22— 2L —M=0,

(83)
TaREs 49T0
22 —2Le— M= (z—§)(@—1), (84)
§=L+VI*+ M,
n—=L—VL*+ M.
Ho

xﬂd%—%@—Lt:F—L~VU+yT
P+ M—2m@—L) |—L+Viptw
Catnosarennno,

g}(x'z—FM\: gL X(
w—L) o~—~L VY PMp

x~L—1R+y)
r— L+ VAN’

;4



i

l‘,lI,'iS A 0O3Ha4aeTb pall,iOH&JIBHy[O ,H,p()éb @*, YueauTesr M sHaMeHaTeJdb KO-

Topoft 4eTHHA (YHENIN.

llogcrasuss 310 BHpameHnie QyHENiZ @ BB GopMyay (82) um npous-
Belfl CORpANIeHisd HA OCHOBAHIM (OPMYJH (84), MOJIYIUMDE NCEBILO-3IIHITH-
YecRil WHTErpalsb BUJLA
S@ — LV DA (x— L+ 1/L2+M)
== | ————Jdz,
e—~L—yVIPLM Se—L—-VI?+M

(85)

il y(xz) umbers BHImIeykasaHHOE 3HAUYEHIie.

daMBruMb, Yro HAIIM pascysjeHis EMBOTE CUIy HE TOIBKO BB TOMB
cayuah, morsa a,, OTIMYHO OTH HYId, HO U EKOTAA @y, =0 M TOJH-
HOMB N HEUYETHON cTreleHlu

= o 2h—l 20 —2 | |
X =@y, 12" T g " "+ - T T+ a, (86)

puvyeM’s MBI IIORa IpernoJaraeM®, 4To fy, 1 HE PaBHO HY.IIO.

[Mogomums

r’ = M
61202+M3+a4+ T +an’ Slzan+]+a11+2+ PSS +a2n’

! "
— b g —-1——- !
62 a‘_)uS + SHEEDy +arz—1 an’ 62 an-}—l(xn%—i IR TaQn-la‘En’
A A e
& —aw a .
n—1_ 273 e 71__a11+1a71+2 2n
Toraa
7 ” "
T =&, 08 4 T, =8, ,
r \I
Ly SR T
a « =

7, ; [ 7,
—a’— == El—l y I»»; p— - (88)
1 dagy=co 1Jday=co

Ha srom® ocHOBaHIM JLJid ciydad, KOrja a,, = 0 uid KOIZa OJUHD
u3b KOpHeidl, Hanpumbps, ¢, =oo, moayyaeMs usb Gopmyrs (20) m (21)



P Ve T e

P

SRRy T »
s TR g

AR N Sy
e o o e v e e

P ——

e

OTEyJa, TIpA &, == oo,

-1
L= -1, (89)
k—1
£ " bl é\!ie/
Mgl")-u k—1 1_3 ki1 (90)
8.’5—1

dru smavenia LP n M wu cabpyers, »p cayuab normmoma (86),
HOJCTAaBATE BB (opMyJs (80) u (81).

SanBruMb eme, 4ro HAmM pPasCykIeHiA He UpPeLNOIAralTh Hepa-
BeHcrsa KopHedl X ; EopHE X MOIYIs OBMG 1 KPATHHMH U paguEalb
VX Momers UpUBECTHCH Kb BULY

VEX=( o+ b, 2"t .. .+ bztb)=

= Vcﬁx@ - cg_lx@‘l L et

rub

B-+2a=2% wiu F-4+2a=2n—1 [Bs ciyub a, =0].

§ 6. Hurerpaam Diaepa ).
Warerpain Jitrepa

i dz

1
e 91
jl+$2V1+x4 e

1+ 22 dz
I—a ) i

, ‘ (92)

1 Euleri Inst. Calculi Integralis. 1776, m. IV, crp. 36.




Ry SR

BXOJA1B, KakDb JOBOJIBHON HPOCTOH YACTHHM caydall, Bh HepBYI M3 hop-
Myas (81).
epBomy uHTErpa1y cooTBETCTBYyeTh DasiomeHie RA JXBA MHOKUTEJI

1+ at=@2—V2r—+1)(a®+ V2z+1),
Takb 9T0
Mél):ﬂé:ﬂgzl L.(zl)=0,

= gy e xi LA (1.2_5_1\)—-1 dr
1+2° V14 at dey % Ol

Bp maTerpary (91) MomHO NpuMBEUTE 00/CTAHOBRY

2 1
@ 1
i Z W

X
z ol e

Harerpary (92) coorsbrersyers pasiomenie
(I4+a)=@2+V—2z5—1)@2—V—2z—1),

U35 KoTOparo cabryers, uTo

1+,‘I’2, 761% ey Rxc_l p2—1 .2,'2-—1‘—1 da
e s e e ) -

JTOMY HMHTEIPAJY COOTBBTCTBYET'h MOLCTAHOBREA

r2—1
=z HIA
» gpr— 1

—=t¢. (94)

SaMbruMse, yro wETErpatt (91) Momkers OHTH HA#JIEHTD IPU MOMOILUL
noxcTaHoBEN (94), a uaTerpars (92) npd HOMOMH HOLCTAHOBEH (93); TONBKO
gynrnia ¢, Bxoxamas BB Gopmygs (81), Las BTOr0 cayuad 6YLeTH MHOLO
caomnke.

JbficTBUTEARHO,
: T d (;1;2—~1)
2
0 dx n & de\ ©
2 7 R o 2 — 3
1+‘L V 1 = .’],‘4 (l‘ ]) _}_4 Vx{
%

: Rl ne (&j‘)

1+ 22 dx & dz z

Vit i e Wi




J e T v——

AL

Tperiit umrerpans Dfgepa Tome UPUHALISHEHTS Kb H3CabIyeMmomy
EJaccy W HAXOTUTCA IpU TMOMOIIM TOAcTaHOBOED (93) u (94), ecau umBTh
BBULY, 9TO ‘

(1—{—.%4 drfes ool 1~qf dax +l 1+ dx
iRy 2l

1~ Vita

o'

Orciora uIn

‘x“'—i—])
. d :
e 3 Bl ) ( Z
leigr Jde - ] ] i z dz
S N RS TR St
& { L
win
z2—1 )
% : zi—1 i ( 5‘;_;)
s O N e | 1 o T = dz
o SRR 22— | ey VX
z 74 At
Hunrerpars Pearuca
j’ e dx £ (96)
152" Va+ gz + ya® + 823 + ot

CAYEUTH 0000MEHIEMD HTHXD TPeX'’h WHTerpalorb Oitlepa U Toxke NpH-
HAIJIEKATH Kb TUNY HHTErpaloBs, onpelbideMbxs dopmyramu (81), Kakb
HU#Ee YBUAUMD U3H U3CIBIOBAHIA MHTErpaJjoBh DYHAKOBCKAI0, YaCTHHMB
¢IY4aeMb ROTOPHXD ABAdeTca uHTerpasts Peauuca.

Murerpaan Bynaxoscesaro.

Ocuopaniens uscabpoBadiii DyHAROBCKATO CIYEWTH TOTH (PAKTEH, 4TO
BCARIT BAIUNTUYECKIH HHTEI'DALD

J'V( (p(x)d:c_ (97)

e T O )

YY) Bymakoscki#. O nbROTOPHX® YACTHHXDL ClyYaAXT® HHTEIPDHEPYEMOCTH BB KO-
sneunoMb BEAS IHddepenniaga
¥
z+ O dx

z + Cy ]/9:‘1+ Az Be? & 0 'D
U IpYrHXD BHpameniii mojo6maro puia. Ipmiomenie xe III Tomy 3anmcors Axajemin
Hayrs, 1863 r.




[ D [

IpUBOLUTCA KB opmb

" f(z)
dz 98
JVa*+ 475+ B + Az + 1 by

HOLCTAHOBRO M

z=oy + 0.

[Icero-saauntuyeckumu uaTerpajamm (97) mo ByHakosckomMy Oy-
ILYT TB, XIJd KOTOPHXD

F) f(%) =4

WM, [0 TepMuHOJOriM Bymskosckaro, pamiomaxrmasa ¢Gysrnig f(z) ecTh
(YHEIIA BO3BpaTHAs 3HAKOUepeMBHHAL.

Jerko BuxbrTh, dT0 MHTErpaJth DByHAKOBCEAl0 MOAXOIATH, KakBb 9acT-
HHH cayyai, HOJNHs THOG HBTErpaJoBb Paddu.

Bt camoms abak, yexosis reopemsn IX yrosrersopenn, mbo, ecau

%=1, (99)
TO, BO HEPBHXD,

1'7.751 dz,

= E —+- e = —_—
Var+ Az® + Ba? + Az, +1  Vai Azl + Bx? + O, -1

0,

U, BO BTOPHXE,
f(z,) =+ flz,) = 0.

Tarums 00pasoms, uATerpads (98) yIOBIETBOPAETH YVCJIOBIAMB Teo-
pemn IX, a Takp KaKbh BaBHCUMOCT Me&LY x;, U x, (99) Tuna (22), 1o
OHB VJOBIETBOPAEI® U YCJIOBIAMB TeopeMH XI, a moromMy sakionyaercd Bb
dopuyraxs (81).

Haake. ecrn

o=y, 4,

G e o)
g llly T ;
10, 10 JeMMb, 1pu

dx, dz,
T Il
umbems rmagime
dy dy,
i E i
R



PR e e T S e

PETER ZUISL T B R R e SPR S

= STEETE

= T—

o T

et oo T

EpoMB Toro, ecim

$ly)=Fflay +8),

TO NpA

&) £ 1(z,—0,
OyreMs UMBTH TaREe

¢ (y,) + 9 (y,) =0.

Hmrerpars (97) rome LonycEaers MHBADIAHTHOE MpeodpasoBaHie.
Taxs rars, EpoMb TOr0, 0G03HAUAAL

QI:y1+y2’

4= Y, Ys>
uMmbevs

p=0ag +8 py=c0q+elq + &2,

TO 3aBUCHUMOCTH MEELY ¢, U ¢, Oyiers iuneiHas, a mo rTeopem’t 1II mHe
nHaye, Eakb THUA (19). METerpaxs (97) mojxoxurs moas qGopmyas (80).

Criocods muTerpuposamifs Bymsarosckaro wim, hpmbe, BHBOLDL USB
uscabrosannaro kiacca gpyroro Goibe oGmMuPHATO EJIacca MCEBXO=-2JLIHII-
THIECKUX'h HHTEIDAJIOBE MOAETH OLHTH H3JaraeMb BB 6oxbe odmedt gopmb, -
ubns 510 rbraers ByHAROBCRif.

W3w coornomenis [pas. (75) gaa k=1 u n= 2]

s 2+ M
P xz— L
omperbiasens z
Pt b VN '
2 : !
Tk .
N=p}—4(Lp, + M), (99)
Takb 4TO ;
. p+VN
9:1 — "**T*' .
p,—VN
By, =— = S
: 2
Fle)=2 —a,= VN,

Flx,) =2, — a3, = — VN.




T

Eciu @(x) 0snagaers panioHaismyo $yEKLiO 0TH x, TO

Py VN =
¢mp=¢(i7;—)=m@9+w@nVN, (100)

i VE Ete
@(xg)z @ (1 9 ) === Z(}H)— c0(291) VN, (101)
¢lz)dz,  x(p) + o(p)VN /
- - dz - 102
o Vx : Ll

Ho, no dopuyrb (54),

dz, = *dpl dp, (103)

VX, F@)VE, VEN
ik
A== aBn??lz + Cl/.«‘)n*ﬂ)] + C’
nam, Touube,

K=, (7 —~p) (2, —py)-

Upuruman Bo sEEMAHIE (99), 3akT0UaeMB, 910 P = KN ecTs 10IdHONE
YETBEPTOH CTENEeHH OTHOCHUTEILHO p,, Kakb X, OTHOCHTENBHO %, .

Ha ocmoeamin pasencrsa (103), pasencrso (102) Hammmercs Tarb
(omycras smaurnm)

SWW@»E:E%(P)@_;_J'WMCZP

V= et V?,f. (104)

Bropoit unTerpars momers GhTH B3ATH BH KOHETHOME BULh; TOMme
0YI€Ts OTHOCHTHCS U Kb

‘@lz) di

Vo -

eCIH
Ap)=o0,
T. e. [ypasuenia (100) u (101)] gorna
@('r]) + q)(mg) =0 s
T. €. KOrua
¢ ) da

VX

AONyCKaeTs MHBAPIAHTHOE MPeobpasobaHie.




Ecau x(p) He PaBHO HYID, TO NOCTYNAEMB ¢b HHTEIPAIOMD

VP

COBEPIIEHHO TaE&e, Kakb MOCTYOAJW € UHTErpaloMb

‘@(x) dx
j VX
Torxa, moaarad
4 =Pyt P

1k p, u p, YIOBIETBOPANTH OAIEPOBY YPABHEHID

dp, 7 ap,
. VP, KE:

DOJIYy9YUMB

gg_(pl)dpl B Ly @, (¢,)dg,
J VP Ve L
118 @, noamuoMs werBeprofi, I BTOPOIl CTENeHM 0THOCHTEIBHO ¢, ,a 6(g,) H

®,(q,) BBKOTOPHA pamioHAJIbHEA QYHENIX OTH ¢, -
Ilpu 6(g) =0, 1. e. KorgA
x(p)dp
VP
JONyCKAaeTh WHBapiaHTHOEe lpeoGpasoBaHie, I0Jyd4aeMDb BTOPOM cIydail wHTE-

rpUpyeMocTH, TAED Kakh 002 HHTErpaja, BXOAAIie BB (opMyry (104), BH-
pamanTcd Bb KOHETHOMTE BULD

g(a)dx ,(q,) dg, j'w(p)dp
Svi ‘S G ST |

Bs pesyavrarb cabryers saMBHUTH g wepesw p, p Uepesh z.

Tperifi cayuaii umTerpupyeMocrs moayIuMs, npoussogs thwe nbii- I
CTBIA HAID
g@@@
J Ve
¥




T s

Murerpaanm Maaae ).

JaeMs HOBHA J0KA3areJbcTBA IBYMBH TeopeMaMb Mauie, oTHOCAIHM-
¢4 Kb [CeBJ0-9IIUNTHICCKUMB WHTErpaJaMsb, NPHHAJIeHAUMD, KaKb
HUEE NOKameMb, BB uscabryemomy kaaccy Paddu.

Teopema XIII.

Feun moxomurs

X =1+ azx)(1 4 bx)(1 4+ 'cx)(1-+dx), (105)
e @b cd
T edla-+b)—ablc+d)’
s ac—bd
% T bd(atc)—acb+d)’ {06
P ad — be

T belat+d)—ad(bt¢)’
70 nuddepenniars

1 1 il dx

BT iR [ i ) 107

st e gl (107)
HHTEIPUPYETCsH BH KOHEYHOMD BHUIE.
[oxoxnME
@ LR TR e Ao g e
- \ 3

]/Al:l/(m——al)(x—ag)(xgaa)(w—%):l—/]/;m, (109)
, 0 Gy — Gy =L(12), (110)

(al _l— az) =i (a:a o a4)
UM, OUYCEAfA 3HAYEU HJI KPaTROCTH,

i dx o= dz
eV —RVZX
JIpyris nBb 1podu, 3B CYMMH KOTOPHXE (6) COCTOMTH pascMATpU-
BaeMB auddeperniars (107), MOIyIao0Ted TAKUME &e 00PABOME NPH IBYX'D
APYruXb TBIeHIAXH Ba AR IPyunH KopHedl «, &, &,, @, noxmHOMAa X, -

e

ObosnayuMb 3HaYeHiA I BB TPeX'hb IOJLOOHKXD CIyuaaxs uepess L', L", L.

') Malet. Two theorems in integration (Annali di Matematica pura ed ap-
plicata, t. VI, p. 252),




Hoaaras B nepsoil u3b hopMyrs (30) n='2, ¢ =1, TOIyIUMB

—*j ——Qijl[ dﬂi:ijdx——(llfI—l—lﬁ)J (Zx_*,
VX VX, x—L) VX,

rrbk ./ BHpakaerci 4epesh :
@P+Qvil
P—QVXx,’

rab P w @ whana ¢yrkninm o1e z !).
Orcoja noayiaemMsb

1 1 i % U
S (m—L’ +x——L" +x—L) VT’I—

j zdx ﬂj W_—LJ’+J"—!—J"’, (111)
VE
rab J', J", J" OpeicTaBIATE TPU JOTAPUOMA YIOMAHYTArO THOA, &
d— 7 . 7 I IE) . 7 + 717 / Ty
RS TS IR A T
Ll L" L//I
16)— L’Z—‘i—M’ + L’,2+Il’1” + L'HZ +M’”‘

Yepess mpocroe BEHUUCIEHIE JTerk0 yOBIUTHEH, UTO

P+ M =L — L)L — L") —¢' L),

rns
(L) = (L—=LY(L—L' WL —L").
Otcmoga
padl X o 1,+- L - {12
g (L} ' gL"), weL) :
Ll Lll L/fl

= r ’ ’ " ’ ey = = 13

S L ah

1) 9ro HOBHE BHBOLG (opuyIn Aderd 1u1i BHPAEEHIiA

2 _"_k L dx 9epest Lﬁ
VE (z—a)VE

Abel. Théorie des transcendantes elliptiques. T. II, p. 110.

1 10TapPUOMt.




—

-— 53 —

Ha ocmoBaniu moaydemHMX® paBeHcTsh (111), (112) u (113) u mpu-
HuMasg BO BHuMamie (109) u (110), moayyuMs

5 ( M VX
j( Lty 12”Jr 1 )?x ] ].1+1\VX

— Z e ———— —— = __I‘C, (114:
B—A = s—2" VX  Vabed gM—NVX )

rib M w N ubina (YHEOIM 0B z, KOTODHA Jerk0 BHUMCIHTL HA OCHO-
BAHIM BHIIECKA3aHHATO.

Bropaa Teopema Maaue cocronTd Bb CIABILYOIIEMB:
Teopema XIV.

Ecan noxosmurs

X= (4 az)(1 4+ b2)(1 + cz), (1158)
R
¢ a—b
il e LS 5 Y
e e e (116)
i ab
YT e—a—b’
10 Jrudppepeniaab
e 1 1 xdx
\‘I—y.'x T 1—u'z T ~‘u"’x] VX s

HATEIPUPYETCA BF KOHEYHOM'B BHIT.

DTy TEOpeMy MOKHO PascMaTpHBATH, MEKLY NPOUUME, KARD YACTHHIH
cIydaim upexpipyimeir. Bo camoms jpbrb, nosaras

x 9
&g

HOqu&GM%
vx_"2
rih
Z=E4+a)(z+b)(z+e)(2),

e . de

VX VZ
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o R

A

- e

Tuddepenmiars (117) npeodpasospBaeTcs Bb crbIyoniee BHpakenie

_[ e IR e ]dz (118)

g— U g— L ST
ok u, ¢, @' supamenig (110) 'npﬂ'

o=, —a, 6,=0, g;=10 a,= C.

Tudpepenmiars (118) ecrs, b CYNHOCTH, YACTHEIN CIyIal (107).

Orpauuvmpasch paszdbopoMs sTuxs Hambosbe HSBECTHEIXTD MCEBIO-BI-
ANNTHTECKEXD HATErPAIOBH, MH He OyJleMb BaHMMATHCH COCIABJICHIAME
AMB TOLOOHHXE TCeBLO-YIBTPASLIMITAYCCKUX's WHTEI'PaloBh, TT0 JErko
erbrars mo dopmysams (80). Ho BB sakmoueHie npuBereMb npuMbpsb 01i-
HOro xuddepermiaia L0BOIBHO o0maro xapakrepa, IOIyCEAOIAro HHBA-

; : ; y odex
pianrmoe mpeob6pasopamie. Ilpermoromums, d9TO nuddepeHniarb VT_( Ta-
KOBB, 4TO

g‘%zi]g —S+ VX V)E..|_ 0
A e G
Sf—X=ua, (119)

rrb @ nocTOAHHOE, MM, ITO TOKe

G e :

s R e D 120

rrk R mocToSHHOE, EOTOpOe 3aThm® HAITGKATINMB 00pa3oMs BHOEPEM.
Pagencrso (119) mepenumeMb Takb

S?—RI'= X, (11)
b moJaaraeMb
T 5 R=—=a. (1 21)
Torxa ypasmenie :
—ENE
R ¥y
mpu yeaosin (11), Oyzers onpeaBursTh pbuenia «,, ®y, .+ , &, CHCICMH

ru¢depenTia bEHX T ypasHEenii dro0u



dzx, dx, dz,
T PAAE T i T e
3]
B Pl oy e e ~4de, '
TR AR e e
a mpu ycaosiax® (121), T. e Ipu
7, =0, 7,_;=0,..: syl v, =0,
=Dy be—li o ig o5l sl
mo ypasueniaMs (5) u (7) sru phmenis GyIyls TaKOBhH, 4TO
P, =—COnEL, P CONSt.y « s s W, 1 = const.,
a no Teopembs IV xoaxusl umbBrp
plzn'l, 292:.713’2, ...,pn_lzn;l_l, (22)
IpH YCJAOBIAXD OTHOCHTEIBHO KopHe# uoimmoma X
Jtz — Jt;.' : =12y 1) (@8)

Cp jgpyroit cropoun, osHadas depess S, R;, T,, X, snadeHiq
S, R, T, X upu z=z,,

_81+V5(_1 —S2+V:?2 —_Sn—l_]/fn_
‘Rl £ 'R2 i o o Rﬂ.r ——y'
Orcora
Elifh P ER - T ( On 0
J 1/_‘-‘)El- VY) 4 = VXH ’
UIu
0,da, 0y dz, 0,d%,
P g
Taks Kakb, 00 ypapHeHIAMD (1),
F'(z)da, F'(x,)dz, _ Fl(z,)dz, @
Ve o Vs L




T0
9 94 o 0y - 3. 9,
E|I(x1) E”(xz) - . Fl(xn) 2
UJIU ‘ ;
1 1 1
4+ e ——=0,
01 QZ Qn
By i z,
+ ...+ = () (122)
0, s 0y 9, .
sk 4 gt ) = g A
0, 0, : 0, ’
odx : y ?
e. ﬁ JolyCKaeTh MHBAPIAHTHOE npeofpasoBaHie W UMEHHO Xapak-

repa (22). CabrosarebHo, Y% , mpz- ycaosim (120), MOAXOTUTD TOLB

nepsyo u35 Gopuyas (81) m, KakbD Jerko yOBAWTRCA, TOTAA BB 5TOM (Op-
myrb crbuyers noxomuth ¢ = 1.

§ 7. Mnrerpaas (80) npupopATCcA Kb

P (&) ds
jVAguBH-o e

b @(E) panjomarbHas QYHEIIA, DU TOMOWM IOACTAHOBEM

A o
T

roh 2w w whasa ¢yEEmin 0t ¥ (n— 1)°" crenened

M= — WP MPar = — .. —(— 1) MP,

(124)
R e s e SRR L

a L® u M® uvbors 3HAYEHIA (20) u (21).

f(x)
VX

Mo:xHO I0OKa3aTh, d9T0 BCH METErpaJn BHIA X dz, NpUBOAATIIE-

¢ KB HHTErpary (123) [[0TCTAHOBROM




el BRAE O

rib 0 u 6 whika QYHKOix creleBN He BHIDE #°f KamIad, BaRI0YA0OTCA
BB popumyraxs (80).
[Toro®uMB

- a5+ #
7§ +d
Torya unTerpaas (123) ob6paTurea BH LPYroii HATErpath TOIO &e THIA
S‘ P(n)dy
JVa2 +p+c’
__ 90+ B0

9 — —_——" =
"= Yo+ do
[Toxaras

e=¢2"t+eo,_ 2"+ ... toxzto,

(125)
G=0 g% 0. " '+ .. -0 @t 6,
BHOepeMs «, 3, 7, d Takb, 4To0s uMBiun mBero paBeHCTBA
C{le + ﬂd‘n = 1 ?
agn—k + ‘&dy'n«]f =10 2
(126)

vo, +do, =0,

ypn—k + dgn——k e (_ l)k ;

[Ipy mbrOTOPHX® 3HAUEHIAXE £ MOXHO omperbauts «, 8, y, J, yIO-
BIeTBOPAWINIA »Toil cHcereMt ypasseminn, m6o He MoEeTd LI BCEXB® BHA-
deHill £ ompexrbanTers

On . Gaz—l

\OJ; Gn-k

PaBHATHCA HYIAW HJIH, 9TO. TOXHE, HE MOI'YTH uMbTh PaBEHCTBA

Qn Vily: Qn—l e e Q] e QO
Gn Gn;l Gl 60 ,
u6o TorIa
" 370 const.
(0]
d : :
CabpxoBarensHo, ecan f(;—)xx UPUBOXUTCA KB puddepenniary
@ (s)ds
VASFDS O




5 0 ;
M0XCTAHOBKOM §=:€, s o, ¢ umbors snavenia (125), TO TOTD e

muddeperials NPUBOJHTCA Kb

Plmydn
VA7 £ B+ C
HOLCTAHOBROM
e
77 =3 G’ ’
kb
TS R e RO 3
¢ ="+ 0@+ ozt o,
60, 0o bie =000 et 0 (127

Moxoxmums cuepsa A’ oraugnsMb orh Hyrd. Torga

A+ Bn+C=4@G+a)@+8),

o
, ( 0 )d (6'”)

f(m)ilm i A I da o

VX Va,Vie+o(o+df)

Orconra

! ! Gl f_!_ 6 Y -
5 s ]j)_Y(Q : ﬁ)z pamioHaIpHON (QYHELIM OTH &, WIH

o (o' +ow) (e +) =0} X, (128)

b o, # ©, nbike TOIMHOME, ROTOPHE MOAHO NDEJNOLOEHTH B3AUMHO-
HPOCTHMU.

EcIu mpexmookuTh, aTo y noxuHoma X ABTH KPATHEX'S KOPHEI, a 10~

ToMy X He MO#&erb rhaIuTECA HA BBAIPATH ©F, TO

OJ]:],

Tardp kaks (0 -+ oc) (o 4+ 08) mofi me cremenu, ato u X Bb cayuab,
ecau X eremenm 2n°' T. e. a,, He DaBHO HyTo, To @) = const. Cpap-
HUBaA IPH HTOMSE Koa(uIIenTH NIPH BHCMAXE CTENeHAXD, MOIydaeMb

o
Wy = Qg+



Bs cayuab a,, =0, pasemcrsa (121) GHTh He Mo&eTd NP KOHEU-
HEIX'D 3HAYCHIAXB ¢ u &, 160 BB JEBOM 9acTH MOJHHOMD UYSTHOR CTENEHH,
BB [pPaBOf HEYETHOH.

Hoxaraa me A =0 [maum, uro Tomke, § =co, A'f = B’], noxyuums
B +0oa)e =X, (129)

DaBEHCTBO BO3MOMHOE TOJIBEO BB cayyab a,, = 0.
Usp rompecrsa (128), kKoropoe mo BHOIGTOKABAHHOMY MOMKHO HAIH-
CaTh Takb

(@' + 60 (0 +08)=X=

‘ (130)
=@—ea)iz—a)...z—ea)e—0a, ) ... (—a,),
nnbeMs
Q;z _I—G;za:l’ Q:q, +G;z‘8:1’
’ ¥ / 4 ! e "
Qn—l + G‘n—l ==y Qn—l _E_ Gn—l ‘B —
o T 00 == 1R, 0 T 0l = (— 1,
01 Gy s == 1)rm,, 0~F8,6=(—1)'x,
Jderro BurBTh, UTO U8B HTHX'H YCAOBIH DK 3HAYEHIAXE O, 0, T

(127) noxyuaems

’ "
a=ux,, B=um,

¢, —(— 1) U®, d,_,=(=1yIM, (131)

ok M®, L# mubors smaveniz (20) u (21).
Wexoma uab roaiecrsa (129), mpuieMs kb ToMy e pesyasrary (131),
roapko LY, M Oyryrs nwhrs smavenia me (20) u (21), a (89) u (90).

TaxuMs 00pazoMs IMOJYUAEMD TEOPeMy:
Teopema XV.
¢(8)ds

Beagrili meTerpaas j‘f—ii)}?g—g—, HpuBo,iﬂmiﬁca msj

VAE+ B+ C

paliOHAJIEHON TOJLCTAHOBEOHR § :%, rrb ¢ U 0 IMOJXMHOME KAMIEH cTe-




60

HeHy He HUuEe 7., ecau X ecTh HOJMHOME cremenu 2p uiau 2 — 1, He UMBKO-
Mifi EPaTHHXB KOpHEH, sakJgiogaercs BH Eracch HHTerpaloBs, onperbide-

f(z)dz

MoMB Qopmyramu (80), u guddepeHniars — =

T

IOMyCKaeTh HHBapiagT-

Hoe mpeoOpasoBamie (19).

Hurerpais jﬂ—;%ﬁ, npuBOgANIiecd Kb WHTerpaxay (123) mogcra-
HOBRAMU
Lk
s G’

Bb KOTODHX's 0 U 6 NOJIUHOME CTenenefi BHCMUXB %, Y&e He onpexrh-
agorea gopumyaamu (80), HO fust STUX'H MHTETPAJIOBD MOKHO YCTAHOBHTH

f@)ds

TOUKY 3pbHiA, 10L00HYK npeibnyeii. MokHO pasemarpuBarh , KaKkb
¥x
Judpeperniars %@ b @ noxumom® BHCmed crememu, Thup X,
uMBoOmifi KpaTHHA EOPHU, TAKB 4TO
dj__
¥ (2)=[(2)0,

rib ® whraa ¢ynemia. lpu wazremamems BwOoph 6@ puddepenmiars
p(x)da

Vo
30BaHIie, T. €. LONYCRAOMUMT coBMEerHOe cymecrsoBaHie IBYXH CHCTEMD
IudheperTiaIbHHX D YpaBHeHiﬁ

Oyrers nuddepeHniarods, I0MyCKAOIUMD HHBApIaHETHOE Ipeclpa-

d.r, i dz, s 2 az, it
Va] 1/‘52 43 1/ djﬂl & :
x, dx, 2,07, o + S
Vo, Vo, V@ :
et e PRy . (132)
Wy g;’i“z dz, e
e ! ?
V@I l/ + l/ m

2



rrh cremens @ paBHa 2m, U O0LIKHOBEHHHIX'D

1

=0,
w(®,) w(z) SR w(xm)
"El + x2 i | xm _O
T ER ST P S ST P
(133)
. Sy e
”g./;(.n;.‘) s Pl B wix,)

Pascyspas, kaks [NPH J0KasaTebeTBh Opejsiymend TeopeMbl, BhBO-
AuMB TofTecTBo (128). BB KOTOPOMS, BB HpermoToikeHin, 110 X He uMbers
EPATHHX'B KOPHEH, J0JEHH 1010&KUTs @, = 1. llorarasa ©,= 6, I0KaEEMb
coBMbeTHOE CYILecTBOBaHie paBeHCTBD (132) u (133).

Bt sroms caysab MEH uMbedb

(0 +oa)(p+dB8)—a2X=0, (134)
KOPZa «a, HepPaBHO HYJWH, I
B +60)d =62X—0 (135)

Bb HPOTABHOME cayaab.
Rars BHIIE, JoRameMD, 9TO MOFKHO BCElLa TpeImoJararb

6,=0, 0,=1, ¢,_,=(—1)F, Opip—0, (127)

OTEY1a, M0JB3ydAch pasemersaMu (134) u (1835), BHBepeMb IId E03p(u-

NieHTORS @' W 6 BHpAKEHId, TOUHO TAKD ke COCLABIEHHHA M3 KOPHEH
HOJIHHOMA

@:sz:( (l)(l?’—'a/ (L—Z))("D—b (‘[’._—al)(‘/’v )"'(m—aﬂn)’

Eakp Bhpamenia (131) cocrapieHbl U35 KODHEN

X=(z—ale—=a). .- (g—0,,

"l
Bp macrogmems CIyuas WHTETPAILb j%dm oupexbiagercsa ¢opmy-

Jamu (80), HO Ipu yexoBiu, uro moxuHoms X sawbuens wepess P = 6> X,
i (m)dm

dz, JONYCKAOIIATO MHBADIAHTHOE IpeolpasoBanie miu,

a moToMy Juddepenniarn MO#mETs OHTH HpeicraBieHd BB BUIB

Tudeperniaga ;/7

TT0 TO®EE, COBMBCTHO® cymIecTBoBaHie ypapHeHidl (132) m (133).
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i
Tagams 00pasoMb BHBOLUMB CIBIYOMYO TeopeMmy:
Teopema XVI.

Beagrifl mHTErpaIh jf—(%, IpUBOJAIIIACT KB ﬂ&_
Vx , VAE+ BE+C
0

TOICTAHOBKOM §=‘7, rih ¢ u 6 NOJMHOMH KaKOH YroJXHO ¢TeleHH, NpH-

HaJIIeHUL'D Kb KJIACCY LCEBIO-yIBTPA3LIUNTUYCCRUXS UHTEI'DAJIOBE, ONpe-
IBageMuxs Gopmyramu (80), HO OTHOCAM UMUCA HE KB VX, a kp VO, rab

D=p?X, a @ ubroropas whiada (yHENLA, U AupPepermialb f(%)(?—

yepesh yMHOMKEHie UmcauTels M 3HaMeHaTeJ d Ha HBEoTOpyH nbayo GyHE-

milo 6 Beerga MoEeTHh OHThH TpefcTaBIend BB BHIB Tuddepenmiaia
p(z)dr ; :
7 JOIYCKAIMATO WEBapianTHOE NpeolpasoBaHie.

Jii 3 5TOMY TUNY HHTEIr'PaJOBs TpPUHALICHATH BeB UHTEerpaJdbl BUla

odx

VX'’
rah ¢ mwhbaas gynruiz (n — 1)°% crenenn, X whras ¢ysrnig 2" cre-
NeHU, MATErPUPYEMEe Bh KOHEUHOMB BHIb.

Be camoms ubab, wuscabjposaniz YeOwmresa !) NOKA3HBAWTSE, UTO

‘odx
ecry MHTerpatb S T HAXOMUTCA BB KOHEUHOMB BUIB, TO
X

r

d MVX)_}_O, (137)

J%:mg(—S—@V}Z

S2—0’X=ua,

b

a ¢ M S NMOCTOAHHLIA, MJIU HA OCHOBAHIM HTOr'0 MOCTLIHATO paBeHCTBA

odr _(—8+@VX)
gt c,
Vi Blg = =

rrb R Rakoe yroiHO NOCTOAHHOE, HANpuMbps,

=,

1) M. I. Ye6umess. O6s murerpuposania HppPanioHAIBHEXD IH((EpEHNial0Bs.
Counmenia, T. I, cr. 145,




g
Pasenctso (136) mepenmmeMb Takb

S2—RT=6%X,
rok

Han
S?—RT=20. (138)

WUsp sroro mocabruaro pasescrsa u usb (137), mpejpcraBieHHATO BB
crbayomens BuLb

odx ! wl(z)dz (— S+ V@) .
— = T =Blg| —————— | +C, 139
VX 5 Vo e 4l S >

BEIBOJUMD TAKUMD Ee 00pa3oMb, Kakb BB EOHIB §° 67 u3n (120) u (11)
prBexu cosdberHoe cymecrsosanie ypapmeHif (1) u (122), cabryomymno
TEOpeMy:

Teopema XVIL

Bearifi xupdepeHnialb (;/—%, B KOTOPONH 0 Whaas pynEmis (n—1)°"

cremeny, X NOIMEOMB 2p°" cremeHu (ess KDPATHEXD KODHEH, MOMEETH
GHTL HpeJCcTaBICAH Yepesh yMHOKEHIe THCIUTENA U 3HAMEHATELd Ha HE-

: ? w(x)dz :
roropyo whiyo ¢ysrnio @, »b Buxb puddepeHmiara o T0IyCRAD-
maro uHBapiaHTHOe TpeolpasoBaHie U NPU TOMB TUIA (22).

2 2 odx
Tagums 06pasoMb, NepBHil caydail mETerpupyemocru —— OyLeTs

VX

TOTH, ROTJA
.7:{ =, , =105 )

BLOPOR, Korxa KopHu noiusoMa (z— a)?X YIOBIETBOPANTH UHOLOOCHEMD
COOTHOTTEeHIAMB, TPeTif, KOTIa TOome. OTHOCUTCA Kb KOPHAMB HOJUHOMA
(x—a)3P@x—0b2X un T X

Asp HTUXB COOTHOMEHIH MO#eMB, BO NEPBHXB, omperbiuTh 7 — 1
ypaBHenifi, KOTOPHME IOMKHE YIOBIETBOPATH KOPHM TmoJuHOMA X, M 3a-
rhws mem3sBerHHA a, b, ¢- . -, KopHEE noiuHoMa @ . o sTuMs nocarbrEUMS,
HA OCHOBAHIN CRA3aHHATO BB KoHIDB §2 67°7°, mommo omperbiurs @(z) u,
HAKOHEN'D, Q.
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§ 8. B mpexsaymems naparpmio']s ME HCEIIOUYUTENEB0 TOBOPUIU O

f( )dl

MpUBe/IeHIN dS TpU NOMOIIH PANiOHAJIB-

JVA '-{—R~+C

(3

HOM noz:c'raHOBM

o) d: LS
IIpuseenie ff(J)( - T \ w(E, VAs*+ BsS-+C)d§ npu wunBa-

L

pianTHOMD mpeodpasoBanin (13) corepmiaercs HPH NOMONIM HOACTAHOBKH

¥, + N, VX,
M,+ N, VX,

=

vak M,, N,, M,, N, obiba ¢yusunin ore z. Ilogcranoskra sra BB 00-
meMp cayuat uppamioHaJLHA.
Ho TOTH #e MHTErPALD NPUBOJUTCH KB MHTErpPaly OT'h PalloHAILHOM
Ipodu HOACTAHOBROI
_ —84+VX
y= e

rit S, R whbiusa ¢ymeniz ors z (10), Taks Kak® p, BHpAKaercd pa-
NioEAJBHO BB 4 U0 (OPMYIAME (5); Ha ocnoamim THXD ke (OpMYIH

dp, = O@y)dy , rab O(y) pamiomaipHas QYNENIL 0T y; HAROHEIh, IO

dopuyasans (48) m (51), V K BHpakaercs Takme PANIOHAIEHO Yepess y .
Orcoja HA OCHOBAHIM TOTO, YTO

j—f(];)i? = g?/)( p, VR)dp, (56)

oJydyaeMb

feide o e
j—vg—jdwmm

vk A(y) pamioHadvHas (QYHEOIA OTB .
Be wacrEOMS® cayuab, Korpa uHBApiaHTHOe Ipeopasosamie JHHe-
maro xapaxrepa (19), MOEKHO H0J0EHTH (CM. jokasarebcrso reopeMer IIT)

8=,
mBL—=X,
jf(TL/)%i upusererca kb | A(y)dy moicraHoBEOR
KX
e 140)
R y ) ( )



niu
VE=(r—a)e—a) ... (s—a)y, (141)

npejcraBIAnmei o06o0uienie TpeTheil IoLCTAHOBEM Oitrepa

l/(x—al)(x—%)Z(x—O‘l)y-

Pappu sambuaers, uro Bearoe froGieBcroe mpeoGpasosamie, copep-
IIeHHOe HAIB ANIMITHICCKUMB Juddepenniaroms, IONYCRAOMAME HHBA-
pianTHOE npeobpasoBamie, raer® Jpyroii sriMnTHYEcCKifi xuddepermiars,
Jonyckalonmifi uEBapianTHOE NpeobhpasoBaHie.

Ipoussoxsa npeoGpasopanie z=—z* HALE XH(depermiaIoOME

o AQ) df : (142)
2k, k, I/z (z—— k—lz) (3~—~ ]32_))
MOy IUMB ’
f(z*)dz ] (143)
V(a— kAl —kia)
Ecau

1
(e ==

A e

e o o
f(kf(l —kgz)) A28

10 [Ha ocHoBaHim opmyrs (89), (90)] mudpdepenmiars (142) Homycraers
uHBapiaHTHOE HpeoGpasosamie (19).

Cakposarensno, jpuddepenniars (143) Gyrers LONYCRATH UHBAPIAHT-
HOe npeodpasoBaHie, ecau

(g ) = =1

1—Fk2a?
e B hemes f(GRY 5
iimsges) =~ 12 (145)

igrmigon) =1




i T A

lpu %, =1, k,—F noxyIuMs (GopMyIE, YOOMAHYTHA BB HATAIB

CTATHU.
SamBruMB, UTO 1IePBOMY CAYIAI0 (145) cooTBBTCTBYETD nHBApiaHTHOE

npeobpasosanie To#me JIHHEHHArO XapakTepa, HO BB IBYXD JPYTUXD CIY-
qagx’b 9T0 TIpeobpasopamie OyIeTD THNA (13) co BTOpPO# CTEUWEHLIO P, -

TaxuMsb 06pasoMb, Lugepennials (143), KaR® JONYCRAWIIM UHBA-
piamTHO® mpeofpasoBamie, MO reopemB IX umTerpupyercs BB KOHEUHOMD
puyh. OTOIT PesyIbTATD, 10AYUeHHHKH OPMUTOME, H0APOGHO JMOKABHIBACTCH
Padpu BB BHIIEYTOMAHYTOH cTarnb.

Ko usromennomy Paddu cb cBOEH CTOPOHH npubaBUMB, 910 U8B €TI0
yserboBaHiii MOMHO BHBECTM U IOJCTAHOBEH, IPU HOMOIMLU EOTOPHX'b UH-
TerpaJH DpMUTA TPUBOLATCH Kb MHTErpajaMb OTh paIioHAJIBHBIXE AP0~

Gefi. Crours TONEEO BB (opMyrh (140) wnoxoxuts R =2, Rzztiro
o1

Ui R=2¢— —5-

b3

Tpews cayaasus (144) co0TBBTCTBYIOTs TPH TMOACTAHOBKU

= =
TR
:
———(]—1"’—4 T (146)
S
Vo(r—) (=
Dl
et -
273
IpU IOMOIIM KOTOPHXE HHTErpath
: Fie) e

2k, &, ‘/z (z s %) (z —%)

1 2
IpUBOJUTCA Kb WHTErpalry OTH pamionarsHoil Apobu j A(y)dy -
‘Rs jA(y)dy npUBeeTCH UHTErpalb
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ILE PROBLEME MATHEMATIQUE DES
VIBRATIONS UNIVERSELLES.

Par A. Korn.

Le probléme ,des vibrations universelles® me parait, apres le pro-
bleme de Dirichlet, le probléme mathématique le plus important pour la
physique, parce qu’il sera a I'avenir le fondement des théories, qui expli-
quent les forces apparentes & distance d’une maniére purement mécanique.

Il s’agit de la question suivante:

Nous supposons dans un continu infini, qui se comporte, du moins,
quand il s’agit de mouvements rapides, comme un liquide parfait, un nombre
quelconque de particules faiblement compressibles; en appelant u, v, w les
vitesses d’un point (z, y, #) quelconque du systéme (supposees continues
daus tout I'espace et s’annulant & I'infini), peut-on démontrer l'existence
d’une vibration de la forme

teal
w=U 81nT2ﬁ,

U:VSiUiTQJE, (1)

e
w— Wsin— 2%,

Wi

olt T représente une durée trés petite; il faut ajouter que U, V, W, quoique
Unité de temps

assez grandes, ne doivent pas étre de lordre 7

n compa-

raison avec l’unité de la vitesse, ni

all d¥F dW

G w d
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de Tordre Ko 0 heon
i
Quelles sont les valeurs possibles de 7', et comment peut-on trouver les
fonetions correspondantes U, ¥V, W?
Une premiére analyse des équations du mouvement de notre sys-
téme nous mene au résultat suivant:

en comparaison avec lunité de Iaccélération.

Il faut que
U == d—Q )
X
oD
e (2)
Lo
W= 55
c72 0* di
Valer + + (8 a)
a l'extérieur, ;
AP + k2P = (3D)
4 Dintérieur des particules, olt
a2
e e )
k*=A4n VE (4)

(«2 une constante dépendant de la compressibilité des particules), et @
doit étre continue avec ses premieres dérivées dans tout l'espace et s’an-
nuler & Pinfini comme un potentiel.

Les domaines i et ¢, c’est ainsi que je désignerai lintérieur et
l'extérieur des particules, étant donnés, il s’agit de démontrer I’existence
de solutions @, % et de trouver des méthodes pour obtenir ces solutions
dans les cas les plus importants pour la physique. Voila ce que jappelle
le probleme mathématique des vibrations universelles.

Pour la premiere partie de notre tache, concernant lexistence des
solutions, nous pouvons nous servir d’une méthode analogue & celle ima-
ginée par M. Poincaré ') & l'occasion du probleme:

A+ d=0
4 lintérieur d'une surface fermée w,

@—=—0 A& la surface w;

1) H. Poincaré, Sur les équations de la physique mathématique, Rendiconti
del Circolo Matematico di Palermo, 1894.




mais il est & remarquer que ces deux problemes différent en bien des
points, comme on verra déja par l’exemple le plus simple, par le
cas d’une sphére. A cause de ces divergences il m’a paru utile de
donner la démonstration compléte pour I'existence d'une suite infinie de
nombres positifs et croissant indéfiniment

2 7.2 7.2 2
ks B, 702,--.,7@-,--

et d’'une suite infinie de fonctions correspondantes

B ot e

qui représentent des solutions de notre probleme, dans la premiere partie
de cet ouvrage.

Dans la deuxiéme partie nous traiterons des méthodes, par lesquelles
on peut obtenir ces solutions dans les cas les plus simples et en méme
temps les plus importants pour la physique, c’est-a-dire quand les parti-
cules sont de petites sphéres dont les rayons sont assez petits en compa-
raison avec leurs distances. Le probleme d’une seule sphere trouve sa so-
lution complete & 'aide des fonctions de Bessel, pour le probléme de plu-
sieurs sphéres nous démontrerons une méthode, analague & celle de Murphy
pour le probleme analogue de I'électrostatique. J’ai déja fait usage de
cette méthode dans ma théorie du frottement dans les masses continues ?),
mais sans donner une démonstration de cette méthode, évidente au pre-
mier aspect comme celle de Murphy. Mais comme on ne doit pas toujours
se fier & ces évidences apparentes, il m’a paru nécessaire de combler cette
lacune et de démontrer la méthode en question avec toute la rigueur né-
cessaire. On sait que des méthodes analogues existent pour les problémes
les plus différents de la physique théorique; nous retrouvons ici un des
instruments les plus puissants de l'analyse mathématique.

1 A. Korn, Eine Theorie der Reibung in kontinuierlichen Massensystemen.
Berlin, 1901. (Ferd. Dimmlers Verlag).




PREMIERE PARTIE.

LES THEOREMES D’EXISTENCE ET LES FONCTIONS UNIVERSELLES.

GEklk AP TR RE
COROLLAIRE D’UN THEOREME DE M. POINCARE.

§ 1. En w’appuyant sur un théoréme de M. Poincaré, que jai
démontré récemment dans toute sa généralité '), je me propose de dé-
montrer le lemme suivant:

Soient f;, f;,-.-,f, p fonctions continues avec leurs pre-
mieres dérivées dans tout I'espace sur lesquelles nous ferons la
seule supposition qu'elles soient linéairement indépendantes,
c’est-a-dire qu’il n’existe entre elles aucune relation

Bify+ Bofy - - “_ﬂgpﬂ,zo

dans tout 1'espace, 8, 85, -«- ,/J’P étant des constantes réelles
satisfaisant & 1’équation

BB+ ... +82=1,

et quelles aient toutes les qualités de potentiels & 1’extérieur
d’une surface fermée @ de courbure continue, qui peut se com-
poser de plusieurs nappes séparées; on peut toujours (pour un
nombre p assez grand) trouver p constantes réelles

o

af—l—a;’—l—...—i—a;: (5)

TREE
de maniere que

et que la fonction

p=of+ef,+ ... +af, (6)

satisfasse & ['inégalité

p2dr j
| s

) a

(e (o ()~ 7o

e

(7

1) Abhandlungen zur Potentialtheorie, Mo 4, p. 6, Berlin 1902. (Ferd. Diimmler’s
Verlag).

a2

?) On peut aussi bien écrire =

>
>

Ve

L




e

T T —

o T

oll a® représente une constante finie ne dépendant que de la
forme de la surface o et tout & fait indépendante des fonctions

A

§ 2. La démonstration & l'aide du théoréme de M. Poincaré est
extrémement facile; on peut d’aprés ce théoréme toujours obtenir I'inégalité

o

T+ GT@-"vo

K]

et d’autant plus l'inégalité (7), puisque

(ngdf ‘ﬁwzdr
J

o/
]

(2 3 T

7

[+ @+ e

i+e i

CHAPITRE IL

SOLUTION D'UN PROBLEME TRES GENERAL.

§ 1. Nous nous occuperons maintenant d’un probleme tres général,
que nous énoncerons de la maniere suivante:

Soient f et ¢ deux fonctions continues avec leurs premiéres déri-
vées & lintérieur d’une surface o de courbure continue (qui peut se com-
poser de plusieurs nappes séparées) et @ = 0.

On cherche une fonction U7, continue avec ses premieres dérivées
dans tout V'espace, qui satisfait & lintérieur de o a I'équation

AP+t U—F, (8)

et qui a toutes les qualités d’un potentiel & l'extérieur de o (&* un nombre
positif quelconque donné d’avance).
Nous formons successivement les fonctions

1 s ar
u()(xs y, Z):—‘— E (]‘(S: 7]7 é—)—}’_,
: 1 5 = g (9)
uj(x,y, Z)—_—‘l_z'ﬂ: @duj._l(577]?5)7’
(.7':1,-2,3.‘.)



7 étant la distance du point (z, y, 2) d’un élément dz (&, %, §); alors on a

Adu, =,

Au, = — ¢?u,,

Pl (10)
du, = — s

a lintérieur de .
S’il était possible de démontrer que

lim ¢, =0,

j=co

Wt Bt~ b -

et que la série

représente une fonction continue avec ses premieres dérivées dans tout
I’espace, on pourrait affirmer que cette fonction est une solution de notre
probléeme.

Avant d’analyser ces questions de convergence 2 l'aide de la méthode
connue de M. Poincaré, il nous faut démontrer quelques propriétés des
TOREtions wy, Yyy tyy -+

§ 2. Supposons qu’il y ait entre les p 4 1 fonctions

u,

01 Wys Ugy ovesUy 4y U

P
une relation

Bths + By 8; T Bt =< s —{—ﬂpup:(), (11)
By By By, -+, 8, 6tant des constantes réelles, qui satisfont a la condition
B +6+8+ ... +8 =1 (12)

(p un nombre entier et fini).
Nous allons d’abord démontrer que Pon peut toujours déduire de
(11) une relation

70u0+71u1+72u2+ st —1‘7",,_1%_1:0» (18)
Yos T1s Yoo + oo s ¥poy Btant des constantes réelles, qui satisfont a la condition
e g e R T (14)

dans ces trois cas:




| -
‘ ——
1) si Péquation
| Byt Bt Be? 4 e B 0P =0 (15a)
ou
e B e SRR (156)
admet une racine imaginaire ; -
& oKy (= 0),
2) si cette équation a une racine réelle et négative;
3) si cette équation a une racine double.
En effet, définissons les p 4 2 constantes
Voo Tyavae p—11 L> a
par les équations :
ay,= 16)0 3
ay, =06, + axy,,
af, =8, a7, , 1
E B (S S R ey B (16)
@y
ce qui est possible de p maniéres, "z étant une racine quelconque de
léquation (15h); alors on a
Yotbg T 710 oo e Yp—1%y 1 amn
== x(?’ou[ + 71Uy _i— s + yp.*lup)
et a cause de (10) !
Mo it o, ) =

= — 2Py, Tyt o T )

& Vintérieur de @ si maintenant 1’équation (15b) admet une racine ima-
ginaire

z=o, iz, (2,%0),



S
on n’'a qu’a poser
Yol Yyl e v Yty = K tu X,

a multiplier 1’équation (18) par (X —:Y) et & intégrer sur le domaine
intérieur de ® pour arriver & la relation

[ —iDaX LT | oE =D (X Y | AT AR i)
57[ 0x 0x i oy dy ; 0z 0z ]dr

i+e
e S GAX? L V) de,

qui meéne, comme le premier membre est réel et z, = 0, au résultat

S.¢2(X2+ Y?)dr =0,

=
)

¢’est-a-dire

70“1+71u2+"'+7p_1%p:0, (19)

ou, par l'opération 4,
Totg T 700+ oo 7, 1, =0. (20)

Si Péquation (15b) a une racine réelle et négative

e 2
&= =i

on trouve en multipliant (18) par

Yoty TVt oo 7,4,

et en intégrant sur le domaine intérieur de @

r~

Z [6(70@01 "}_?’Z’MZ + .. -{—yp._lup) ]a -

iz -

Y
i+e

— xk jwz(%@h S R +7p—1“p)2 i),

i




SRS Tt v

et on arrive de nouveau aux résultats (19) et (20), parce que le premier
membre de cette équation se uomposeralt de termes négatifs, qui devraient
tous s’annuler.

Si enfin ’équation (156) a une racine double que nous pouvons du
reste supposer réelle et positive

p=e,

on peut déterminer les p constantes d,, &
satisfassent aux équations

b de facon qu’elles

q it s p — 99

l)dozyo,
bd, =7y, bxd,,
bdy=1y,-bxd,,
g (21)
9 == p-zJTbE'Edp—a’
D=y i -rlad -,
: o9

et I’équation (17) devient

F—23F g F,=—0, (22)
ol
F =duy—1du, ... i
e LB
F‘_EJ r A%
i (23)
2]4'1
I, = 4.71: T‘h'
De (22) et (28) on tire
4B 220 F —Fe'F =
a lintérieur de @; en multipliant par (— F,)dr et en intégrant sur s

on obtient !)

( 9 (F? — 2% FF, - 7F?) dr =0,

e
g

L1000 2
IFIAFdT:fFAFld': :—JgﬂF"’dr.



d’ol1
F—zF, =0, (24)

uue équation de la forme

| | =
D dlom w5 =0

p—

Lol sol

- etant des constantes auxquelles on peut encore imposer
la condition

e gl e 1.

]

S|
I

Nous avons ainsi démontré la proposition que l’on peut toujours re-
duire I’équation

! | | i
Byt~ B8, %, Byt v o« +8,u,=0
4 une équalion

7ol + 71 + Vo by _i_ ores _‘!- Yt — 0, (“3 ? 27) (2’5)

dans laquelle 7, 7, 75> - -+ » 7,, représentent des constantes réelles satis-
faisant a la condition

e e (26)
et possédant la propriété, que I’équation
70+71x+y2x2+...+ym.x'”=0 (27)

admet m racines positives et simples.

Désignons ces racines par &, Zy, »s»+,%, , 00 aura

b= i s el
e Lin
2 2 2
&y Ly sy, =) ’

m--1 .m—1 .m—l
ﬂ'/'l x2 a0 I

m

(parce qu’il n’y a pas de racines multiples), et on pourra, & I'aide des m
relations




= ol il el I
Uy i 171 I U2 (2 Sy Lm’
= A | |
Uy ok &y Ul+ ‘(I"QUQT =S me—m’
=i 2 2 | 2 28
Uy T U1+ &y U_+"'T mevn’ (28)
= m—1 J_ m—17y7r _| m—1
Wi Ul [T Z)2 [ +Z1]l Um’

trouver pour U, U,, ..., U, des expressions linéaires par rapport i

Ugy Uy Uy v v oy, ;- Comme z,a,,...,z satisfont & 1’équation (27),
on tire de (25) et (28)

= ST, Ty - 230

m m - m?

et on pourra remplacer la définition (28) des U, U, ..., U, par la
définition
uj == x{Ul +x5U2+ e _.;;_ :I,'j Crm' (=12, - i) (29)

m

Par D'opération 4 il s’ensuit

_g)gulj—'l s x{A LTI +ngUQ _‘\_ Sy +x1jnd[]m (30)
=12, ...m)
ou, comme on a d’aprées (28)
R e L e B e (1)
(I=1,2,..,m)
on trouvera
0=2{"1 (2, AU, + 9*U,) + 2§~ (2,4U, + 0°TUp) + - - - o
32

L g=1 i P
T (2,40, 1+ 9*U,).
c’est-a-dire m équations linéaires et homogenes par rapport aux m quantités
xldlfl+¢2Ul’ xQAUQ_I—(pQUQ!"' }xa7ldl’7;n+¢2U s

dont le déterminant est = 0; il faut donc que
xjAU‘; = — (;()2 [C - (f=1.2, .. 00) (33)
(& lintérieur de ).
- Il y a pour chaque U, deux possibilités



Es—maie s
ou
Tt 05

dans le dernier cas il faut aussi que le z; correspondant soit == 0.

La premiere équation (28) nous apprend donc que I'on pourra tou-
jours tirer d’une équation de la forme (11) la conclusion suivante: On aura

MOZU1+U2+'--+UH,I) (nZp)

Ups Ups 555 U, étant des fonctions, continues avec leurs premieres dé-
rivées dans tout 'espace, satisfaisant & des équations

1
A[[Y:-—— ——-——(pE U (j:l,?,...,%) (34)
J ; g

4 Dl'intérieur de o et ayant toutes les propriétés de potentiels & Dexté-
rieur de ®; les z; sont des nombres positifs, différents de zéro, safis-
faisant & 1’équation

ﬁo+1@1xﬁ—ﬂ2x2“‘f"‘+‘8 2P = 0. (35)

On peut toujours en conséquence de la supposition (11) affivmer
que la fonction

ot
n xj
U= —Z g U, (36)
Tk — —
&y
représente une solution de notre probléme
AU-+k¢2U=f (& lintérieur de o),
AU =0 (a Dextérieur de ),
- 1
pourvu que k* == Sy

i
La solution (36) a, comme fonction de %*, » poles simples

kQZ_. (§=1,2,.,n)

1) Pour f on trouvera la relation

[




T
Supposons qu’il y ait une autre solution U’ de notire probleme; il
faut alors que la fonetion U’'— U, coutinue avec ses premieres dérivées
dans tout l'espace, satisfasse & la condition
AL e U)=—k'“’g>2(U/-— U) (& lintérieur de o), (37}
et qu'elle ait toutes les propriétés d’un potentiel i lextérieur de .
§ 3. Supposons maintenant qu’il n’existe entre les fonctions
iys Yag s s 40
aucune relation de la forme

Byt~ Bt oo < B,u,=0,

p étant un nombre fini, Big o By ,ﬂp des constantes réelles satisfaisant
a la condition

B BR L ... A1

Nous formerons successivement les fonctions

I . dr
W, = —EJ[“Uf_" 9* (6t 00y 1 Gty = - o o = )] e

(38)
1 dt
b 2, = =YD
wy we q)'wj_l = (1=1,2,...)
1
p etant un nombre entier et fini, ¢ , @, ... , ¢, des constantes réelles

satisfaisant & la condition

@4 et a=1.

~

Nous allons, d'une maniére analogue & la méthode connue de M.
Poincaré, démontrer que I'on peut (en prenant p asser grand) choisir les
constantes o, &, ..., e, de facon que

abs. (F¥w,) < 4. L7, (89)
si A représente une constante finie, L satisfait & la condition
0L =1:

k* peut &tre un nombre aussi grand que l'on veut, mais donné a I’avance.
o



— R

L’inégalité (39) une fois démontrée, on pourra affirmer que la fonction

-

VTR ST SR L B SR (40)

représente une fonction, continue avec ses premiéres dérivées dans tout
’espace, satisfaisant a l’équation

AW_I_IGQQO %_aof P ((X “()JI—OC Uy I e +0€pup ]) (41)

a4 lintérieur de @ et ayant toutes les propriétés d’'un potentiel & Pexté-
rieur de ®.

Nous chercherons pour la démonstration de notre proposition une
limite supérieure pour le quotient

j’ Qw2 dt

5

bl
@
S ¢ wm—ldr

1

m étant un nombre entier et fini quelconque, mais donné & I’avance.

On a évidemment

S[(ﬁw ) (dw ) (r)wm) ] = S y
. l dy + 0 = — |\ w, dw,dt
jw? drf(dw )2 dr < max. ¢ ‘/XW drS 40T

en désignant par max. @? la plus grande valeur que ¢? puisse avoir; done

\ @2w? dr j’w,idr :
2 e e : -
ow Jw ow
e T
J’ w0 | y[\ d{l’; + 01,/ ] 05 dr

i ite

Si Pon prend p suffisamment grand, on pourra, d’aprés le lemme
p. 4,choisir @, &, ..., de fagon que

6




Sa
\ widT
; ? a*
j[(dabm)z_‘_(d_zfﬁ)g#(”c%u_m)“] dz 15/23_2
oz-) '\ oy '\ oz

e

(¢ une constante finie ne dépendant nullement de p ni de w,), puisque
Wy, = gty g~ O Uy = Oalhy 1y += o Uy
Il viendra donc

S @ w?2 dr

i — C* finie
o < —= =
5 Q*w?r_dr Vp

7

(42)

pour un s fini quelconque (mais donné & I’avance), en choisissant p assez
grand et en prenant pour ¢, &, €, ..., des valeurs af™, o™,
g ,a;’") proprement choisies !).

Comme on a

952 e ] e : ;
g P2, dT = jum_ldwmd’r = jwmdzom_ld‘c

i i ' ‘
] 2'}
= 2
— 5 P w, W, 07, (m=1,2,8,..)

g

2
[j Q*wk_, dr} = ggogw,ﬁdrj o2l ,dr,

q g ¢

on conclura

et ainsi successivement en tenant compte de D'inégalité (42)

1) Nous ajoutons lesindices (m), parce que les « varieront avec le nombre m , pen-
dant que p sera tout & fait indépendant de m.

?) On posera pour m =1

— Q2w,,_o = tof — @2 (@ + AUy + 0. A U, ).



2.9
\41;0 w§ dT
o/

i

1 , : { -
| pofer— st a
S\ q)?/z.,(;lg dt ( go2w,i dt
¢ — C finie
.

Aol it s ;
j g’gz(‘,g dr quzuﬁz—ldt ‘/p

7 7

v

Al

Ce résultat n’est démontré jusqu'a présent que pour un m fini quel-
conque, mais donné & l’avance, il importe de le démontrer pour un m
croissant indéfiniment. Nous regarderons pour cela (™, a{™, ... ,ag"J
comme les coordonnées d’un point sur la sphere

05(')2—}-0512—{—...+%2=1 (44)

dans un espace de p—1 dimensions, alors la condition (43) sera remplie
pour un centain domaine d_ de cette sphére.

Nous pourrons de la méme maniere, en choisissant proprement

agn-{-l) ; a(1171+i), i ’agn-}-]) :

S p’wldr f p2wldr

1 i

obtenir les inégalités

el 2 ! | i 5 iy 27,52
~ ltxof——q) (igt o, - Shgmy s ocpup_l)I dr P w, dr
J g2w?dr Sgozw;j’H_l dr
= = ¢ et — O finie
S RRE < e S e
Eg¢QW$_JdT 5~¢2widr Vo

7 g

(44)

(la Gt finie étant toujours tout & fait indépendante de m et de p).
Les points

amtl)  glmtl) s ‘a(;n—i-l)

0 ] ’ » Y

qui satisfont & la condition (44) se trouveront dans un domaine J 41

interieur & d,,, puisque les conditions (43) sont toujours remplies & la

PY




suite des conditions (44). En continuant de cette maniére, on trouvera
que le domaine d, ., correspondant doit 8tre intérieur & d, ., et ainsi
de suite; il faut donc qu'il y ait des valeurs

o= lim oc}m) y (=0,1,2,+..,5) (45)

m=0o0

pour lesquelles les inégalités (44) seront toujours vraies, méme si m croit
indéfiniment.
Alors nous aurons en posant

1
L —=5—
. 7Y

et en désignant par B une constante finie, indépendante de j,

(46)

Sqﬂw‘jdr?B.Lgf. (7=0,1,2..) (47)

i

En tenant compte que

on trouvera

(]

Max.@ . dr
Mo | |

)

p—
.;-“
uj<

done:
abs.w;, < A. LI, (§=0,1,2...) (48)

A étant une constante finie, indépendante de j.

Si nous prenons maintenant pour %% un nombre fini quelconque, mais
donné d’avance, nous pourrons toujours en choisissant p assez grand obte-
nir que

kng?L,

si L est un nombre quelconque satisfaisant & la condition

0= lr== 1
et on aura alors

abs. (kgfwj’) = 4.1 (49)
ce que nous voulions démontrer.
La série
w0 = w, k2w, - krew, 1 - . . (50)

2

el



e i

représentera donc une fonction, continue avec ses premiéres dérivées dans
tout I'espace, satisfaisant i 1’équation

dw—~ K 9w =a,f — ¢*(a,u, + gty =« +apup—1) (51) ,

a l'intérieur de @ et ayant toutes les propriétés d’un potentiel & I'exté-

rieur de ®.

§ 4. Nous supposerons d’abord que %° ne soit pas une des racines
de I'équation

(—FPo, - (—FyTa + "_kzap—l'Jf_ap::O,

¢'est-d-dire que le déterminant

(XO al O£2 ® ap
P 0, 0
D=lo 1—8... 0 (52)
0 € 0 ssal—p§
soit == 0; on pourra alors définir les p -1 fonctions
Gl el e Py
par les p—+1 équations linéaires
a0U+alU’—}—azU"+...+apU(P)=w -
U=l =u, ,
o= 20" = (53)

COR < . “ . . . 0 s 0 L} L)

- 2 i
@) — 2 7 — U

Chacune des fonctions U, U', ..., U® représentera une fonction
continue avec ses premiéres dérivées dans tout lespace et ayant toutes
les propriétés de potentiels i ’extérieur de ®; nous verrons facilement
que la premiere, la fonction U, satisfait & Iintérieur de @ & I'équation

AU+Fg U=F. (54)

1) Les indices (j) ne doivent pas étre pris ici dans le sens que UV représente
la j-me dérivée de U par rapport & une variable quelconque.
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En effet, écrivons les équations (53), a l'exception de la premiere,
de la maniere suivante

Ui=9 — 20 —u,_ =0,  g=12lp ')
appliquons-y Vopération 4:

APGD—RATD+ @y, =0, e o

additionnons ces deux groupes d’équations, aprés avoir multiplié le pre-
mier par k*@?; on trouvera

UU+RP U——RUT B¢ U 4 92u) =0, f

AT LU - gPu) — (AT +He2 U’ +9%u) =0,
(55)

(A ge—1 + k2g? jw=1 + ¢2up_2\) (A U(P)'+ k*g? @) _"_ @2 wp—l) = 0.

Si l'on ajou'te A ces p Gquations la premiére relation (53) que Ion
peut écrire, en tenant compte de (51), de la maniere suivante

(AU + BT —[) + &, (AU + BPg*T" + 9°u;) i
+ a, (AU + K292U" +9*u,)
Byt e A S e (56)

+a, (TP + B P + ¢, _,)=0,
on a p-—1 équations linéaires et homogénes par rapport aux p quantités
AU+ B U—F, AU -+ U +9%uy, AU +FE9*U" +9?u,,
SR D o T SR

dont le déterminant (D) est & 0; ces quantités doivent donc s’annuler, en
particulier la fonction U doit satisfaire & 'équation (54) & Vintérieur de .
D'aprés les équations (53) on aura

P
= 7)
1) En posant pour j=1:
U(J'_l) — U
2) En posant pour j=1:
;o =—1




ol
w. AL g = By &k %
ty — 8. 0 0 0
P il ol il 0 0 (58)
By 0+ 1 —7

nous avons ainsi obtenu une solution U de notre probléme, si 1'on
choisit p suffisamment grand,

i
<V,
et ne satisfaisant pas & l’équation
=

Le cas exceptionnel demande une discussion spéciale.

§ 5. Si %? se rapproche d’une des racines

b s g gy ,7.7;3
de 1’équation
D=0,

la fonction U croitra d’apres (57) indéfiniment, exception faite pour le
eas que P s’annulle en méme temps.
Il s’agit d’examiner la fonction P au voisinage des poles

P2, B2, R
On a d’apres (38)

| dw o @, e
Auo = e 0
AP:}Aul Io—=—F e 0 b,
T SRS
et a lintérieur de o
‘\“of_@g(“luﬁ“&gui—}—. ! .—}—apup_l) G Oy oo B @
| BPeu, b Sy =
AP+k2¢2P=‘—¢2vu0+k2<p2ul 1L —% ...0 0

1——(p2up_2—}—k2(p2up_l 0“0 & =32




ou
AP+ 12¢* P =f.D. (59)

Si nous désignons par P; les valeurs de P pour

k2 G k3 3 (j:]"z!"‘Jp)
NOUS aurons
AL = k;’.qﬂ P, a lintérieur de o, (60a)
AP;=0 4 Yextérieur de o (600)

nous savons du reste que les fonctions P sont continues avec leurs pre-
miéres dérivées dans tout l'espace, et qu ‘elles ont toutes les propriétés
de potentiels & D'extérieur de .

Nous introduisons maintenant la notion des fonctions universelles
par cette définition:

Nous appellerons fonction universelle correspondant & la surface
d’une seule ou de plusieurs particules chaque fonction &, continue avee
ses premieres dérivées dans tout l’esydce satisfaisant & lmteneur de o
aux équations

A@z—@#@,jﬁ@ﬁzl (61)

£

et ayant a 'extérieur de @ toutes les propriétés d’un potentiel; nous
appellerons 792 le nombre correspondant & la fonction universelle ?,.
Dans les apphcatlons a la physique nous poserons toujours ¢?=1.
Aprés cette définition, nous pourrons énoncer notre résultat anté-
rieur ainsi:
Les fonctions

| o a, a, &y G
‘ uy —k; 0 o 0
Pj:\ul i k; i) 4 g (i=12..0)  (62)
z L] . L] L] - L] L]
,2
, ; O 0 I =

sont ou identiquement nulles, ou elles représentent des fonetions univer-
selles avec les nombres correspondants kz

Il est facile & voir que les racines k; de Téquation D=0 -corres-

pondant a des fonctions F;, qui sont ldenthuement nulles, ne peuvent
étre des poles pour la bO]llthIl



P
g

de notre probleme fondamental. Car on a dans ce eas, si Zr est une va-
leur dans laquelle coincident m racines (m=1,2,...,p)

dD @D d"-1Dp " D

Dzﬁ]{;ﬁ)_ d(k?)? e g T A (k2m—1 ==y (k)"

*0,
ar

d(kz)m

de ’

d(k2)m

ll—

m

et A7) reste continue avec ses premiéres dérivées, si 'on donne & %2

une des valeurs £2(j=1,2,...,p).

On demontle aussi facﬂement que les racines k% correspondant &
des fonctions universelles ne peuvent &tre des racines multlples On au-
rait pour une racine double ') d'aprés (59) & l'intérieur de o

753’.(13213]. _ APJ.
d.P;

e e ikl o >
e = N a2

Multiplions ces deux équations, divisons par ¢2? et intégrons sur 7;
alors en tenant compte de Didentité

J' 7 dP; _J’ d.P APd
P 3oy ™ = ) g A%

7

on trouvera

' jgdgﬁzo,

3

12+ (2 (] oo

e

ou

c’est-a-dire
P=C*=0;

done P; ne pourrait &tre une fonction universelle, c.q.f.d.

1) Comme on aurait




Nous avons obtenu ainsi un résultat qui est d’une grande impor-
tance pour les questions concernant les fonctions universelles:

I. En choisissant le nombre p asser grand et en supposant

92 3/_3
k* <V p?
on pourra toujours trouver une fonction
Vi, z, y, 2)

de maniere que 1’expression

V(kgs xillj"g) = l)
o= b (T2 2 : 9 9 3 O 5
B, AR T e
satisfasse & ’intérieur de @ & 1’équation
AU+FPo*U=f,
si
k2 :f: ]ﬁ?, (=1,20....1)

. 8r— . 4
V représentant pour toute valeur %k2(<C )/ p?) une fonction conti-
nue avec ses premiéres dérivées dans tout 1’espace, ayant toutes
les propriétés d’un’ potentiel & Vextérieunr de . B2, k7, ..., k2

seront des nombres bien définis et <13/2?, tous différents en-
fre enx.

Pour k*=#3(j=1, 2,...,n) la fonction ¥ devient une
fonction universelle @;, correspondant a la surface @, & un
facteur constant pres.

Nous avons démontré ce résultat en supposant qu'il n’existe entre
les fonetions

s
U =" el
0 4J'cjf r
i
. d 5 T 1Ay
?’6] | 4_’/’[ (p ?/Lj'—l ) J=15%,

aucune relation de la forme

Bythy B + o+ B,u,=0,

1) Pour le cas n=0, on doit poser le second membre

=VF#,z,y,2).
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p étant un nombre fini, 8,, £, ...,ﬁp des constantes réelles, satisfaisant
a la condition
By 8+ e -8 =13

P

mais d’aprés le § 2 1) notre résultat reste vrai, méme dans ces cas par-
ticuliers; donc dans tous les cas.

Nous pouvons ajouter, comme a la fin du § 2:
La solution (63) a, comme fonction de %*, » pdles simples

]‘;2:_.]{/3’ (j:1,2,---,’}’&), (02%?@)
dans l'intervalle
0 <k <V p

Toute autre solution U’ de notre probleme pour une valeur donnée

% de %2 ne differe de (63) que d’une fonction universelle ayant k* pour
nombre correspondant 2).

Gl P TR IS SE T
L'EXISTENCE DES FONCIIONS UNIVERSELLES.

§ 1. Nous pourrions démontrer I’existence d’une suite infinie de
nombres positifs et croissant indéfiniment

2 2
ke il o koo e s
et d’une suite infinie de fonctions correspondantes
Doy Dy Byyev o, Dy -

en démontrant que chaque potentiel

1
1) En posant kj: m—j’ G=1,2,....n).

%) 8l en existe une; autrement le probleme n’admettra que la solution (63).
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peut &tre représenté par une série

les O’ étant des constantes bien définies et les @, étant les fonctions uni-
verselles que 'on obtient par la solution de notre probleme fondamental,
si nous supposons toujours que f est continue avec ses premieves déri-
vées & l’intérieur de o.

La démonstration serait absolument identique avec la démonstration
analogue pour les développements en séries de fonctions harmoniques by

Nous allons, pour abvéger, nous contenter de démontrer cette exis-
tence des ki, Qij en établissant les théoréemes suivants:

II. En partant d’une fonction f?) quelconque, continue
avec ses premidres dérivées a 1’'intérieur de o, et donnée
d’avance, on peut toujours trouver un nombre p fini de maniere
que la solution de notre probléme fondamental nous mene du

moins a une fonection universelle.

IIL. Soit p? un nombre fini quelconque, il n’y aura qu’un
nombre fini de fonctions universelles linéairement indépen-
dantes avec des nombres k? correspondants, satisfaisant & la
condition

0<I <Vt

1V. Si 1’on connait toutes les fonctions universelles avec
des nombres correspondants satisfaisant & la condition

) i
g=p <V

(p? étant un nombre fini donné d’avance) on pourra toujours
trouver un nombre p'2(>p?® fini, de maniére qu’il existe au
moins une fonction universelle avec un nombre correspondant
k2, satisfaisant a la condition

VR =k <V

Nous poserons des & présent toujours ¢*=1.

1) Comp. W. Stekloff, Communications, T. VI, 2 et 3. A. Korn, Abhandlungen
zur Potentialtheorie 4, Berlin (F. Dummler’s Verlag).
2) Qui n’est pas identiquement nulle.

i R
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§ 2. Pour démontrer le théoreme II, supposons que p soit un nombre
positif assez grand, et que la solution (63) de notre probleme fon-
damental ne nous ait pas mené & une fonction universelle @, avec un

S—
nombre correspondant % < V.
Alors le rayon de convergence de la série

fugdf%—kg jufdr—l— kit jufdr—’ vt

2 K ?

= B
sera > l/p‘*; on aura donc

puisque

2! T4 s
gugdr s uldr

&
2

gu[)zdt fuf’dr Su?dr
| a0
v

1

et 1’inégalité

Sugdt
1

ARl P
§f2dr Vo'

entrainerait pour cette raison l'inégalité

j@ﬁ-dr < WP sz ar.

7 )

S e 5 Fige
() l/p4 17

ne pourrait subsister pour un p? aussi grand que l'on veut, & moins que

Or la relation




J ucdr =10,
(1
ce qui enfrainerait f=0, ¢ g.f.d.

§ 3. Pour démontrer le théoréme III, on remarquera d’abord, qu’en
posant dans notre probléme fondamental

f:_@g(a]qjl+a2@2+...(Xp@p)’ (64)
LR S ,qu étant p fonctions universelles avee les nombres corres-
pondants k2, &, ..., k2 @, a,,... » @, des constantes données, la so-

lution (63) deviendra

v 49
U=u()+k2ul+lc4u2+.u=2 e (65)
el )

aussi longtemps que %* reste plus petit que le plus petit des nombres
Bk e

Soit p* maintenant un nombre quelconque assez grand, mais fini,
et supposons que @, @, , ... ,@p soient linéairement indépendantes, alors
on saura trouver les conmstantes «,, @,, ..., de fagon que la série (65)

converge absolument et uniformément pour n’importe quel
e
B <Vh—1p;

mais comme l'expression (65) croit indéfiniment, quand %2 se rapproche

S
du plus petit %%, il faudrait done qu’au moins un des k? soit >V (p—1)2;
done il ne peut exister plus de p—1 fonctions universelles linéairement
indépendantes avec des nombres correspondants

e

p représentant toujours un nombre quelconque assez grand, mais fini. On
n’aura qu’ad changer p —1 en p, pour arriver & notre théoréme III.

§ 4. Supposons pour la démonstration du théoreme IV que nous
connaissions toutes !) les fonctions universelles avee des nombres corres-
pondants, satisfaisant a la condition

%) Leur nombre est Zp d’aprés le théoréme III, si p?® est choisi assez grand.



(p* étant un nombre fini, donné d’avance), et soit f une fonction quelconque
continue avec ses premieres dérivées; alors il peut arriver des deux
choses I'une: On peut trouver f comme une expression linéaire par rap-
port aux fonctions universelles données, ou la solution de notre probléme
fondamental doit nous mener au moins a une nouvelle fonction univer-
selle avec un nombre correspondant fini et

— S
> Ve
Comme on peut toujours facilement donner p 4 1 fonctions £ linéai-

- rement indépendantes, le dernier des deux cas doit arriver au moins pour
une de ces fonctions f.

§ 5. Nous finirons ce Chapitre par un théoréme important sur Jles

fonctions universelles, absolument analogue & un théoréme connu sur les
fonctions harmoniques.

V. Soient @, et @, deux fonctions universelles avec des
nombres correspondants %2 et %7, on aura

S(d@i 0D, 09, 00, 09, dqjk)d 5
,Ec—dx‘dydy de aed

ite

1
y@i@kdt:O, ) (66)

-
si
2 2
k== k2.
On n’a, pour la démonstration, qu’a multiplier I’équation
A0, = — D, & lUintérieur de o

par @, et a intégrer sur 7; alors on aura

ka@i@,‘dr=~ j Qﬁkddiidrz—f@id@'kdr,

kquﬁi @, dr = 2 5 D,0,dz ,
i i

c’est-a-dire on trouvera les relations (66),-si %2 & k2.

') Dans le cas général

f@2@,.@kdr —

1‘




DEUXIEME PARTIE.

SOLUTION DU PROBLEME DES VIBRATIONS UNIVERSELLES POUR DES
PARTICULES SPHERIQUES DONT LES RAYONS SONT PETITS EN COMPA-
RAISON AVEC LEURS DISTANCES MUTUELLES.

EHAPITRE L[

LE CAS D'UNE SEULE PARTICULE.

§ 1. Nous cherchons les fonctions universelles

oD B

J

avec les nombres correspendants

2 . 2 L2 2
I I I

sae e

pour le cas que la surface @ est représentée par une sphére de rayon R.
En prenant le cenire de la sphére pour origine et en introduisant
les coordonnées sphériques par les transformations
z=rcos,
y =rsin® cos@, (67)
g =rsindsing ,

nous pourrons écrire les équations différentielles auxquelles doivent satis-
faire les fonctions universelles:

L [0 f 0 5 B adidic e 08 1L @D | rog—
r?sind :dr (r i 01») : ()vS*(SHUSL 019)+ sin & 0q>2}+k B—=h

4 l'intérieur de la spheére,

R e e L e 1 o)
P2sin & {ar(”" - d?‘) | a&(sm‘SL e Y

a Dextérieur de la sphere.

Les fonctions @ doivent &tre continues avec leurs premiéres dérivées
dans tout ’espace et s’annuler & linfini.

Assurés de Dexistence des fonctions @, et des nombres k‘j, nous pou-
vons les représenter sous forme de séries procédant par fonctions sphériques

o= Y, 9),




ol la fonction sphérique Y.(9, 9), satisfait 3 ’équation:

Lcadiola ; Logopis . = i
sing 99\ "7 55 ) Tsmrg ggr TiiF DY, =0. (1)

SI nous introduisons la valeur (70) de @ dans les équations (68)
et (69), nous trouverons, en tenant compte de (71), que les fonections flr)
doivent 8tre des solutions des €quations (i =0, 1, 2....)

of,
%[% (7'2 d‘f)ﬁi(z'—kl)fiJ LB f=0 (72)

a l'intérieur de la sphere,

Lt ol o de') -
— | =] —i+1Df|=0, 73
4 l'extérieur de la sphere.

Les solutions générales de I'équation (78) sont

1 .
e, R =Gt (74)

C;1s €y 6lant des constantes quelconques; les solutions générales de léqua-
tion (72)

Jl_i_L(L?) J_(,_{_%) (ZJ")
f;':OnW‘i_OmT’ (75)

si C;;, C;, représentent des constantes quelcongues et J, (z) la fonction de

Bessel
(i)n—[—?f\ i)
; 2
T,@) =) (=1 — (76)
= "

AT+ 110"

Pour les fonctions J,-+i et J—(’H—]—) qui nous intéressent ici on
2 2

peut trouver des expressions analytiques plus faciles & manier

1) En posant
Hih) =12 [ Bossilg 1 T (0 =1,
z
Doyt I (n—1)n '
n=co z(z—.Ll)(z—{-nuU

R e *wf'f_’—;!




1

— -

& i \ H_(LLZ)_(L))\' ¢V e
JH';T(OC)_I/E%Z;]](}H)ﬂ(@'—ﬁ,) o cos| (1 2)2 z|,

g (77)
J_ =ty )(50) 1 l/ﬂacZ i) (2_)) (#) sin [(;, i x]

Comme les fonctions f; doivent &tre continues & I'intérieur de la
sphere aussi bien qu’d l'extérieur de la sphere et s'annuler & Pinfini, il
faut que

C“):O’

1a

Cie=0,

de maniére que @ doit avoir la forme

€,
g — Ezm Yi(ﬁ‘, (p)
0
(a Vextérieur), {78)
© J+z (k) ]
B Y0 = 108, @)

i l/kr
(a lintérieur);
les constantes ¢,, C; doivent en outre satisfaire aux équations suivantes ré-

sultant de la continuité de @ et de ses premiéres dérivées au passage
de la surface, c’est-a-dire aux conditions

Z:@i’
00| _[o@
or E“ or |,

d’olt s
ViR
Ce— 1 Cis
RHJ, o b (AR)
| (79)
IRT LGB — oy 2 GB) 35 D
]

J 9 ]/ﬁ e RH—l i

1) Pour ce deuxiéme groupe d’équations il faut supposer que les premiéres dérivées
de @ soient aussi développables en séries procédant par fonctions sphériques; on dé-
montre facilement la rigueur de ce développement em: tenant compte de ce que towtes
les dérivées des fonctions @ sont fimies, ce qui résolte de leur définition.
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L A

Comme la premiere de ces équations donne la valeur de g, Ja
deuxieme devient une équation pour  seul
(2i-1) Ji%_ (kR) 27;RJQ.'+% (RE)—=1, (80)
> =02

les valeurs possibles de 7, %, , kyy «.., doivent done &tre des racines
d'une de ces équations (80), et les fonctions @j correspondantes auront

la forme
Y.(9, 9)
(DJ.:% (& Dextérieur),
(81)
ViR T2 ()

7 J+1 3 7 s\
R e]}+%(lgR_} | kv
(& lintérieur),
les Y, représentant des fonctions sphériques quelconques d’ordre 7, k,
b ' etant une des racines de I'équation

(27F1)J I(L )+ QLRJ (7»"R)=O, (82)
que l'on peul, ce qui est sans grande importance ici poar nous, pré-
senter dans une forme plus simple, en introduisant la fonction I,

2

I. Les fonctions universelles correspondant & une particu-
le de rayon R sont (& un factear constant pres)

Thiby o)l of auiilon A g
@J':T (& 'extérieur de la sphére),

VEE  Jir®) 39, g
s (kR Ve BT

(& 'intérieur de la sphere),

) Dans la forme

J_1(&R)=0, (82)
)

L (x) :l/E CosS .
s

Comp. Graf-Gubler, Einleitung in die Theorie der Besselschen Funktionen, I, p. 45.

en posant




L |

e .

Y, représentant une fonction sphérique d’ovdre j, kR une ra-
cine de I’équation transcendante 1)

<:>j+1)J,-+L(x)+2x%f+g<x>=o, (=018,

%

4

Les exemples les plus &nnples, que j’ai considérés pour mes théories
de la gravitation et du frottement dans les masses continaes, sont les
fonetions correspondant aux deux nombres k‘ les plus petits possibles

JT
By =2 s
2R
¢ i :
@, =— (b l'estérieur), (83)
-
: (n r )
n =
, 2 R o
D, = 4_;1 (a lintérieur);
s
T
LG g
cosd . i
D =c e (3 Pextérieur), (84)
R oy
n——— C0S —
¢ R R R garainy
g — - cos?  (a lintérieur);
Losier r

la vibration correspondant & (83) est une pulsation de la sphere, celle
qui correspond & (84) une oscillation de la sphere dans la direction de
I’axe des z.

§ 2. Les calculs qui nous ont mené aux fonctions universelles nous
permettent de donmer la solution d’'un probléme un peu plus général.

Nous savons toujours trouver une fonction g, continue dans tout
espace avec ses premiéres dérivées, qui satisfait a lintérieur d’une
surface @ a 1’équation

dp+Eyp=f (85)

1) Qu, ce qui revient au méme,

Jj 1) =0 W compap 32
T
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(f une fonction donnée continue avec ses premiéres dérivées A Vintérieur

de @) et qui a toutes les propriétés d’un potentiel a lextérieur de
pourvu que le nombre donné %% n’appartienne pas & la suite

b} 9 ¢
]i}o, kl_’ ]L':zz,--- -

Pour le cas de la sphere il est facile de donner la solution de ece
probléme en forme de série. On peut, comme on démontre facilement &
l'aide de la théorie des fonetions sphériques et des fonctions de Bessel o
développer f et @ en séries de la forme

o

pamy

D,
J

e (86)
g—y v
7;

3

ol les ng et & sont des fonctions universelles correspondant & la sphére.

Les fonctions D, peuvent étre dérivées de f en forme d’intégrales
définies, et on arrive ainsi sans difficulté aux mégalités :

27
[

fH] sinddddg | , U=012..) (87)

o

I@J’?a

(4]

e

o étant un nombre fini, H, une certaine fonction sphérique d’ordre J
dont la valeur absolue est <25+ 1 et f représentant les valeurs de f
sur la sphéve concentrique a la sphére originale, pour laquelle I'inté-
grale a sa valeur maximum.
Entre les P, et les D on a la relation
D,
J

T —

i ]CE -2 ]i‘;) L]

U=0.1,2,... (88)

a cause de (85).
Supposons que %2 differe de
n—1?

.2 79 .2 2 2
Y ]'“17""7?’ A‘n—[—l’ Z’n—}—?""

par des nombres > &, « étant un nombre fini et bien connu, pendant
qu'on mne fait aucune autre restriction sup la grandeur

e

que la supposition qu'elle ne soit pas nulle.

') Des développements analogues sont possibles dans lIe cas général d’une sup-
face » quelconque; comp: p. 26. i

"
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Dapres les raisonnement de ce paragraphe nous pourrons affirmer
que dans tout l'espace les valeurs absolues de p et des ses premieres
dérivées seront

fal
12—k?2

n

= q.abs. Max. (f)-+b;

3

olt @ et b sont des constantes finies ne dépendant ni de la fonction f ni
de k2, abs. Max. (f)-la plus grande valeur absolue de f & lintérieur de
la sphere et ;

T =

n S jf'H!z SIIlﬁ‘dﬁ'dgp
0 0

Ce résultat (que I'on peut aisément généraliser pour des surfaces
plus générales) sera trés utile pour la solution du probleme que nous
nous poserons maintenant.

CHAPITRE IL

DEUX OU PLUSIEURS PARTICULES DONT LES RAYONS SONT PETITS EN COMPA-
RAISON AVEC LEURS DISTANCES MUTUELLES.

§ 1. Quoique le probleme de deux particules puisse trouver sa so-
Jution complete & P’aide des coordonnées dipolaires de M. C. Neumann, le
physicien préférera toujours & cette méthode une méthode approximative
comparable & celle de Murphy pour les problémes électrostatiques. Il
s'agit de démontrer qu'une telle méthode est possible, et quelle méne &
la solution du probleme avec toute I'exactitude que l'on veut.

Supposons toujours pour plus de simplicité que les rayons des deux
particules soient égaux; alors la premiere idée qui se présente, et qui
est juste, comme nous verrons, nous suggére que les durées de vibration
pour le systéme composé de deux particules ne differeront des durées de

rayon

distance
comparées avec les valeurs originales. Il est vraisemblable qu’a chaque
nombre %2 de la suite

vibration d’une seule particule que par des grandeurs d’ordre

9 Smol
ks By kS, 0ns
correspondant a une des sphéres, on puisse assigner un nombre

.2
Z"n + Sn




-
s G —
(ou peut-8tre plusieurs) qui appartient & la suite
2 9 2
Ky, Ki, K, ...
correspondant au systéme composé des deux sphéres, et que chaque £
: rayon :
> soit d’ordre - Y en comparaison avec k2.
distance

; On essayera done, pour trouver les vibrations universelles des deux
sphéres correspondant au nombre k2-—¢,, & poser d’abord

B Bl Bl L
Fold o)
Pol—= " ”_;1 (& Pextérieur de la sphere 1),
5]
(90)
ey i ;.
o VEE  Iilr) g o)
& JJ'+;IT.(7§1§ F) Vk; g Bt
(4 Tintérieur de la sphere 1),
Y;’z(‘?") 2 @2) | . N
cﬁglﬁ:T;l% (& lextérieur de la sphére 2),
2
(91)
W V]f}y},R J"”Jl‘%(k’]l?z Ygll’g(ﬂ'gs (pg)
# ~J”+}(]E:ZR) X V]:ir-z 3 R’n-l—l

(& Dintérieur de la sphére 2

en prenant les deux centres des spheres respectivement comme poles de
deux systemes de coordonnées polaires s &, 0% ok s s 9,0

Nous laisserons d’abord les ¥-', ¥12 et la constante k, arbitraires;
la fonction @! serait toujours continue avec ses premiéres dérivées dans
tout 'espace, si k) était égal & k,; mais comme nous ne ferons plus cette
supposition, on pourra seulement affirmer qu’elle sera continue dans tout
espace pendant que ces premitres dérivées seront discontinues aux deux
surfaces @; et o, des spheres. D, satisfait du reste aux équations

Adlne ey, & Pextérieur des deux sphéres,
AD, - (EV2Dl = (EH2 @12, a Pintérieur de la sphere 1, (92)

AD) — (#})?* Dl = (k)2 0L, A Pintérienr de la sphere 2.
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Il faut caleuler les discontinuités des dérivées normales de @) aux
surfaces @, et ®,. En désignant toujours par r les normales intérieures
on aura a la sphére 1

@ 00! f _i 1: . ’ddﬁll <, _‘_1)71711,:.1(191’..%)
dr la Aa' e ‘ a dr i = Rn—l—?
l/m :Y-ilz,l (&1 s q]1) kl i i J"+ : (.CU) l
e ol e R
ou
(0] |ad] ‘ kq, -JM_%(k;R)
n e g ‘ i
‘ 0r la or li R”+1 JnJrl_(]”glgR) :YH : 1) ( {1)
2

et d’'une maniére analogue & la deuxiéme sphére

lﬁ@ﬁ! C)Q)H n_’ + 0 ) Y12 (& ) (93b)
iee Sy —_— _, — & n’2 99 ¢-’) & 9 /
l or la \’ Pn_l n+~— (]\’IR) 2 -
Posons

e s e

wml@ 47 J‘ or |a or e} r ’

®7 (2)
(94)
V,w, A== Vn 1 + Vﬂ,ﬂ’

alors nous pourrons affirmer que la fonction

D]+ 7,

est continue avec ses premieres dérivées dans lout l'espace; d’apres (92)
elle satisfera aux équations

AP =0, & Vintérieur des deux spheres,
AP+ (B2 P = (k1) (DL V,), & lintérieur de la sphere 1, (96)
AP+ (P Pr=ED2H(D + T, 2 I'intérieur de la sphere 2.

Nous pourrons toujours développer

djyl:,12 + Vﬂ,l = ¢11 7%— (;P:} + (p: + s (970[)
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en série procédant par les fonctions universelles de la sphére 1, et

gp:z,l + Tfn,Z—_xll -f_le +x33+ Jas

en série procédant par les fonctions universelles de la sphére 2, et nous
voulons maintenant calculer les Y21, ¥1.2 et k! jusqu’a présent arbitraires
de maniere que

=0,
(98)
Xns0
Ces équations seront vraies dans tout espace, si
¢, =0, a la surface o,
(99)

Li=0, a la surface w,,
et la théorie des fonctions sphériques nous mene facilement aux relations
auxquelles les 4n—+ 3 grandeurs

I‘],l, Fhiz gt
i3 % 2 il
doivent satisfaire:

k1d, 1 (k1 R)

1
o

| Ya{’g(’%: P,) [

. 71 e ‘
B, R g e
100
Tl o (i) U paitges iving (100)
m_uﬁgi‘ 171,2 ('9') b §00> === E G |
Rn ,Z_’L;L (&:R) n 2 2 ,}.;L—I-l }n

en désignant par — v et | —|¢ les fonctions sphériques d’ordre » dans
les développements & la surface w, et o,.
Ce sont

4n—2

équations linéaires et homogénes en Yo' et Y2 on peat donc calculer
a laide des 4n—-2 équations (100) Jes ¥'! et T2 & un facteur con-
stant pres, qui reste arbitraive, et k.

En formant #! avec ces valeurs de i Y)»*, k! nous appellerons
¥ la premiére approximation de la fonction universelle cherchée.

Il importe de montrer que %! défini par les équations (100) ne dif-
fere de %, que par une quantité qui peut étre aussi petite que I'on veut,

: R : : : : :
st Pon prend ?” suffisamment petit (¢ la distance des deux sphéres).
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En effet, pous pouvons écrire les équations (100) daus la forme suivante

2n-H1

(= 2
dindly Z Cxi¥io

1 J

2n-+41
o) el s g 1
T-Yy — Z_Cz.j?/j )

| 4
oll nous posons
.1 al
Ln R. Jn———}z U”n R)

SRR R 7 R

ol les y;, y; sont tout 3 fait indépendants de R et o et supposés de me
pas s'annuler tous en méme temps, et ol les ¢; sont

R y‘2n+]
=a,. (r) 3
kj 0

\

«,; représentant des nombres ne dépendant nullement de R et ¢.

Il faut done que

kéR-Jn_}?(k;R) R \2wH
OB L (_0) ; o

@ représentant un nombre ne dépendant nullement de B et ¢, fini et
différent de zéro, puisque le déterminant des «; est toujours == 0.

Comme on a
JH_L(L"”R)-_— 0,

et 1'équation

Jn__‘l‘(_x):o

n'a au point z#=~F%, R quune racine simple, comme 4 ce point k, R et
J +_il#(lcnR) ont des valeurs finies différentes de zéro, on conclura
2

3 \ 2n-1
- ) , (102)

0

R Inble (L
3(4*) Z"i]ay"R-—knR“Z;/ (

0

N

3 et 7 représentant deux nombres finis et différents de zéro, ne dépendant
. B : = o
nullement de R et ¢, sl —(:— est plus petit qu'un nombre positif, diffeé-

rent de zéro, ne dépendant que du nombre 7.
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§ 2. Nous allons trouver maintenant une deuxiéme, troisieme appro-
Ximation etc. et démontrer la convergence de ces approximations.

Nous caleulons la fonction @' continue avec ses premieres dérivées
dans tout I'espace ayaat a lextérieur de w, toutes les propriétés d’un
potentiel et satisfaisant & ’équation

i AD%T () P2 = — (k12 (D12 - 7,), alintérieur de la sphere 1, (103a)

et la fonction @2 continue avec ses premieres dérivées dans tout I'espace
ayant a l'extérieur de o, toutes les propriétés d’un potentiel et satis-
faisant a 1’équation

D22 - (B2 D22 = — (E1)2 (DL |- V,), alintérienr de la sphére 2. (103b)

Nous pouvons trouver ces fonetions (comp. Chap. I, § 2), et ’on aura
en désignant par C le maximum des valeurs absolues de @l ef @LF

P (104) 3
. ‘Qﬂﬂl<faij(~) |

. - y ; ) s R
ol @ est un nombre fini ne dépendant ni des ¥'', Y12, ni de i

1) A cause de (95), @2 V_ . ne contient pas de fonction universelle d’ordre
n 7,1 P

n, et Von aura & Pintérieur de o,

o

R )'n+1

)2n+1

R \snt2
l? e-te finie. C (T) -

< c¢te finie, C’(

O

—a‘bd

vV Z c¢te finie. C
et (

Ce qui concerne V.

w2y 00 a & Pintérieur de v,
2

V

n,2 b

la fonction universelle d’ordre n, que V, o contient, & une valeur absolue

ok R \4n+2
”Zc-ie finie. C’( ) s

| Vn, 2 0

done
14 ! f7 ‘ R \2n+1
\h?;%%wumac(r) , (Qaprés 102).
| fkn) 2R km ;

Le raisonnement du § 2 Chap. I nous donne ainsi la premiére inégalité (104), la
seconde s’obtient d’une maniére analogue.

-~
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La fonction
b b G

sera continue avee ses premieres dérivées dans tout Iespace, aura toutes
les propriétés d’un potentiel & lextérieur de o, et w, et satisfera aux
équations

Ay 4+ (B2 = (k1) P2, & lintérieur de la sphere 1,
(106)
x>+ (k222 = (k12 P2', A& lintérieur de la sphere 2.

Comme nous avons calculé %! et les rapports des Y1, Y.° & laide
des équations (98), nous les calculerons maintenant & I’aide des équations
g2l=g —-}@ jpa==0%" iy surface @,

(107)

= gl—| @2 |2 =0, ala surface o, ,

en prenant les ' ot et | ’“’2 dans le méme sens que p. 38; nous appelle-

rons les valeurs Lmrespondantes Mot B
On aura
B — B |ToR—R|
pritigiiiog 0.0, (108)
— R

- o s \ R
si b désigne une constante finie ne dépendant nullement de e

Pour démontrer ces inégalités (108), nous n’avons qu'a faire voir que

B\ 2
‘@_,_ dyt Bl ( 3 ) , & la surface o,
(109)

‘@21@2:3 C e S oo
| o n < 9 *'(*)* 54 g BUEace (Dz’

: : B .
B étant une constante finie (ne dépendant nullement de ?”) , puisque les

f Py 241
termes ¢! et y! sont de lordre (_(:—) , et ces inégalités (109) dé-

N

coulent immédiatement des inégalités (104).




= 1 2l 2 2
ctions @, , @31, R S

-
— 109 —
Nous recalculerons maintenant les fon
introduisant partout les valeurs
9 0.1 2,9 : ol W v o
ko, X234, Yo ag licu des TR L 4
et appelons
2,1 2,9 2
e ¢n ? w-n’
>

ce qui était avant @2! @22, 42

3 X .alors la

fonction w2 sera une fonction

continue avec ses premitres dérivées dans tout I'espace ayant toutes les

propriétés d’un potentiel & Pextérienr de o
équations

Api+ EPe=EDT, av

Ay + ED*p2 = (B2 @Y, a1

ol nous posons
o2 e 22 [ 5,29 |
Yo __gbn r % |

e R L R
wu ‘wn iwn ‘
Nous appellerons vy, k2 la deuxieme

querons que d’apres (104)

iy n-4-2
Za()(%} y Sl

(112) 2)
: R n+-2
— — 3 ‘ TR
vyl <a.C ( 0) , a lintérieur de w,,
N
) ll.'Ji’Q},,lL la fonction uuiverselle d’ordre » de la sphére 1 que gbi’z contient;
H)fb’l (;Z a la signification analogue.

?) On pourrait penser au remier aspect que
b D

et @,, et elle satisfera aux

intérieur de o,

(110)
intérieur de @, ,
ol

(111)
n

approximation, et nous remar-

intérieur de o,

2

Y 9 2 :
les fonctions ¢!, 122 ne satisfas-

A s v » < 29 . - 9
sent pasaux mémes inégalités que (Df;l, @~ puisque les nonvelles fonctions 6277]2’ -+ e

et @1 1 Vo contiennent maintenant des fonction
mais les valeurs absolues de ces fonctions seront d’

et, divigées par f (kfl)g — Af

e o R our
< ¢t finje, C — .
p | pour
R \n}2

i) — e
',’J,‘;l )Zc—tﬂ finie. C

donc en tout cas

el 5
! L]/n’z‘f < cfé finie, C’(

‘)n—f—2

s universelles d’ordre n: o,

apres (107) et (104)

1

et Yon

R \2n+}2
Z c-te finie. C’(T) ;
s

W21 5

N w]_’
9 9

R .
T a wZJ

a Pintérieur de
29

a Dintérieur de o, .
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et d’apres (108) et (104)
R

;ng-—w;\fz“b.o}j—,
(113)
S g k;ﬂﬁw%.

§ 3. Nous procédons a une troisienie approximation. _

Nous caleulons la fonction @' continue avec ses premiéres dérivées
dans touf lespace ayant & lextérieur de o, toutes les propriétés d'un
potentiel et satisfaisant a I’équation

AP —}—(703)2@1'1:—(152)2;7;2’2, a Vintérieur de @, (114a)

et la fonction @*' continue aves Ses premiéres dérivées dans fout l’espace
ayant & Dextérieur de @, toutes les propriétés d'un potentiel et satis-
faisant & 1'équation

A 2 Al D= (k22pt, a lintérieur de @,. (114b)

Nous pouvons trouver ces fonctions (comp. Chap. L, §2), et I'on aura
d’apres (112)

B ZarC (f)Jr
| (115)
oz ()
La fonction
=it Bl 47 ()

sera continue avec ses premieres dérivées dans tout Iespace, aura toutes
les propriétés d'un potentiel a Pextérieur de o, et o, et satisfera aux
équations
AgE+ B2 2 = ()07, & Iintérieur de o,
EL1)
A3+ (kD212 = (k2)2@%1, & Vintérieur de o,.

Comme nous avons calculé k2 et les rapports des 17", Y22 & laide
des équations (107), nous les caleulerons maintenant & I'aide des équations

Bl 2L RS0 e > :
=@l —| D=0, ala surface @, ,

. | | (110)
xi= sz—-]@f;lﬁ:-o, a la surface o,;

nous appellerons les valeurs correspondantes el s ol
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On aura [la démonstration est analogue a celle des inégalités (108)
du § 2]

B B2 s, | (2]
2
Rt L (119)

2 Bal=—g3 o (DN
e [<b.c.(—).

Nous recalculerons maintenant Tes fonctions P B Lg% g o
introduisant partout les valeurs

i 73,1 73,2 o S O 2,2
Bl XNy X, au lieu des k, , s 10

et appelons
3,1 3,2 3
wu. ’ gl)'n d wﬂ 2

¢e qui était avant @2, @32, y2: alors la fonction ¥ sera une fonction
continue avec ses premiéres dérivées dans tout l'espace ayant toutes les
propriétés d’un potentiel i Vextérieur de ©, et @,, et elle satisfera aux
équations
3 282908 —— (1.3 221,3:2 2 N e ~
A2+ (%2 wo=(kE3)29>2, A Pintérieur de o,

2

(120)
Apy 4 EBP w3 = E22p52, 4 Pintérieur de o,,
ot nous posons
aﬁ,‘_)r,___z/}i,g_ﬁiwi,z rlL 1

o, {121)
o= 2 |

Nous appellerons 92, k la troisitme approximation, et nous rematr-
querons que d’apreés (115)

= n--3
%3-;22612.0- (f)

, & lintérieur de @, ,
(122) %)

R \nt3 ) -
(T) » a4 U'intérieur de @, ,

‘) Comp. la remarque Yip.49
“) On fera le raisonnement analogue & la remarque 2) p. 42.
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et d’apres (119) et (115)

.w?Pwﬂzwﬁﬁ(R)i

0

i B\E
<b2ik’)’lb——kn,(—g—_) .

B O
‘ ]"n ]"n

(123)

§ 4. II. En continuant ainsi on obtiendra la solution du
probleme dans la forme

S =yl +w—p)+@i—v)+ ...
(124)
Kn S kn + (kilz S kn) + (kvzl,— ké) + (k?z e kr-z) + g

(Ces séries seront absolument et uniformément conver-

o : A
gentes, 51—9_ est suffisamment grand, puisque leurs termes

sont respectivement plus petits que ceux des progressions géo-
meétriques

(% neBlattidiaf
Ojt+ 5+ O)+”},

N

0

h, + (il — k) {1 +b§+be(R)2 L }

A chaque racine k! de 1’équation algébrique résultant des
équations (100) correspondra une yaleur K .

La méthode analogue & celle de Murphy est donc démontrée; je 1'al
déja employée dans mon livre 1) ,Eine mechanische Theorie der Reibung
in kontinuierlichen Massen-systemen® pour les cas

n=~0 (Théorie de la gravitation),
n=1 (Théorie du frottement);

nous savons maintenant qu’elle est applicable pour un quelconque pour-

soit assez petit, et la méthode peut dtre immédiatement

vu que

i
généralisée pour un nombre fini de particules.
C’est le résultat que je voulais obtenir.

1) Comp. p. 3.




Rb Teopin 0OGHKHOBEHHHIXD T depeHi-
allbHBIX'> YPaBHEHI MepBaro Mopsika.

&

B. 1I. Epmagosa.

1. TocTaHosKa 3aaaum.

Br XLVIII tomt ,Mathematische Annalen® (crp. 317—364) A. H.
Roprmws pbmaers cabayomyo sazauy:
Cocmasums duddiepeniamoe ypasnenic

Moy 4+ Nox =0 )
HAKs, UMOObL NOAHBIE WHINEIPALS N0 Ypasuenia umnmwas Hopay
G—v)™ @ —v)" ... (p—0 ) =C, (2)

rib mokasarexs i, My -« U0, —UHCIA MOCTOAHHRLA. IIpum sTOMD Iper-

M0Jaraered, 94TO YHUCIO # JaHO, a TakKe IaHA CTEIEHD Gyagmic M n N
OTHOCHTEABHO y. Ilpemmoraraercd, uro M n N cyre whisia (yuRImin ormo-
CHTEIBHO 7.

Bt oroit sagaub mokasaream m , m,, ... , M, MO/KHO CUMTATH JaH- |
HBIMIL; HeHSBBCTHEIME (DYHRIAME OVIyTD Ups Uy, oow U, H KOBQQHIIEATH

PH DASIMTHBIXD  CcTeHeHAXD: y Bb M m N. Onpegbienie wemspherunxs
(DYHELIE OPHBOIMTCA Kb PHUEHID CHCTeMbl O0OBIKHOBEHHLIXD 1 Jaudgeper-
IIAIBHEIXT YpaBHeHii. Ropruws NOKAZALS, U0 OXA MO cucmemvt  Oudg-
depenyiaavioizy ypasneniii scerda Moy ovins HaidewvL NOIHYIE UHINEPATHL
6 nonewnod fopaw. Ceepxs Toro Kopeumbs 1okasars, uto phirenie sazaum
MORETD NPHHEMATH HBCROIBKO DA3INUHEIXT (JOpMB. BB BTOND 3aKI0UACTCH
LIYOOKIH MHTEPeCh MeMyapa Koprmma.
8

AR A P 3



Bp obmens usaomenin Koprmma 1 UATATEIS HE BRICTYHAETE CO Beeil
PeabeHOCTEI0 00N MBICID, KOTOPOIO PYLOBOJICTBOBAICA ABTOPS IPH CBOUXD
n3cab10BaliAXE, M Bb HBKOTOPHIXG OTHOMEHIAXD mscrbioBanie YCIOEHEHO
Goxbe, ubun cabayers.

A. H, Roprums mpesmie Bcero upeimoraraers, uro M m N uepoit
CTeNiens OTHOCHTeIBHO ¥, T. e. phmaers sajauy Ligd TAKOTO ypaBHEHIA

(y-=P) oy + (Qy + R) 0z = 0. (8)

Eme 9itzeps Bb cBouxD HscrbioBaniaxp saMbroas, uro mpOCTON 3a-
whHOI0 mepeMbHEGIXT MOMHO JIOCTHTHYTH TOT0, 4ronl 0puao P=0, ¢=1.
DTH HDOIOKEHIA O0KA3KBAIOTCH HECYIICCTBeHHBIMH LT reopin.  Memgy Ty
epBoe W3h ATHXD Hodoweniil, P= 0, Bp wscabposanin Kopimma DpHBO-
JUTH Bh TAgoll SaBHCHMOCTH ME&kIY HCEOMBIMH (YHKIIAMI o, 5, ... ,7,,
KOTOPAA Lakh OyATO HIPAETH OCHOBHYIO POIb BO BeeMD H3crbioBamin.

B macrogmell crarsh s ikeaao BEISACHETH, RaRAMI  COOGDAeHimMI
pyroBogcTBoBaica A. H. ROpRUHD UpH IPOU3BOLCTBS CBOMXTD HscxbioBamii,
BLIACHUTH 00T TyTh pascyaieHiil, UpH MOMONT KOTOPHIX'S MOKHO II0OCTPOUTD
Beb BhUmcIeHis, IBicTBATEIbHO HPUBOAMINIA Kb HOIHOMY pbmenin sazau.

Taxuws 06pasoMs, cwbio HagbaTbed, UTO MOA CTaThda 001eIYATDL Wi-
TaTelln moHEMamie npexpackaro Memyapa A. H. Roprmna.

Hanmoveno TpeEkie BCETo, UT0 UHCI0 MHOLHTeIeil n BL umarerparb (2)
IPeNIoraraeTcsa JaHHLING, 8 Tak&ke AaHa cremeHb (yHruii M m N orHo-
CHTEILHO Y.

Breay wbroropsid cORpameHHbIA 0003HAUCHIA.

Bripasenic wp mepsoil uacruw ypasHemis (2) g OyAy CORpamicEHO 0003-
HA9aTh Uepest

I (y — vy,

Jorapueis OTH 9TOTO BLIpAEKEHIT OYAETD
wAbg iy —o )+ mplogly-——w Jepol 0 logly—u )
UTO0 COEPalIeHHO s OyiAy 0003HAYATL UYepesb
> mlog (y— o).

TTogo0uEMT 00pazoMs HMEeMT CORPAIICHHRE 0003HATEHIL

S‘ m=m, +m,+ ... +m,
‘r\” m H, : m., : i m,
/ i - -‘I_ - = W, NS WG
bd 7 —1 g == =1




Lo

2. Pbwetie 3apauu BB npocThiiwenms cayqasb.

Mpr mimesns rakoe Ju(pepenllialbHOe YPaBHEHIC, IOIHBIH HHTETPALT
ROTOparo OyAeTs

Iy—v=_C. : (2)
Bsasr aorapmemer orh 00buxn wacreii, moayunMb
3 mlog(y—v)=1log C.

Tuddepernnpysa 570 ypaBHeHie, II0IyYaeMb HCEOMOe IH(deperIialb-
HOEe YpaBHeHie

N\ (0y — v"or)

—=0. (4)

Y=

Octaerca 0cBOOOTHTH 3TO YDaBHEHIe 0TH SHAMEHATEXEH, T4 KAKOBOM
Iban BBOIUMB CIBIyoOUIig 0003HATEHIA

Fi)=@—v)lg —v)... 4 —"1,),

m
g

ﬂ@=F@Z
)

m'
Y

F,()=F () )

Vpasuenie (4), mocab ocBoOomkIenia ore 3HaMeHaTerefl, Ipuyers cak-
IYIOTIYI (Gopiy

F () oy — F, (y) dx = 0. (6)

Iloxusifi mHTErpalt STOTO YpaBHeHIA BhIpamaercsa QopMyron (2).

Cremenn (ynruiii F(y) 1 I'(y) pasua n—1.

Tlosronmy MBI phimmim 3agauy BbL TOMB Cayuah, KOTTa TAHHAA CTEIEHD
(pyurmift M n N pasHa #—1. Bp sroms cayuab ¢yERumim » , v,,...,v,
MPOM3BOIBHGE HCEOMOE Fu(depeniiaisroe ypasuenie omperbigercs Qopay-
10fi (6), mpu wens Fy(y) n Fl(y) ompexbranrcs mo gopmyrans (5). Ho
ecan cremeHb (yHriii M u N Hmske m—1, To pbuienie Hamell sagaun
YCAOKHACTCA. :

==y




— 1116 —

3. MMoxmmenie cTenenu Ha eAuHMLY; nepsoe phiueHie.

Toxomums Teneps, uro cremenp Gyukmiii M m N pasma »—2. Bb
TaKoMb cryuab BB Borpamenin (6) (yBRI F(y) n Fy(y) momxusr bt
ofufaro rbamrexs mepBoft cremeHn: y — p; clbioBaTEIbHO

F](p):07 Fg(l)):()

Ha ocmosamin (popMyrs (5) oTH ypaBHCHIZ MOTYTL ObITh 3avMbHEHED
carb Iy ' :

m
N0, ()

my'

Sl

= 0. (8)

Ypaprenie (8) anddepeHniarbHoe; IIOIHLII MHTEIrpalhb 3TOT0 ypaBHE-
Hig IeTko Momerd OniTh Hafizens. Jug srtofi mwbam ywrommMB ypaBHeHie (7)
Ha dp, a ypaBHeHie (8) Ha 0z H BHIUTEMD; HOIYUHMD

\ ™ (02)—6’1;)_0
e ib oo

Toausifi WHTETpATh HT0TO YPABHCHIA OYIETD

»alog (p—v)=log (7
HIK :
I (p— vy — C. )

Ocraercss Temeps uab ypaBHeHid (7) i (9) ompexbauts p u v, uepess

OCTAIbHLIA (BYHRUIE © , ¥,,...,¢, |, EOTOPBIT OCTATICA MPON3BOIBHBIMIL.

Iocab sroro mexombis (ymemin M u N ouperbagored cabiyomuys 06pa-
30MD = .

F(y

Ny

i .Y
S

Yep

N —

4. TMoummenie cTeneHn Ha eAuHWLY; BTOpoe phiweHie.

Tlonmkemnie crenenn Ha eiuHuny BD QYHEOOXD® M m N MOEeTT OBITH
crbramo eme APyrEMB CI0CO00MB. MEI MOKEMD HANIM BEIMYMHBI 110100paTh
Takb, uTo0n BL QyHROiAXD Fi(y) n Fi(y) [ypasrenid (6)] kosdduuienTs
mpu y"~! o0pamlaluch Bb HY.IH.




e e
Kospumients mpu y™~! 81 I (y) Oyzers > TOXOKINE
Nl (10)
Rosumienrs mpu y*~! 85 F,(y) Oyiern > v’ TOI0RIMD

Z my' =0,

Iloaupi METEIPaIb 3TOr0 ypaBHEeHIA OyAeTd

Dimy = U (11)

Fean pasencrsa (10) m (11) yroBreTBopaoTcsa, To phhiemie mameit
3ajJaun jaercsd ypapHeHieMT (6), T. 6. BDL HACTOAMEMD cIyuab

M=F(y), N=—F(y).

5. loHumenin cTenenu Ha jBa; nepsoe phueHie.

Iloxo®uys Temepp, UTO TaHHAL CTENEHd HCKOMBIXD (ymemili M m N
paBHa 17— 3. Bb rakoms cryuabs Qysruin F(y) n (Fy(y) pousan umbis
00TIiii KBaIpaTHBIT MHOEKHTEIb: (¥ —»)(y—¢q). Bb § 3 OBLI0 TORA3AHO,
UTO ROPHH STOTO MHOKHTELI JOIKHBL YAOBIETBOPATH YPAIHCHIAMD

Y2 __o, dp—o"=0,
St

p—u

Z e . H(g—vyr=C.

qg—v
Ocraercs ush dTHXD ypawwewifi ompepbrmts p, ¢, v, U v, | UTepess
OCTAIBHBIA (DYBEUIM 2, ¥,, ..., 0 ,, KOTOPBIS MOKHO CUHTATh HPOU3BOIb-
ubivi. [ocab Ttakoro ouperbienia ¢ymrmin M u N omperbagoresa cab-
JAVIOHIHIMSD 00pasoMD

S F\(y) e Fy(y)
(=0 =q) WP~

6. lonumenie cTenewn Ha 48a; BTOpOE phuwenie.

[Moa0kNNE ONATH, UTO JAHHAT CTCIEHD -NCKOMBIXD QyHEmii M u N
pasHa #—3. Bb takowb ciyuab, Kawbh crasamo pamblie, QyHRUiE £ (y)
F(y) 10rkEs MBI 001AT0 KBAJPATHATO MHOMHTEIS. MBI Tpegmoiarain,
410 GOPHHE 9TOT0 KBAJPATHALO MHOMKATELS PasinuHbl. Ho MOEETH cayuurhed,
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7. Tonnmexie cTenenu wa jBa; TpeTwe phueHie.

Hokamens cme Tperse pbutemie Tofi e camofi s3ajawm, T. e. MBI
OIATDL IPEANOAATAaeMB, UTO CTHeHh MCKOMBIXDL ¢VHERNiH M m N paBHA
n—3. B § 4 Obuo N0Kasamo, 4TC CTEHEHD (DYHKIL F(y) u Fy(y) MoE-
HO HOHHBHTD HA CJUHEHIY, €CIU KOSQOUUIEHTH IpH "~ BEH STHXD (YHE-
IAXE TPUpPaBHAEMD Hyawo. Bb pesyasrarb moxyuuns ypaBHeHisd '

SMm=0, Sme = C. s DA

Hymno morusuts cremens ¢ymrmiit A n N eme wna egmmumy. Jig
TOM I HYRHO WOA0OPaTh ¥, , v,, ..., o, Tawh, UT00K (YHRIK L (y) n

F,(y) umbam odmifi kopers p. Tlo pokasammoMy BB § 3 molyumvs cab-
IYIONIid YpaBHEHIA

p—mﬁ oy (p—p—=0% (20)

Ocraerca  mozo6paTh  IOEasaTeddm i, , M,,...,MW. U OVERIR
47 27 2 n v
Py ®s €y o0, ¥, TARB, UTOOBL JIOBIGTBOPSLIMCH YETHIPE YpaBHEHiS (19)

(20). TMocak sroro mcrowmist yHEDin omperbidorca mo (opyyIaMs

() , F.(y)
Pt e e o
Vit Y=l
Bo srows phuieniu omars »—2 u3bp QyHEUii v,, o,, ... , ¥, 0CTa-

I0TCA TPOH3BOJIDLHBIMA.

8. MMoHumenie cTeneHu Ha fABa; uyeTsepToe phulenie.

MbI MOKeMD IOHHBHTD CTEMEHb (DYHRILI F(y) m F(y) ma ab egu-
HUTBL, €Cal  Roa((uUIienTs OpH IBYXD BHICHIAXD CTEIEHAXT BTL RamIofl
()YHRIIH IpHpaBHACMD HYIIO,

Roaqpunients mpn y"~! 35 I (y) Gyiers S

Roapumients upu y*—2 BB Toil &e (YHRIIL Gy1eTDh > mpe N o,
HpupaBasgss stH Kod(Q@UIICHTE Yo, MOIYTIMD cIBIVOIIL ypasHenis

Sm=0, -7 N ome=0. (21)

Roadpumients mpm y*~' vn F(y) Oyzern Mme'. 9rors  Koau-
HICHTD 00DANIATCsA BH HYIh HA OCHOBAHIN BTOPOT0 ypaBHeHIZ (21). Roag-













3aBUCUMOCT MEXITY KUHKeNrHOBHIME H
raMMaMOpPOHEIMI @®YHKIIAMA.

B. I. Axerchercraro.

Hoxs Hassamiews ¢yEsuifi Kumkeruma r. Bomewd ') pasynbers (yHi-
uin K (), yIOBIETBOPAIONILT YPABHEHID

K (z+ 1)=2a"" K (2)

upn yeaosin K (1)=1.

yurmiz K (r) copmajaers ¢b Dilaeposoil (yHENiedn I'(x); ¢yHELiL
K (r) Oblla yRasaHa 1 usyderma RUHESIMHOMD; HAYAI0 uzcabposaniii GyHE-
[iff BEICHINXD HOPAIROBT OBLIO T0i0KeH0 IIemepos.

ToMy-ke BOIpOCY NOCBANISHD HEIABHO BHIMeAMNil Memyaps I. Bomona.
Bp nmocabameii raawb apropd MOKASHIBAGTDH CBI3D ME&LY (ymnmiei K (%)
u (ymkuiefi G(xz), cpoiicrBa KoTOPOfi OBLIM H3YYCHBL MHOWO, M CTPOUTD
KIACCH (PYHKH, mpelcraBisomuxs obodmenie Gymrin G (x). HLoBHAIMOMY
r. Bomany me ObLio uswbermo, UT0 QYHRUIT G (r) SBIAETCA MDD npocrbii-
freji mpejcraBuTe bHUIEH (yHRIL, [MO00HHIXs (YHRIIM TaMMa, OCHOBAHIe
TEOPiH KOTOPHIXD OBLIO IO MHOH %) 1 HeIaBHO H3107EH0 Bh HOBOI gopub
r. Bapaecown Bb pAlb MeMyapoBn *).

) Beaupin. ., Sur les fonctions d'ordre supérieur de Kinkelin™.

Mémoires couronnts et mémoires des savants ¢trangers publics par 1'Académie deo
Belgique. T. 59.

2) 0 dyurmiaxs woro0rsxs gyusmin rawa®, CooGmenis Xapsroscraro Mareva-
tuuecraro OGmecrsa. 2 Cep. 1. L

%) Barnes. . The Theory of the G Function®. Quarterly Journal of Mathematics.
Vol. 31 :

Barnes. ,,Genesis of the Double Gamma Function®. Proceedings of the London
Mathematical Seciety. Vol. 31.

Barnes. .The Theory of the Double Gamma Function. Philosophical Transac-
tions of the Royal Soeciety of London. Ser. A. Vol. 196,
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B sroii crarsh g moraspsalo, 4To Teopid RHHReIHHOBHIXD (DyHEUL
HaXOguTCS BDL caMoit Themofi ¢asm ¢ reopiefl ¢yHrmifl, mo100HHIXT (PyHE-
M rayyMa G (2): e YHRNID RHEKeIHHA MOTYTDH OBITh COCTABIGHB H3D
¢GyrEniit &, (x) m oGparmo. To-ike sarmouemie CHpaBelINBO M 1A (YHRI,
00001AIMAXT (PYHELI0 GHx).

HedezpunrepecHo 3aMBTuTs, uTo Bhipakenie HKUHReINHOBHXD (VHRIIH
BD 3aBHCHMOCTH 0TH (YHENIT & () TpedyeTs BO3BLIIEHIS HOCIBAHHXT BT
CTETeHI, MOKA3ATeJH KOTOPBIXD CYTh IHILL PRiOHAILHBLL (PYHKIIL 2, TOI-
Ja RKakb cocraBh (yErmifi fkoow, Tefime, Ammexs, MOAVIBHBIXT SPMUTA 1,
cIrbIoBATEALHO, ABYIEPIOINUCCRAXD LOPA310 HpPONLe: OHH CBOAATCA KD IPO-
U3BEAEHIAMT WIH YACTHHIMD (DYHRIIN MOJ00HBIXD (DYHRIUI TaMMa ').

1. Jludhdiepenyiaannoe ypasnenie neucdy 06yMA NOCAILOOGAMETILIUBIMU ULMM-
MOpPHbIIML  (PYHEULAMIL.

IIpeaie whas UPHCTYHATH KB BRIBOLY BHIHIEYHOMAHYTHIXD 3aBHCHMOCTEI,
A 0CTAHOBIIOCH Ha 0000Iemin HBEOTOPHIXD CBOACTED (DYHEII, T0I00HBIXE
()VHRILII TaMMa, ROTODBIA 1aJblie JTId EPaTRocTH g OyAV HashiBaTh wana-
Jopdinnine.

pocrbiimiii kraces raMMaMOp(HBIXD (YHRIIH Xapakrepusyercs QyHK-
MIOHATBHLING YPABHCHIEM D!

Glt+D)=06 @G (x) (13
HUPH UeMb
G)=T@), G@)=0@).
caB10BaTeIbHO

G x4+ 1)=1I(z) G (). (2)

Brioopn phureniii orpanuunBaeTes CIBIVOMEND YCI0BIEMb.

Taws rars odmee pbiewnie ypapHeuiii (1) ® (2) NOIyuaeTcd yMHO-
meniewn wacrHaro pburenis wa TPOUsBOJIPHYE IIEPIOIHYECKYID (YHREIIO €
ITepioZoMD, PasHBIMND eluunub. 1o, mo oupexbienin, noas (7 (z) MBL pasy-
whews (BYHELi HEe pasiaTaeyylo Ha pbuiemie Toro ke ypasHegia (1) u le-
PiOAHYECEYI0 (YHRIID.

Kpowb roro (ymrmin G () HOTYHHEHBL YCIOBIK:

G()=1.

PascMOTpuNT I0TapHOMAUCCEis TPousBOAHbIA 1hxb-ke (yarmii. ITo-
JORIME LA KPaTROCTH 0003HAYEHIil:

Dlog G (1) — @i (@),  Dlog I'w)=p(x).

1) Chr. MOK0 CTATBIO: Uber eme Classe von Functionen, die der Gammafunction
analog sind~. Berichte der Sachs. Gesellschaft zu Leipzig. Math.-Phys. CL Bd. 6.
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Oyugiin ¢, (r) 85 cmay paseHctss (1) u (2) omperbasores (pyrEIi0-
HAIBHBIMH YPaBHEHRIAMH Taroil (opirbL:

B0+ 1) — g (0)=1f,_(x),

(% - 1) — b, (2) — (@), -

OCHOBHBIMD IPETIOGKEHIEMD BL Teopin TaMMAMOP(HLIXD (PYHRTIH  cay-
FUTH TupPepenniaibuoe ypaBHenie 1):

Dlog G (2~ 1)=u Dlog I'()— (x—=1) -+ Dlog G (1)
ROTOPOE BB HOBBIXDL 0003HAueHIAXT mmbers cabiyomifi Burs:
gz D—riple) —(z—1) #(1). (4)

YCTaHOBUMT COOTBBTCTBeHHOE YpaBHemie IIf (YHKIIE ¢f BHCHILXD
HOPAAEOBD.

Hoxpsystch cumBoaoMs 4 jag 0603HAUCHIA PASHOCTH, BT CHIy pa-
BEHCTBD (3) MBI MOKCMT IIPEICTABHTh YpaBHeHie (4) Tawb:

dgife+ 1) = edep () —(z-—1)- ¢, (1).
3aMBTHBE, UTO -
v A, (x) = ALagh,(0) — (o 1)].
HAXOIHMD, 4T

. Sy ; et i) S
B,z 4 1) —agh @) — o+ 1) — LT TD | gy gy 1 g

Onperbauss mocrograce €', mozarad » = 0, HOIVIAND OKOHUATEIHHO
v e (-2 s
2o+ 1) =i @) — T DI L piy ey ()

Ilepexos 0TS ypaBHewmid (4) kb (5) ecIb He UTO WHOE, Kakh HHTE-
TPApOBaHie Bh KOHEUHBIX'D PABHOCTAX JPABHEHIA (4), M03TOMY, HE IIOBTO-
PAA OXHHXD I THXB-KE DAsCYHTCHIA, MOEKEMb cpasy IOIVUHLTH 0O pe-
3YIBTATD, B3ABD KOHCUHBIH WHTEIpatD (17— 1)-To Iopsaika oTb 00BHXD uac-
Tell YDABHCHIA (4) 1 ONpeIBINBT Kakioe H3b UPOHSBOIBHHIXD OCTOMHIHXD,
BBOJHMBIXD MOCXBI0BATCIBHBING HHTEIPHDPOBAHIENS, Todarad = — (.

Taruys Croco6oME MOTYUHME:

(@ + D=af, @)+ Q@) (4)

1) Cw. ,,0 QYHENIAXE TOTOGHLING (ysEnim ramma“. § 3.






el Qe

 Hcrmounph n3b  aroff cmereMmt ¢f (x~-1),...,0, (z—+n—1)
IOTYIHMB

1

wlf @ +m)=v@41),.. . (e+1—1Dp@+BE  (©)

rib R (x) HOIMHOMD #-0ff creleHH.

Urars, mpoussogras rorapmedMa raMMaMop(uoii (yHENin ecrp aumeii-
Has (YHRIIA 0Th LPOH3BOAHOM aorapuema I'(z) ¢b WhIbIMM palioHalbHBIME
KO3 Ui eHTAMIL.

Bsaprp mTerpaxs orp 00buxe uvacredi ypasmemis (C) BL nperbraxn
orp O 10 @ u sambrupb, uro G (n)=1, BH UMD JeTko YOBIHTBCA CB
IIOMOII[BI0 paBeHcTBa (1), MOIYIHMD :

n!log G (z +n) =

=j @+ 1) ... @+n—1D)px)de+ S R (z)dz. (D)
0

0

TaroBo BhpakeHie 1orapueMa TaMMaMop(HON (YHKIINL BT 3aBHCHMOCTH
0T (DYHRLIH % (x).

3. Buipasicenie  Runreaunosvirs (hynkyiii nocpedenisoits wammamophunizs u
00paImHo.

Ilepeiizens Temepb Kb YCTAHOBICHIID 3aBHCHMOCTH MERTY (YHRITIIME
s 3
K (x) 1 G ().

OcHOBHO® ypaBHeHie, XapakTepHoe I1d HHHEeITHOBHIXH (DYHRIE, MO-
JETH OBITH 3allCAaH0 BDL Taroi opmb:

log K (24 1)—log K (x) — a"logs. ; (6)
Ho ceoficrsy ¢ymruin I'(x) uvbews
A[z®. log I'(w)] = z"log # + Aa™.log I'(x + 1).
Touno ramike mo cpoiicrsy (1) (ymeniii G (), HaXoZuMB
4[4 2*.108 G (x - 1)] = 4 a™.1og T (w 4 1) + A% 1og G (z - 2),
A[Lan 1og G, (x + 2)] = A2 . 10g G (x + 2) + A% og G (= + 3),

0 1l . . . 0 . . . . . . . . . . . ® . . ° . S . . . .

A[ A"z 1og G, (& 4 1)] = A"a* 1ogG, _(x—+n)

9

b At =gl .
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rib
P =x@t1) ... (z+n—1),
a P, P’, ... Cyrb IPOUBBOTHHA OTD i

4. Sasucunocmv Medicdy OCHOGHBLML ROCWOANHBIINU 00D CUCHeMS iyl

Mer Bugbim BB § 1 Rakylo BRHY®0 pOIb UIPAITH  IOCTOSHHBLI
$y(1), Ph,(1)... B Teopin GymEmifi G . ITH HOCTOAHHBIA MOTYTH GHTD
3aMBHeHDI ADYTHMHI CHCTEMAMH, MEK1y HPOTHMT BHIIEYHOMAHYTHIMI HHTE-
IpaIaMu

1
5 log G (x) dz.
0

AHAIOTHYHBIA MOCTOAHHBIE HMBOTH orpoMmoe szauenie 1ig Kirremm-
HOBBIXD (PYHKI. 32 OCHOBHYH CHCTEMY BDL Teopin HKuHECIMHOBHXT (yHE-
niit Dzemeps u Bouswh NpHEEMAKTL NOCTOAHHBLA €,-1, KOTOPHA ouperh-
IA0TCA TAKD:

; At

J log K () da = —é—log W
: :

L TOro, 4TOOBL YCTAHOBHTH CBSA3H MEMLY OOBUMH CHCTEMAMH [0CTO-
SHEBIXD, MBI BLIBEJEND BhIpamenie mpoussoamoli ors log K (x) uan dop-
Myasl (F).

IlocpencTBods IH(PEPEHITIPOBAHIL, TOIYUHMD:

Dlog K (2) =n[z*~'log I'(x) — A" —.1og G (w + 1) + . ..

et At At jop G (r-Fu—1)] {—R“(a&),
r1b

R () = 2p@)— Ao Bz + D) + ... £ (— 1P drargh @), (D)

Boipamenie Bb CKOOKAXD IPEJCTABIAGTE 10g K, (x), cabposareismo

Diog K, (z) =nlog K, _(x)+ R ().
Mag omperbaenia suga Qymrnin R (#) cOCTABUMB PasHOCTH
B @+ 1)—R (x)= AR (#).

Brrumerenie sT0ffi PasHOCTH BB CHIY PaBeHCTBD (3) 1aeTsh

Al (zy— 2"
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Hasopess upest B (x) MOIHHOMD BepHyLIN, HAINCAHHHI BB Takoi

gopumb, uTO
Bl L) g = T

Yepess camueHie dTHXH Pe3yIbTaToBh, HAXOIUMD
B (o) =B, 4, (8)

r1b A, TMOCTOAHHOC.
Otciofa, mojaraf x =0 1 3aMBTHEB, YT0 B (0)=0, D0IyIMb

4 =R (0).
Tra onpeybreniz R, (0) H3D (OPMYILL (7) Heo0X0IHMO HAIIOMHUTH, UTO
0 ecTh MOMICTH (PYHRUIM w(x), MpHULMDH U3D (D YHEUiOHATBHATO YPABHEHIA

1

¢(17+1)—‘¢(W)ZE'

HEeIOCPEeICTBEHHO CIBayers, uT0
[zp(®)],_,=—1.
Beabersie aroro pasemerso (7) TaeTd OpH 7 > 1
A== A0 (L) L A0 f(2)— ... F (1) A0 (). 9
Bb cayuab me n=1, NOIyIHND
Ay e ) (10)

3w cooTHomenifi (3) scHo, uT0 A, UPEICTABIACTDH anHefEyo QyHE-

mo mocromEEEXD (1), B0, .. .. P,1). .
Ompenbiuss cocraph MOCTOSHHBIXD A, MB MOKEMDH OCTAHOBHTHCS HA

carbIyomeNs BLpPaReHin npoussojuoit log K (#):
Dlog K (2) = nlog K, () B,(#) S (11)

Obpamanch Kb MeMyapy DomsHa Ha cTp. 20 MbL HAXOLMND carbaymo-
HYI0 3aBHCHMOCTD:

€T

: 2 1 n
log K (x) =n S : log K _ () dx - - B, +r(“"') ol log @,—1.
OTkyla 4upesh JHUPpQepeHupoBamic HaX0AMMB .

log K (z)=nlog K, (%)t % B;1+,(x) - glog Op—1-




s e
WNwba Bp BHLY, 9T0 10 CBOIicTBY DepHyLiieBHIXT (yHRMiil

B;q,..}.l(x) = Bn(!l/) + B;H_l(o) 9
HOLYIHMD

Dlog K () =nlog K _ (x)+ B, (x) + %B;L+](O) — g log @, ;.

CpasHuBasg 185 Qopyul mpouspogroil log K (x), HAXOIMMD

s n
'Au S %Bﬁl'{-l(o)-—;]ﬂg Dt (12)

<1

3anbravs elme, 4T0 mojaragd z= 1, IIOIYYUM'D

A —Dlog K (1).

5. Bupasrenie dynruiii, obotuaoumrs Gynnuiin G(x), nocpeicmeoms -
mamopginias w o0pammo.

Ooparmyied EL oGo0merino gyrsuin G () = G(x), fTauzoMy r. HomsHOM.
3aMbTUBD COOTHOIIEHIEe

Je i Tre=ty
G (=) —-Wa

Bomus cocTaBigers Takid (yHRIM,
el
J (%) = —K“—l@
W)

Ouwesnggo, uT0 J () TOHIECTBEHEO ¢b (%), HO OCTANBHBIA (YHEIIN
J () CyTh HOBELT (YHRILIM.

W35 storo ompexbaenia mo csoficrey KEHReIMHOBRIXD (YHENMiE cab-
IyeTh, UTo

| b e
Jn(x—[— 1) _— Ixn_l(a:) J—“(!L’)

n

Uro0H 0GHADYHATH BHpamenie (YHEMI J, (#) Upess TOCPEJCTBO TadM-
MAMOP(OHBIXD (PYHRINH, TOTapHeMHPYEMT IIPEIBAYIee PaBeHCTBO; HLOIYUNMB!:

log J"(x + 1) —log Jn(.fﬂ) = log Ifn__l(x) ;
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Cabposareasno, log o (x) npescTaBaseTs KOHEUHLNT HHTETPaIb 0T
log K - ().

IlpnunMasg Bo BHHMAHIe, UTO IO J0KA3aHHOMY HMBEMD
log K (&)=
— =1 log I'(z) i log G.(z - 1)+
s e Gl 1) A e Gn_lr(cc +n—1),

Ypessb HOHEYHOE HH’I‘EI‘pHpOBHHie7 IIpuiarasg clipaBa MeTOl1D I/IHTBI‘})&U,‘.LI/I 110
JacTAMDB, HaXOIHMb:

log J (z) =
=a"llog G (z)—2 da" ' log G (2 + 1) 4
= Sl LlooG (o E 0= Ay T vt Nlop G (e -ba 11 (G
Orryra crbryers, wro oGparEo

wlloo G (0w 1 =1 logG (z)—F legl{a)- .

n--1
B g ()
(m— 1)1 = :

r1b
. —— // < ¥ i 4
b —win Lo pn )
6. Buipaoicenie wunxv-oice  Gynruiti  NOCPeOcHICoMs  KPAMHAW0  UHMEYPATH
oms aowapuena Gyuryiu G,(x).

Pasencrso ((+) gaers soipamenie logJ (x) BL 3aBHCHMOCTH OTD CHCTE-
ubl gymemii G, G,, ..., G ; MOEEO DOKasaTh, 4r0 o (vr) BaBHCHTH HC-
RINTATEIBHO OTTH TEpBOI u3bh Huxb (O (7).

Ilpessie Beero »10 o0Hapymumsacres Mg oJ,. Ioxarag Bb popuyrh
(@) m==2, HAXOIUMD

log J (%) = xlog G () — 2 log Gg(x +1).

IToxarag e BB Qopuyrb (B) Tome # =2, TOIYUUME:

2log G(% + 1) =zlog G () — ( log G (%) dv + j Q,(z) dx.
0] 0

o




co i s

Upess cpaBHeHie ATHXT IBYXT TORKIECTBL HMBEMT
/30

IOng_g(w)z \ log GJ(:L’)CZ:E———S‘ Q,(x) dz .
Jo

< 0

JNast 00o0uIeHis 9T0T0 BHBOIA, Hafilednh CHAvUala BHPAKEHie IPOM3-
BOJHON 015 log o ().
W3p gopuyast () maxoguws:

Dlogd (z) =
=@n-—1)[z"2log G,(x) —2dx"2log G,(x + 1) + ...

Al el (O U B gt et SRR R S R ST
I
S'L(’L) —

=g ) ddat U le 1) (T el dn g (b1
CocTaBmBb PasHOCTh OTH S (%), HAXOINME | 1
S, (@4 1) — 8, @)= |
— Iy (a)— A1 f (@ 1)+ .- (— D A= g (b 1), |

CpaBHHBag OpaBylo yacth ¢L (opyMyroil (7) M TpUHEMAA BO BHUMA-
Hie PaBeHcTBO (8), IOLYYHMB
S e
Sn(az i 1) ;Sﬂ(.’!;) = l_i’n_l(x) + An—-l -
Taws rars B, (#) ecrb MOIHHOMD (7 — 1)-ofi cremenir, 10 S () 0y-

1eTh LOIHHOMDB #-0f CTEHCHH, BBIpAMKCHIE KOTOPATO HE TPYAHO HAfiTm.
Bp camomt nbab, usn TomzecTsa

Ol —alb. (pE1)—Bb_ (5]
cabayers, 9TO

Sn (CC) = (1" A 1) Buw1 (.1‘) goe Bﬂ (J}) 7{_ ‘An—lx o Sn(o) :

Ilocrognmoe S (0) moayuaercs Oesh 3aTPyIHEHI M35 HepBOHAYALb-
HATO BBIpakeHia S (), IPHHABL BO BHIMaHie, UTO

[, @ eo =1




e [

Boigecrnps 910 00CTOATEABCTBO, HMbeMD
Dlogd (a)=(n—1)J, () 5,(=).
Orcrona, auddepertupys (n — 2) pasa, HOIYIHMD
Dr1l0g T (2) = (n— 1) D*2J._ (2) - F¥(z)

=)

ras [72(x) MOAMHOND 2-ff CTEIEHI.
Bawbuaa Be mpeisriymei gopmyrs » upesy n—1, n—2,...,2,
MOIYUAMD PAID AHATIOTHUHBIXG DABEHCTBD

Pretloe I (fy=(n—2) D*Flogd, ()= HE ()
- Dlogd,(x) =log G(x) + Fg(sc).
CabgoBareabHo, TyTeMD HCKIOUYEHIS HOTYUHMD:
Dr—tlog J (a) = (n— 1) !log G ()~ F*(x),

rrb F2(x) — OMATH IOIMHOMD BTOPOil CTEIEHH.

IMarerpupys 910 paBeHcTBO (— 1) pasth BD nperbiaxs 015 O 10 2,
HAXOTUMD: ;
logd, (x) = (n—1)! S S gy S log @, (z) da"—t 4 Frt'(z). )
0

0e¢ 0

WMrawn, 10TapHemMs o/, () OTIAYAETCS 0T HHTETPALa (n—1)-1i KpaTHOCTH
ors log G(#) Ha mOXMHOMD (1~ 1)-0fi CTeMEHIL

7. Od6oduente.

Crpoenie (ymEIioHATPHATO YpaBHeHid KHHECIMHOBHIXH (PYHKIIR YRa-
3HIBAETH HA BOSMOKHOCTH PAsHOOODPASHBIXDG 0000MmeHill; Hanpunbps, BEpake-
Hie KamI0i u3® (PyHRIINT F’N(x), VI0BICTBOPAIOIUXTD OJIHOMY H3D ypaBHeHIH

F (@ + 1) = G9'(x). F, (@)
F(e+ 1) = K*'(2). F,(@)
F(e+1)= J"@).F,@)

MO:eTH OLITh HAIIeHO TPieMoME, YEa3aHHBING BEIIIE.
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Jlorapuents RaELofl 13D TAaKHXD ¢yuruiit F (r) npeicrasigaers JHNHEeI-
Hy©O (YVHEIIO JI0TaproMOBbh TAMMaMOP(HBIXD (BYHEII Cb hapiMu panioHalb-
HBIMI K03 (UIIEHTAMI.

Bproops I0Ka3aTeId Bb (opyab 2" He CYNIECTBEHCH'D: TpejIpLIylee 3a-
LIOueHie 0CTAeTCH HeHsMBHHBINTG, €CIH IPHMEND MOKA3areledMb Rakylo
yroguo 1bayo pamioHalIbHYIO (gyHELNi0 @; M09TOMY KD TOM-E KaTeropin o1-
mocutes QyHrnia F (%), onpebageMas YPaBHEHIEMb:

F(x4+1)= 7@ G @(x). ](;“g(w) - J;g(m) F ().

b 7y, 7y, ¥y, ¥y CYTh WHINLA PAmiOHATIBHELL (pymEmin .
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REMARQUES RELATIVES AUX FORMULES
SOMMATOIRES D’EULER ET DE BOOL

PAR
W. Stekloff.

L. On sait beaucoup de démonstrations simples de la formule
sommatoire d’'Euler. Néanmoins je me permets de publier quelques
remarques relatives & cette formule, ainsi qu’ & la formule analogue de
M. Bool, qui me semblent non dénuées d'intérét au point de vue didac-
tique.

Je vais attirer l'attention sur ce fait qu'on peut déduire les formu-
les en question, ainsi qu'étudier les propriétés fondamentales des polyno-
mes qui s’y rattachent, par un procédé uniforme et tros élégant, en par-
tant d'une formule élémentaire, qu'on peut considérer en méme temps
comme une formule sommatoire générale contenant comme des cas tres
particuliers celles d’Euler et de Bool.

R. Soient f(z) et g(x) deux fonctions de la variable réelle = admet-
tant les dérivées de n premiers ordres dans un intervalle quelconque
(a,.b). ‘

Désignons par g®(—z) la dérivée d'ordre % de g(z), olt I'on rem-
place z par —x.

Faisant dans l'identité

Y i 5 = D A d : : 5
g e P gle b g sl Ol C ot )
successivement k= 1, 2,3,...,n et additionnant, on trouve

S | I N\ |
f(”)(\;l') g~ ZI‘} s ]((J.‘) g(il)( 5() ie _[;_T z ﬂk—rl)(x) g(n— fr)(_ )
k=1



Ty

—

e

d’oli, en intégrant entre les limites @ et b, on tire, aprés une reéduction
simple,

f®) 57 (=) — fl) g (— ) =

b n
— | @)~y do— Y [9(0) g0 (—a)— = (B g5 (—-a)] 4
=2
b
—= ( O (x) g(— z)dz. (1)

C'est la formule de Kronecker. - i
3. Posons b=a -+ h, et

On aura

R n—rk =
g(n—lc) (_ Q,) ey Lhﬂzl—?k qj(n—lf) (g) < T ey :

1’égalité (1) devient
fla—+h) p=1(1) — fla) p*=V(0) =

a-t+

A oo

o

+ ) (DB [0 (B R (1)~ ) g0B(0)] +
k=2

1

Sl Yfm)(af —h2) g(z)dz, (2)

lO}
car
a-++h x
~

j 12 (z) (f( i )d%_kjf(”)(a,-}-hz)gﬁ(\z')dz.

a ) 0
Remplacant dans (2) @ par a -+ jh, j étant un entier, faisant en-

suite successivement j=0,1, 2,...,m et additionnant les résultats, on
trouve, apres des réductions simples,




== ilas—

: [9=D(1) — g~ D(0)] Y, fla 4 j) =

1\ C J : z—a-—jh
] ()
JZJ f) g ( - )dx+

a+jh

2L Z (— 1)k b -1 [f(k—l)(b) @@=k () — f‘(]c—})((L) (p(”‘k)(l)] s (3)

‘ E=1
) (= DU fglen (1) — =B ()] Y (a4 )+
=2 j=0
1 m—1
hirl 1)»-4117,1@5(,0@ Z £ (a + jh -1 he)de.
j=0

0

C’est la formule sommatoire générale, analogue & celle de M. Kro-
pecker: 1).

4. Considérons le cas le plus simple, ot ¢(2) est un polynome de
degré n.

I1 est évident que la formule (3) se réduira & celle d'Euler, si
nous déterminerons le polynome ¢(z2) a l'aide des conditions

pOB() = gr=D0). =23, (1)

La formule (3) se réduira & celle de Bool, si nous supposons que
le polynome @(2) satisfasse aux conditions

(p(”_"')(\’l) e ¢(Jz—7~‘)(()) =0 (k=1 assl ohin) (5)

A

Nous considérons, dans ce qui va suivre, ces deux cas les plus
intéressants, sans traiter la question générale.

5. Supposons d’abord que ¢@(z) satisfasse aux conditions (4).

Posons, pour simplifier I’écriture,

¢(0)y=24_, U=t =— A, (F=0,1,2,.00,n—1) (6)

1) Comparer L. Kronecker: ..Vorlesungen iber die Theorie der einfachen und der
vielfachen Imtegrale®. Leipzig. 1894, p. 148.
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On a
m-B()—A Lz A S 4 L gk = B 4y (1)
MRUEee Cn e T e e (k—1)! kU
(k=0,1,2/ ..., %)
En posant z=—1, on trouve, en vertu de (4),
AI.'—Q ' | Al Ao = 8
—1+T+..'T(k_1ﬁ+7ﬁ_ U ()

k=2,8,.,1)

Ces n— 1 équations déterminent successivement les rapports

A
J. (=1 , Ln=1)
Les coefficients 4, et A restent indéterminés.
Nous posons, pour plus de simplicite,
A;:O, 4:40=1. (9)
Nous obtiendrons ainsi le polynome
4, o An_a_L i .
et R S m—1 sn—2 & &4
el n' + (n-—l)?—!_ m—2)1 s e i n—12{10)
A, étant des constantes, définies par les équations (8), ou il faut

poser 4,=1.

En prennant pour n les valeurs entieres & partir de n=2,3,...,
nous obtiendrons une suite de polynomes de degré 2, 3, ... qu'on appelle
polynomes de Bernoulls.

6. Désignons maintenant le polynome de Bernoulli de degré = par
9,(2).

En tenant compte de (10) et (4), on trouve immeédiatement

9. (O =10(1)=—0. : (1D

Posons dans 1'équation

(n—k) A’f 1
P, (1—7) A_Zli i

Ay 2 1 ‘k‘-~1 i1 ¢ ]___)( )_l_ (— 1) 5
e e e S

+ 2

et dans (7) £=2,




F e
;z
z
!
2
s
|
On aura
g n—-=2 n— ] N —
»; GO = Ay ted + 57, GO0 —)=d,— gD + I,
| d’ott . A5
}1 9 2@ — gl P (1 —a) =24, + gr-D(1)].
Or, T'équation (7) donne, pour k=1, g1,
gy =a L1, (12)
On a done, en vertu de (8) (pour %= 205
A+ (1) =24, + 1=0, (13)
¢'est-a-dire
90N — gt—2(1 —2)=0.
On tire de la, en intégrant,
¢®=3(5) L =¥ (1 — 2) = Const. — 24,
() — gl 9 (1 — ) = 24,2 Const. — 24,2,
d’ou I'on conclut, en posant ¢ =1,
A3 =)=
Par conséquent,
gEN == lelb 5y PR = 8 e
Supposons que cette égalité soit exacte pour une valeur quelconque
paire de k; montrons qu'elle le sera aussi pour E+1 et k2.
De l'égalité (14) on tire, en intéerant,
PN F (1ol N — =2,
QD(" —i—2) ( )T (__ 1)7-[-1 go(n L—Q)(l 2) _— 2Ak+]
Il s’ensuit que
| Ak—i-l =)
4
‘ Or I'équation (14) est exacte pour 7.-_—_2, elle reste donc exacte
‘ pour toutes les valeurs de l’indice k=2, 3, 4 G
|
!
:




s P

On a en méme temps
=0 pour A impair. (15)
Posant k==, on trouve
¢, &)+ (—1)>"e, 1—2)=0,

d'ott 'on conclut que
1 ! :
e = pour 7 impair.

7. Remplacons maintenant dans (3) ¢ par P,
On a

1 G

Xj i gpg’l’)( ) h*\yi‘(i)(h, b=a-+mh,

i=0aljh :

car dans le cas considérs

Z—d —h
G e e s i
goﬂ ( h ) 1 .

et la formule (3) devient, en vertu de (4), (6), (12) et (13),
m b
Y fa+ Jh)——j fla) da 4 3 [F®) + Fla)] -

=0 -

- Y B A [ — D ()] 4
k=2

1 m—1
—(—1)n-1hr V (2) Z @ (@ —+jh 4 hz)dz,
0
ol nous avons supprimé, eu égard & (15), le facteur (— 1)* dans la somme
] te) 7}
du second membre.
Cest la formule d’Euler sous sa forme usuelle.
8. Pour achever l'é¢tude, il ne reste qu'a réduire 1'expression
1 m

R, =(— 1) 75 9,() ), Foa b (- 2)] de,

§=0
b 3
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aux formes usuelles, dues par Poisson, Ostrogradsky (Malmsten), Jacobi,

‘ Schltmilch ete. :

Je renverrai, pour la démonstration, & 1'Ouvrage de M. A. Markoff:
,Calcul des différences finies* (St. Pétersbourg, Partie 1I, 1891, p.p.
25—27) et aux Mémoires connus de M. Imchenetsky (Annales de 1'Uni-
versité de Kasan, 1870) et de M. Sonin (Annales de I'Ecole Normale,
3 seérie, T. VI, 1889), ou le lecteur trouvera la solution compléte et la
plus élegante du probleme en question.

9. Passons maintenant & l'étude des polynomes veérifiant les con-
ditions (5).

: Je désignerai des & présent un tel polynome par @(z) et je poserai

. w=0(0) = e (F=1,2,...,n) (16)
’ na
() (,/u) — C"—] _l_ ~2 C]‘"‘z + + k=1 m__01%+2k & (] 7)
NI S s k1

@’ou, en vérifiant les conditions (5), on tire

e = c ;
20k+‘#+“;f2+---+m—[—ﬁ*:o- (18) <

(k=1 000 s Ty

On obtient ainsi le systtme de # équations linéaires qui permettent
de calculer successivement les rapports des constantes C’k(kzl, P i
4 la constante C, qui reste indéterminée.

Posant, pour plus de simplicité, C, =1, nous obtiendrons le polynome
w(2) de degré =, complétement déterminé et satisfaisant aux conditions (OF

Faisant successivement » = 1 » 2, 3, ..., Nous construirons une suite
de polynomus de degré 1,2,3,..., que nous désignerons, d’une manitre
générale, par wAd) (m=1,2.3, ..

B Cos L p2 G2 =L |- g1 ~*—q Pl (19)
p Hle i el e m—1D1 ' nl”
Cuk=1,2,...,n) 6tant des constantes completement déterminées par

les équations (18), ou il faut poser C,=1.

10. Posons dans I'équation [voir les nolations (16) et les équa-
tions (5)]
— R
G G s e &
i e x+€2 l —__.'_:_(_1()L—I’3A—IL1*___(_1)7c__

| ‘ 11 9] STy k!
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et dams (17) k=2 il viendra
2 £ e
by Gy
e C 52
__Q/)n (1—3‘)—02 le——z!’

d’ou l'on tire
$=e) — Pl (1 —2) =20,
Posant 2=—1, on.irouve, en tenant comple de (5),
A
De T'égalité précédente on tire, en intégrant,

2p=—{onsl.—" .

e ey 2
wm=4(z) — p"=9(1 —2) = Const. =2 C,.,
d’ott I'on conclut, en posant z=1,

L =0,
O o doue

p-Hg =D Tl — g =0 pour k=2, 3,4. (20)

En répétant les raisonnements du no 6, on s'assure aisément que

cette 6galité a lieu pour toutes les valeurs de £=2,3,...,%.
Tl est évident aussi qu’elle reste vraie et pour k=1.
On a en méme temps
L =0 pour £ pair. (21)

11. Posons dans (20) k=mn; on trouve

B 17"y (1 —2) =0,

d’ott I'on conclut que

1 . : 2
v, (2):0 si » est impair.

Si » est pair, on aura, eu égard & (21),

O (J'n_Q . C o

Sy, T I S 1
g =r-to A

= m—1)1 "




= dd —
d'oli, en tenant compte de (3), on tire
Ol ==mp (1)e=10 pour » pair. (22)

12. L'égalité (19) donne

5 . O C ~h—1
e = L e e N
e wa T T e e s e

On a donc toujours, quel que soit l'indice 7,
v D=wn, (2. (23)

Soit 7 un nombre pair, soit «, le nombre de racines de p, (2) &
I'intérieur de I'intervalle (0, 1).
Le nombre de racines de #/ (2) sera au moins égal & a,—-1; cel-
! e 3 Aoal 2 ar .
les de w, (¢) 'au moins égal & a, [en vertu de (22)].
Or, on a, en tenant compte de (23),

v, @=p _  (@=n, (2, (24)

d’ott l'on conclut que

I
i

497 S. Gp—2 é Uy—2 é G
Mais . =0 car

¥ gle =l
wE(S) = (—2——_) :

Il g’ensuit que le polynome @ (2) me change pas son signe dans
Vintervalle (0, 1), si n est un nombre pair.

Supposons maintenant que » soit impair. :

L'égalité (23) montre que ¢/(2) ne change pas son signe dans
Pintervalle (0, 1).

I s'ensuit que le polynome p (2) wadmet qu'une seule racine réelle
a Vintériewr de Uintervalle (0, 1), si n est impair.

13. Posons n=2m. L'égalité (23) donne, si I'on y remplace n par
2m -1,
1
, = P =
¢2’71+1 (‘1) o w?m—l—l (O) S 202;12+! == y)Etu (5) dﬁ. (2;»))
0
On voit que le signe de w, (2) est contraire a celui de la con-

1
stante C,, ..




Sl

D’autre part, on a, eu égard & (24) et (22),

1

1
J me (2’) me—Z (Z) d‘g — j ?/):Em (3) w;m (2) d:, S
0

()
I

e J [, ()P dz < 0.

0

Il sensuit que w, (2) et Pom_o(2) ont des signes contraires dans
I'intervalle (0, 1).

Il en est de méme, par conséquent, des constantes G Cory
Unit — ———}; < 0. On a donc
(___ 1)m C-2m+l =) ; (25;)

En remarquant quen vertu de (25)

1

Sﬂ(_l)m—‘l w,?m (Z) CZZ == (—_ 1)m 202)»1—]—1 > 0 7

on trouve
1"ty (2= 0 poutl < 2 1. (25,)

Telles sont les propriétés fondamentales des polynomes w,_ (2)
(n=1,2,...). analogues, comme l'on voit, & ceux de Bernoulli.

14. Si nous remplagons maintenant dans ( 3) la fonction ¢ par
»,(2), nous obtiendrons la formule sommatoire de Boole 1)

m b
Z f((t —:—Jh) = Tllj f(z) dx +
J=0 =

,]_ Z (_l)khk—,l [ﬂk«-l) (b) _:_ f(k—l)(a)] Ck =y Z (___ 1)1: Ji—1 Ck Z fkk—l)(a+j]%)+
k=1 J=0

( =1
m—1

| 1
| - —=(—1)=1jn (gpn (2) Z (e -jh + he) de. (26)
'-)I j:()

0

| 1) Nous posons, comme dans le n° 7. b=a 4+ mh.
10




— 146 —

Posons, pour plus de simplicité, m = 1; il viendra

ath 7
| feyae= Y RO @I+ @
[ k=1 ;
G D L V w_ ()" (a - h2)dz. £27)

Soit # un nombre pair (n=2k). On a

1

B, = W* S Fe (a - hz) v, (2)de.

Remarquant que w,, () ne change pas son signe dans l'intervalle
q que »,, g€ I £
(0, 1), on trouve, en tenant compte de (23), (16) et (5],

I

R, = W fC¥ (a—+hd) g Wy (2) d2

%
0

— 9RH FOB (a - 19) C

2417

ol % < I
On aura de méme dans le cas général, ou m est un entier quel-
conque [formule (26)],

1 b1
L b S P (2) Z £@ (a—jh + ha) de =
0 j=0

- om—1

gk Cz;.-+1 Z e (@ + gh + hd) ,
7=0

d’ou, en désignant par g un nombre, compris entre le minimum et le
maximum de f@(x) dans U'intervalle de @ & b, on trouve

I

= dmuh? C,

2 21"

Tl est aisé de trouver dautres expressions du reste de la formule
(26), analogues & celles dans la formule d’Euler, mais nous n'insistons
pas sur ce point.
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15. Revenons aux polynomes # (#) et aux nombres C,.

Remarquons tout d’abord que le caleul successif des nombres C, , &
I'aide des équations fondamentales (18), ne présente pas des grandes
difficultés.

On trouve, par exemple,

1 1 1
S il
(28)
17 94 o aang 5461
i L S~

Ces constantes étant connues, on obtient les expressions suivantes
pour 8 premiers de polynomes # (2):

26—1 1
V’;(z): 9 7 w2(5)=ﬁ(22_—z)7

1
w,(2) = 1 (1—62%4 427%),

1 ;
¢4 < 25(2—223—{—54),
¢%@)==§15(~—14—5f-—5z4+-2&), (28,)

- ' -
P (2) = a(—S: + 523-—3251-28),

p,(2) = a(l? — 8422 702t — 2828 1-827),
D%

pe(2) = % (172-—2823 4 1425 — 427 - 25).
16. Appliquons maintenant la formule de Taylor & la fonction

s (L

On {rouve, en tenant compte de (16) et (5),

7 (l—l—?)—~0—70"’_1—720"_2—— o i
Do e i e WSS e o gl
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d’ott Lon tire, eu égard a (19),
w49 +p,@O=2,
(283)
PR 1+ 2) :
p0+5F v, 0 +a=2 02 ’

Ces égalités donnent

¢ 2
wn(‘g + 5) — 2.1)” 5) — m [(1 + 3)71 e s ~n] ,

e
G+ —p,C+ )= B+ —@+2],

. : 2 : :
B, @&+ — v, (%~ 2+ = [+~ — G+ =2,

1

d'ou

s=j
. 2
8=}

Supposons d’'abord que # S0it pair:

= 2n n=1,2,8, ...

et posons 2=0.
On trouve, en se rappelant que , (0)=0,

om.!

—_2_ Yo (QJ) ==

St 12::: ST O?m + 3-2:1: s 29;71 ﬁ]# 5‘2)11 g 42m + o + (2,] ek 1‘)'}»1___(2]'__2)'2;“ : (1(3))
Les polynomes #, (#) fournissent donc un moyen de sommation des
sommes algébriques de la forme

1‘21n ot Oi).m el 3‘2m e 22/;& i 5'1;11 Gk _l'lm ahIs S, (2/ i 1)2;11 iy (2,} {32 2)21;1 :




On a, par exemple, en vertu de (28)),

B—01L3— 90 L L1 (G — 2=,
P08 p- 38— 20| 4 (9 — 1)t — (9 — D)t =) — P |81,
10— 0850 —98f ., 4 (Z— 1) —(F—2)—
= 32" — 48+ 20/5—3j,
18— 08| 88981 (91— (9—2)
= 17j— 112j8 - 22455 — 25657 - 128;¢.
Posons, pour exemple, dans la dernitre de ces égalités, j = 10.

On frouve aisément

18—0%--38 — 98158 48 1 = k0P A RE— JOS0T 08I0

|
17. Transformons maintenant 1'égalité (#) de la manitre suivante:

Im !

5 wgm(gj) — l‘Em + Q‘ZJn_{_ 3'2m _{_ 4?»@ J\__ o + (ZJ AT 2)2»: __I_ (2']_ 1)2#1 i

A2 FeC) [22»7& + 421}1 _L_ 62;)1 + s _I_ (QJ e 2)‘2m] Bt
= 12m + 92m + 32m + vy _:_ (2,]’_ I)Qm O
— 921 [12111 + 92 + 32m + Hv e _: (] ey 1)2:11] !

Soient p et ¢ deux nombres entiers quelconques.
On sait que

fEtdeae PR anet o (g <l —1jle {g),

¢,(g) désignant, comme précédemment, le polynome de Bernoulli de dégré p.
Moyennant cette égalité, on trouve

wElu(QD P w?nz—}-l(zj) e ‘7”2,,,_{_1(]') b

1o [

I'égalité ayant lieu quel que soit le nombre entier j.
On en déduit 'identité suivante

1 . = :
5' anz(QZ) e »¢2m-{—1(22) sl 5021114,—1 (3) 2 O’)

ayant lieu pour toutes les valeurs de la variable z et pour toutes les
valeurs de Vindice m=1,"2, '3

P




=150 ==

De cette identité on tire immédiatement les relations suivantes entre
les nombres G, , et 4, , coefficients des polynomes de Bernoulli:

C

2m—1

=21 —22") 4, (d)

Désignant par B, les-nombres de Bernoulli et en se rappelant que

S (_ 1)1)1 = Bm
2m!’
on trouve
(_ 1)m 2 (22m_ 1)
OEm——l = Qm y ‘Bm 9 (dl )
ou encore
O (__ l)m
om—1 22)7z—l (2’"@ i 1)1 m’
ol

22»1(22;9: AL 1)

_ =1.2.8:.0)
m I m

sont des nombres entiers, qui se rencontrent dang le développement bien
connu
.TZm -1

i l
‘[ang(v—l)lly ] )31_¢— _{— m]W

18. Posons maintenant dans («)

w=2m—1, = —
On trouve

2 ———1
(m ) [lp’nl l("'j) :Zm-l]:

|

2l gl lopgtaal om0 Loy et (00 opmel
De cette égaﬁté générale on tire, en égard & (28))),

1 —043—244-—-3+...+@—1) —(@—2 —j,

13— 03485 —28 4L 43— 33 L (95— 18— (2 —2P8=43—3,

S PL AF b s R L P i aas
— 5" — 20/ | 163,
aATE e e e S e e e e |

— 6457 — 112j8 + 7054 — 21/2.
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Posons, par exemple, dans la 3-"° de ces équations j=10.
On ftrouve aisément

15— (5 L 3095 55 45.L . L 108185 — 1400500.

19. De I'égalité (d) on tire, en répétant les raisonnements du n® 17,

[l/)')m 1("“") 2m l] q))m( 22“'@2"1(3).
On peut donc écrire, eu égard & (y),

il
5[0, — Cl=9,,020— g, (). ©

Cette égalité a heu toujours, quel que soit le nombre entier », car
C, =0 pour » pair.

20. Les formules (26) et (27) ont une grande analogie avec la for-
mule classique d’Buler (Mac-Laurin) et peuvent avoir, comme celle-ci,
des diverses applications intéressantes dont jindiquerai quelques-unes
dans ce qui va suivre.

Posons dans (26)

flwr) = am=1 | a=0, h=1, b=n—1,

m et n étant des nombres entiers.
Remarquant que

fE-Ng)=m—1)(m—2).....(m—Ek-+1)zm",
1l (AP =sle,, (@),

951, (1) étant le polynome de Bernoulli, et que C, =0, si kestun nom
bre pair, on peut écrire

(=1
ey R e oo
(m—1)! g (n) -

m—1
-— Z Cm—1)(m—2)..... m—Ek+Dm—1y*—2C (m—1)1 4+

h=l, %

+ 2(m— 1)! Z C, P p @) + 2 C u(m—1)!=
k=2 e

= (m— 1! {u i (m — A)! Gt Z Lo (’n)}

k=%




|
=g
Par suite,
(n e 1)m m Ck : 1)
) — e i ni—k ) ) a
L= = ) e e ooy e
k=1 k=2
ol I'on a posé S |
2z —1
go] (Z) Seie e 9 %
Or on a, eu égard aux propriétés des polynomes 1w, (2) et des
nombres € , :
0 O C };7)1
) 1 I z _._.O.__JW,EZ___”};QZQ_._.____[_‘* m—1 _|
ull2) g 91 e A m
d'ot T'on tire, en posant 2 —mn—1,
— (}Z R 1>m \ C‘If m—k
) = T Z (m— k)! il
k=1 ]
Par conséquent, |
|
m !
|
9o =1,00+2 ¥ Co, .. (1) «
E==0,
ou |
i E
Pu) +2 Y G,y () =0, 3
k=1 ‘
j |
puisque 20, = — 1. |
|
Il en résulte l'identité suivante (
n ‘
?/)m(z) —{_ 2 Z qujn—k-H (2) =0’ ‘

=1

ayant lieu pour toutes les valeurs de la variable z.

On trouve donc les relations suivantes entre les polynomes p,,(2)
et les polynomes ¢ (z) de Bernoulli:

wm (2) —[— 201 gpm (:) + 203@?“2—2(\‘2) —i_ 20{) @"1_4(5) + s + Qcmgﬁl (2) =0 2



— e

81 est impair,
wm (Z) + 2(jl qlm (2) T‘ 203 q‘/m—i (,2’) JT 205 (p);z—4(~2) + an sl + 2 q}t—l (pi’. (5) =t 2

8i m est pair.

Remplacons dans (¢) 22 par z, » par m. On aura
Ly =g, @—2+g (2 1le
9 /'m S —gom-é-l #) v @m-{—l - 9 —m?

\

d'ot I'on tire, eu égard aux égalités précédentes, les formules suivantes
concernant la theorie des polynomes de Bernoualli:

q)m—]—l (5) =

X

1 ; |
B 9m—+1 [(pm-H (Q)J‘_ C71 P (Z)+ Cd Yo (5) J e + qn_gqg(z) + sz]"

o
q)m—]—l Tz) o
1

= ?—‘l—_] [(p711+1 (2') _\— Crl ([‘m ('5) —l— C’J q}m—E(-z:) + g .+‘ an-3 §04 (‘;) + Cm. —1 qu('g)] 2

si m est impair, et

si m est pair.
Ces ¢quations expriment le théortme de la division par deux de
l'argument des polynomes de Bernoulli.

Si l'on pose 2=1 dans la premitre de ces équations, on trouve,
en outre, eu égard a (d,),

1 Gt R s
= 5 2k e d g
%"(5)_2‘71“ — - Dsaristi b
21. Considérons maintenant la formule simple (27).
Posons

in

: 1 1
fa = Z ((m Eakw VilrLokar 1)P) :

k=0

m etant un entier, p un nombre positif quelconque.
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1o ) =
1 1 A
QIV)p+S (J "[“2IL+ l)p—rb) :
|

1)#5—1)2(@_

On a

={(—APplp+1) ..

._4

£9a + 1) (@) =
1
=(—1¢pp-t+t)....(p+—s5s—1) [ap«l-s e 2(7)’l—L—I)]P+’] :
a1 m
Hiriue 1 1 =
j fie 1— Z (a2k-L1p—  [a+2(+ D]}
1 i 5 1
ol @l R L
Remplacant. dans (27) % par 1, = par 2n, on trouve, apres des
réductions simples
m 1 5 1 S
5 ( CEEPTE = S TR )
=0
Ll i -
=2 gt [a—+2(m—1)]p!
=gl 1 o
R (aP [a—+2(m—+ 1)
ey (1—~p)p(p+ D 1
((¢P+" [a—+ 2 (m—1)]#+2
i 1 o
ety [a+2(m-L1)]pt20=D] |
(29)

(p-+2n—3)
(LP+2 (n—1)

Sl e
P

2 —- 2

+ Rzn &l

1

ot I'on a posé
B0 e 20 1) S w, (@) pla+2)dz,
0
( L m / 1 i 1
e = Z (((le—;a T okt (at et 2kt Lypre

k=0



== 00—
Comme
plat+2)>0 pour a >0, Do
on en conclut que

1
PO+ B < ewm
Par suite (p > 1),

(p—)plp11). .. (p2n-—1]

Qe 2h+-1 i %

| Ban| <

L'égalité (29) fournit un moyen simple de calculer les séries de la
forme

m

i 1
Z((“+ 2+ 1 [at2(k+ 1)17')’

k=0

si le nombre @ est plus grand que lunite.
22. Posons, par exemple,
=100 = p=25, B

La formule (29) donne, en vertu de (28),

49

5= 3 (ror oo =

=g

15 3 b.l2d
=108 25400 251004 T L
ol
28
‘szl = 1018
Or
__115 = 0,0000000046875
Setae T :
e 00000
S5 7w = 0,0000000000000248 ,
1 5 s
= 0,000000000093750 ,

22100




=—lhb ~=

dou
S = 0,0000000045937748 ,
le résultat avec 16 décimales exact.
Posant dans (29) m=oco, nous obtiendrons la formule commode
pour calculer la somme de la série infinie

S l 1
;SP_Z((CL-%—QZ'—‘—UP_ [a+2(7¥+1)]p).

=0
En l'appliquant au cas de

a=100, n— 5 B9
on trouve
flons bt 2.5 s 14
9.8 QW 10T 108 T

g e
=

= 0,0000000051000264000 ,

le résultat avec 19 décimales exact.

On pourrait, sans doute, déduire les mémes résultats en partant de
la formule sommatoire d’Euler, mais par un procédé¢ moins direct et un
peu plus compliqué.

23. Faisons maintenant dans (27)
=1 J —iloom(x\
e 3 'l)_ d$ o )7

(o g L et e | om 1)t
2 (@ 4+ D | (L om) et

e =

Vi

m et 2 étant des entiers.
On a

= (a 4 1) 4 f%1 (a) = % logu(a—+1)u(a).

Or,
[a -2 (m + 1)]fe-+20nt00

i

iy

log u(a — 1) u(a)=log

:gl—

0°

ol I'on a posé

Uy

=[e4+2m -+ log[a—-2(m+ 1],

§,=akloga.
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On a donc
fED (@ 1) + A0 (@) = — 50,
Désignons maintenant par

lu07 4“17 ‘uga 71“37

une suite des polynomes en 4, définis par les relations suivantes
#=1,
=21+ @G@A—1)p,,
g—ah—1) L T

;= A—1)(A—2) 4+ (A —8) u,,

g =—=2A—1)(A—2) ... A—s+ 1)+ (A—5)u

g
On trouve, pour k<2,

§P=2(1—1)(1—2)...A—k+1)[a--2(n-H1)P—*log [a 42 (n -+ 1)] 4

-+, la 20— P, (30)

8 =20 DH—2)... (0 =F-L-1ae Clavetu rﬁ\—."' < {80y}

d’ott :
g =2llog [a+2(m -+ 1)] -+ h—1>

g =12llogay_,.
Par suite,

0 7 1

St — (— 1)1 (s— 1)1 !

& C LR g e
. 1
B = oy DI (32)

(6=1.2,3,...)

Remarquons enfin que

a1
T d w(a—1) : :
o 7 — " =) o g3 0 A A
j - log w(x) dx = log Dre o 2logy, (o, 90) -+ & ~—&.s




el
ol I'on a posé
v, (@, m)=

1 —
w(@)

ae* (o 2)(“”‘?‘ .o (@a+2m) (a2

e _ L 33
(a—1)@+D (g |- 3) @3k (a—+ 2m - 1) (@t2mt0h ey
24. Supposons d'abord que 2 soit pair:
=9,
Remplacons dans (27) » par 2n et posons
2n =121} 2s.
On trouve
210g7j)\(a3 m’) S (S-l =z §0) T 01(5:,1 et §;) e

— (5B — @) — ... — o (§0-1 — £0-1) — OH_I (§PFD — g0ty =

— O, G — ) — O, (P — A0 L R

ou
1
dhr2+ Jogu(a —+ 2)
k= (?/)):{-25 5 doh Tt e

|
(%

0

1

S 1 1
e g ¥ypas (2) Z ( G-z F g R 1)‘-’8'*“) o,
y k=0

0

Posons :
e a) =

1
1

= 90 1
e s Vial®) ), ((@ Fo 2kt (ote okt 1)2-s+') oy e
-

k=0

o [a -2 (m - 1)] =

1

e

= i 1
Al \ wk—l—?s(;) o (((L—:—Z + 2k)*+! ~(a—[rz—{—‘z]'ﬂ — 1)‘33'*‘1) dz, (35) :
o k=m--1

i i Bl s Nl i ( | () — wfy 1
(i)s(,(lr) =S r]bo_l_ Oggtjg)'l_ i + O)\_1§E)/‘ Y _:_ C E(/.-rl) +

0

| L G P P, (30



= B =

On aura
B = o0Mw) —oWo-2(m 1)
et
2log v, (@, m)= @,(a)—§ —C, & — G g —
S Sl C’ ]S(],—])_ O'/-i-‘ é:\;}\—{—l) ik £ C; o 1~(H—<Js )i
—oP[a + 2 (m-1)], (37)

d’ol Ion tire encore, en remplacant s par s 41,

2logv, (@, m) =@, (@) —§, — C’l L g
gn i ok =1 __ el (0 +2s—1)
= (}’)\‘]g(l ) C}._Hg(l/—l— ) : Chws— (J-+-25—1)
= Sl Q‘S'j_l [a -2 (m 4 1)].

Ces égalités fournissent la relation suivante
(4 (@) =@, (a) + Ef_\‘_] [+ 2(m-+1)]—
—pNfa42(m + DI+ C o, el
ayant lieu quels que soient les nombres s et m.

Supposons que m croisse indéfiniment et passons @ la limite.
On trouve, en tenant compte de (31) et (35),

111119(70 [a-+2(m+ 1)] =1lim oM [a@ - 2(171—1—1)]_0

m—=co

lim §0+241 =0,

M=CC

Qs (@) =Q,(@).

¢’est-a-dire

Il s’ensuit que l'expression @, (a) ne dépend pas de l'indice s, mais
elle dépend, évidemment, de 2 et de @, ce que nous exprimerons par
cette notation nouvelle

Q, (@) =g, (a). '

25. Cela posé, tlansfmmons les seconds membres des équations
(36) et (37).
Les égalités (30,) donnent

! / it —1) —
g0T01§0+03§5)3)+" J—O g()\ V=

=[a+ C2ar-1 - C A2 — 1) (A —2) a3+ . 4-C, 1Majlocra~rp,(a>,




==l =
ou l'on a posé, pour simplifier 1'écriture,
(@) = Cp '+ Cp, @b+ ... 4 Gy 5% (38)
Or,
ah 4 C 2=+ A0 — 1) (A—D A3+ .. O Ala=ilp (a).
On a done
S Bey =0 s O B0y (a] lbea +p,(@).

D’autre part, en vertu de (32),

C/ "U-H) -+ C §0 3) _]_ Jm CH-’S—‘ *g/-i—’? 1t
1 1 G
:).! [O)\_{_] 6 l (J/\+q ..4.—_{— v e I —{—78 l:u(s _1)]Y 79__1j|

On trouve donc, en tenant compte de (36),

1 . : Al
0, (@) =, (@) log a — T, (@) +

1 2 2 3
(. +~r~(]- -+ ... +’s 26 —1}]!

it a _' alg

i

|
T

So(a). (39)

C

™o

(039

26. La série

Q0 1 :
2((@ "37')'*“? (R ]

étant convergente pour toutes les valeurs positives de «, on trouve Iex-

- e
pression de ﬁpgh)(a) sous la forme de la série aussi convergente:
2L

Wia) = ul® (a) + ul) (a) S ) e

N

D

ot I'on a posé [voir Pégalité (34)],

T
i (@) =

i 1
= \ 2 ‘j) (7' L o 174_ 9511 dz.
k425N ‘ (‘(l Lo 7]\) 25-L1 (“_}_ j] e 1) 25}



et § )
Si 'on pose s=0, on aura
1 : 1
1% (@) = p, (a)loga + P (a) 4+

ol ul e} o o Ealfilg L e (40)

W

1
- it 1
(k) _ — oo : : = .
uy (@) jﬂwh( ) (aT 2k a+4e+42k41 )dz
(5} %
(B==0, 71, 2 4

Il est aisé d’évaluer chacune de ces quadratures, mais ici nous
n'ingistons pas sur ce point.

La formule (40) est analogue & celle de Goudermann dans la théorie
de la fonction I'(z) et définit une fonction ¢, (a), continue pour toutes
les valeurs positives de la variable a.

On pourrait, moyennant la formule (40), étendre la notion de la
fonction q./‘(a) aux valeurs complexes de @, mais je me bornerai, dans
ce qui va suivre, au cas de a réel et posifif.

27. La formule (39) correspond & la série de Stirling et fournit un
moyen simple de calcul numérique de la fonction ¢, (@) pour les valeurs
de a plus grandes que l'unité.

Ferivons (39) sous la forme suivante

Al
4y (x) = A;\(\x) o OH_; o 45

2! [2(s—1)]!A!
T Gy e Tk G, o5 T‘E— oM (z) =
7 2 : [2(s—1)]1 4!
== A}\ (fl;) + ‘Ok+1 _x_ + C}\_*_:} ;1:3 ‘I‘ & —E“G;‘—}—Qs—] ‘———:EQST— —i—~
sl 2!

e .
T G pon T S 92%)—1 (@),

ol
4= dly UG g

\‘Og\) ( .27) ==

1 w

z
=i

=25l - (2) Z - — - | d
: et (@-tz4-2k)F (w4 2-12k4 1)‘38+1J
= k=0 =

0

1L




1 @0
5 1 it

= | 5 2k =
=—[26+ 1)]j ?/)}‘4_95_,_2(5) Z [(95—1—552/1‘)25’*‘3 (z——2-2kF1)B+ dz.

0 = =
; 4 M
Supposons que - -+ s soit pair.
On trouve, eu égard & (25,) et (25,),

0;‘+-23~1 = 0 W 195 () <0 pour Oi g il

C}\—Hs%l Tl ¢7\+es+2(5) =40 Pt O 2 .

a

A

Si nous supposons que 5

——5 soit “impair, nous aurons

C’;_Jrgs_rl e Py 10:(8) >0,
OIS0 =t ]
Cpaeps =0 By a0 <0
Par conséquent,
6. 0. oW
si ;i+s est pair,

O}‘+zs+1 >0, 094’_1 (L) =0,

- Csepi=0s 0P (B < 0,
si ;—'—}—s est impair.

Cyoa <0, 0¥, (@®)>0,

/

On trouve donc, dans le premier cas,

75 212! [2(s—1)]! 4!
@ (z) > A;\(’”) -+ O}\—[—l = =+ O}\-{—B TR Ak rainr C)\Jr«?s—l 2251 :
: Al
0,0 <A@+ 6,2+
: a2kl [2(s—1)]1 4! 2s! 2!
g2 O,_Fg 73 + e _]l_ O}\-{—Qs—l p2s—1 —}- 42541 [‘g‘jﬁ




Al [2(s —1)]! 4!
q, () <A (39) i ,+1 ey O‘,\J,-Zs—-d 2T )
' 2(s— 1)]! A!
G @S AW G h g (BE DL (2l
dans le second cas.
Il en résulte 'égalité suivante
Al
q (I)—A ('1) , l”l +
2Ll [2(s— 1)]! A! 28l Al
| 2
= CH_:; g R e O)\+2.9—1 ERE T R ra JA2s1 sl
ayant lieu toujours, quels que soient les nombres 2 et s.
On peut donc poser approximativement
¢, @)=A4lyp, (z) logz —p, (x) -
2! 214! [3—1)]l
+ q\‘{"l —‘Q;—' —{— 1+3 3 + g P_L- OO/""DS 1 281 R s

avec une erreur dont la valeur numérique sera plus petite que

))_ sl 2l
| Chtooa| S

Si l'on pose, pour exemple,

e )
0n aury
45(10) = 29,(10) Log 10 |- p, (10) +

+203%+20 i

g 105+2

107 +2 ] 109

avec une erreur moindre que

£ — |

10.—1

| Foir < 0,000000000032.

Y © est un nombre

positif plus petit que 1'unité.

2slA!
OS—I—I 9

(391)

(892)
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Disposant le calcul dans les tableaux suivants:

Q?pé(lO) log10 = 207,28265 83694 636. ..

20,~ = 0,00833 33333 383... ,
20, %: 0,00000 02023 809... ,
8! :
20, s, = 0,00000 00003 459... ,
907,24000 19055 267
}92(10):-—
21 : :
90, - = —0,0000L 66666 6G6. .. ,
2, 2L — —0,00000 00061 507...
107

— 5,00001 66728 174...

on trouve
qg(lO)_—_ 202 24097 h232T o

le résultat avec 10 décimales exact.

28. Nous trouverons encore les valeurs approchées de

q,(10), q,(10)

qui nous seront nécessaires plus loin.
La formule (39,) donne

1,(10) = 41, (10) log 10 -+, (10) +-

2141 4141 |, 6141

- 510+C 108 5 105 ! Cy o

avec une erreur moindre que

”)__ y de ‘1
[613{ 101t

< 0,000000000039.

8141
137700




s R
On trouve, en vertu de (19), (38), (28) et (28;),

23

tly, ()= —2"-2, p @) =—"+-

2

car, dans le cas considéré (n® 23),

a0 D g ) 0

On a done-

419,(10)log10 = 18443,70659 48823 0592. ..

p,(10) = — 48916666 66666 6666. . .

~ D’autre part,

L 214!
C, ~—"" = 0,00002 02380 9523... ,

7109

614!
€y, g7 = 0,00000 00074 7835...

+0,00002 02455 7358. ..
4!
G, 5= —001

4141
Cy—gv = —0,00000 02460 3174...

418!
s 77 = — 0,00000 00004 2432...

— 0,01000 02464 5606. ..

Par conséquent,

g,(10) = 17954, 52994 82147 5678...

le résultat avec 10 décimales exact.:

29. Appliquons enfin T'égalité (39,) au cas de




= b=

On trouve l

6! 216! 416!

avec une erreur moindre que .

60 =]l %—' < 0,000000023 .
On a
Gl (e) — aPe—per = hph . B
1) = G 2* + Gy, 4= Gz,
gl (voir Bt 23
Bt T g

Par conséquent,
6!9,(10)10g10 = 108 — 3.105--5.108 —3.10 =

=1623253,41300 8012, ..,

St o
T AL

=]

P,(10) = — 5. 10+

= — 46960,16666 6666. ..

D’autre part,

6' -
» 7?:0,03035 R
216!
C’9 T 0.00006° 1507, .. .
St
CllW:O’OOOOO 0747 NS

On trouve donc

4,(10) = 1576293,27663 7728...

le résultat avee 7 décimales exact.




i

30. Revenons maintenant & la formule (37).
On trouve, en vertu de (30) et (31),

g] _ll_- Olg'[l + Cgé(lg) _ll_ el < J|_ C)\-lé(l)\—]) =
=y [a+2 (m -+ 1)]log [a + 2 (m + D]—+p, [a -2 (m—1)],
()ng(l'f&') 3 07«+3§(1)“+3) o O)\+2s—1§(1}‘+28_1) =5

1 2! [BG=—11}!

b =20 G T T G G P

Par suite,

2 : :
— 102 e, L) =
g !104\_, v, (a,m)

L

S % q, (a)—w, [a--20n + 1)]log[a+ 2(m + D] —

1 1
S R | s SR e e
),!Pk[“ F 2 D] 0, TR S

S e Dy [26—D1!
Mg fam+ P M2s=1 Tqol 9(m + 1)1
—%9&“ [a@ + 2(m—-1)]. (41)

Cette formule permet de calculer le logarithme du rapport

s (a + 2)‘““))‘ (e 2m)(“+9‘””7‘
(@-L D@+ (gL gyetsit |, (@t 2m 4 1yetint”

v (a, M
pour les valeurs données de 2 et de a, avec une approximation qui sera
d’autant plus grande que m sera plus considérable.

31. Considérons le cas particulier de ¢ =2.
Transformons d’abord I'expression de v, (2, m).
On trouve

gahgah 9 (m |- 1)]2Nent0h —

= [21+2?\+37\+,,,+(-xaz+1))\ 11k 92k gsh (m - 1)(m+]);'\]2)\ =

= [2)\! Ppp10n42) 1h 227\ : 337‘- o (m + 1)(m+1)?\]2l

}.

O s S Bt b £
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ot
gotthig, a1k g2k g8k (o o 1)mbURRRH

1k, g2k gk (2m - 3)entl

2 (2, m) =

d’ott I'on tire, en remplacant m -2 par z,

221—%1;‘1%\;‘_](9‘;)[11)\_227\_ ek o (z—1) —1)‘/.]2H—1
106 G el (p— 1)Fe- 1

sl —F)=

ou il faut poser
WO i Dl=15

afin que la formule soit vraie pour 2=0.

Nous obtenons ainsi une suite de fonctions 'v}\(X: G Lot )
intimément liées avec les fonctions, auxquelles M. Beaupain !) a donné le
nom des fonctions d'ordre supérieur de Kinkelin.

Ces fonctions se trouvent aussi en relations simples avec les fonc-
tions, étudides par M. Alexéievsky dans sa These: ,Sur les fonctions
analogues & la fonction I'(x)“ 2).

La fonction

Pk ophemalie i y@nlk
représente une généralisation naturelle de la fonction
Bl =128 {1}

pour z entier.
Nous poserons

L=t 3 (e

1) S. Beaupain: ,.Sur les fonctions d'ovdre supérieur de Kinkelin®. Mémoires,
publiés par I'Académie des Sciences de Belgique, 1902.

Compar. aussi Glaischer: ,Products and series involving prime numbers only“.
The Quarterly Journal, 1895 et 1896. (La plupart des Mémoires de M. Glaischer ne
faisant partie de Bibliothéque de I'Université de Kharkow, je ne puis les eciter que
suivant l'analyse, faite par M. Beaupain dans 1'Avant-propos a son Mémoire. Voir aussi
.,Bulletin des Sciences mathématiques®, 1899).

2) W. Alexéievsky: ,.Surles fonctions analogues ala fonetion I'(a). Communi-
cations de la Société Mathématique de Kharkow, 2-¢ série, T. I, 1839.

Compar. aussi Barnes: ,The Theory of the G Function®. Quarterly Journal of
Mathematics, T. XXXIL.

Idem: ,,The Theory of the Double Gamma Fonetion®. Philosophical Transactions
of the R. 8. L. Series A, Vol. 196, 1901.
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On en voit que
I'(@)=I,@).

Cela posé, on peutl écrire

2 :‘—I—lp ,b)—{*l [1, ( )]2,_1_1

1}.,‘(2 b= 2) e IT}\ (2'%,)

(4)

Posant 2=0, on frouve
2D [, (@)
R

1 1 dy
— T 1 — ©—1 e
(9'"6) QY( 4 Vo

Q¢

V,(2,  —2)=

— w0 ’r)——

Lol

B désignant lintégrale eulérienne de premitre espece.
On voit que la fonction v, (2, #— 2) représente une généralisation

. 1
de la fonction B (3, x)
: . 1 : ;
Je désignerai B 9 x) simplement par @, (x) et, par analogie,
@1(2, x—2) par &, (x).
32. Remplacons maintenant dans le second membre de I'équation

(41) @ par 2, m—2 par z.
1l viendra

2 loe, (0) = 1,4, (2) — i, (20) og2e — 3, p, (%) —

1 G, G o5 (2(e==1J]1 =
SEe G YR AT e e
o j oV (2). (42)

On peut écrh‘je aussi, en tenant compte de (39),
2log#, (¥) =g, (2) — g, (2%). . (43) |

Nous avons supposé jusqu'a présent que « soit un entier; mais la
série (40) définit la fonction g, (@) pour toutes les valeurs de @, fraction-
naires ou incommensurables. ‘




S e

L’équation (43) permet donc d'étendre la notion de la fonction
8, (xz) a toutes les valeurs réelles et positives de z, ou méme aux va-
leurs complexes de », mais je me bornerai, comme dans le n® 26, au
cas de x réel et positif.

On voit de ce qui préctde que la formule (27) permet de construire
les points principaux de la théorie des fonctions ﬁ;\ S

: s 1 :
analogues & la fonction primitive B(Q., ac) —

Remarquons que la théorie de ces fonctions peut étre déduite de
celle de fonctions 5 (#), comme le montre la relation (4), mais nous preé-
férons a dessein une méthode directe et plus simple; en désirant attirer
Vattention aux applications directes de la formule (27), des polynomes

w,(2) et des nombres C .

Quant aux fonc’[]ons F (z), ces propriétés fondamentales résulteront
presque immédiatement de nos recherches sur la théorie des fonctions
8, (x), comme nous le démontrerons & la fin de ce travail.

33. La formule (42), ayant lieu quel que soit le nombre #, fournit
un moyen commode de calcul approché de log B, (z) pour  assez grand.

La constante ¢,(2), qui figure dans la formule (42), jouit par rap-
port a la fonction log ,(z) la meéme role que log2z relativement &
log I'(z), ou, plus généralement, que les constantes log s, introduites
par M. Beaupain, par rapport aux transcendantes de Kinkelin.

Le calcul numérique de log 8, (x) exige tout-d'abord le calcul des
constantes ¢, (2)(A=2, 4,...) avec une approximation suffisante.

On pomralm pour cela, employer la formule (39,) en y posant =2,
mais cette manitre du calcul n'est pas assez exacte.

L’égalité (43) fournit un moyen plus commode.

Le calcul de log 8, (x) pour x un entier ne surpassant pas, par
exemple, 5 ne présente pas des grandes difficultés; il en est de méme du
calcul de q,(2x) pour x> 5, comme nous l'avons déja vuaux n-% 27—30.

Sachant les valeurs de log#, (x) et _q}\(Q;v)., ainsi calculées, nous
obtiendrons

0,(2) = 2oz 8, () -1, (20). (49

Posons, par exemple,

) Nous avons supposé jusqu'a présent que % soit pair. mais cette restriction
n'a rien d’essentiel.




On a

d’ot
log8,(5) =264 log2 — 135 1og3 — 25 log5 — 49 log7.
Or,
264 log 2 == 182,99085 56678 25... ,
135 log 3 — 148,31265 89701 94. ..
95 log 2 — 40,23594 78108 52...

=
N
(o

pp T = 95,34959 73037105 .
Par conséquent,
21og 8,(5) =—- 201.81469 68338 64...
D’autre part (n® 27),
q,(10) = 202,24097 52327. ..
On trouve done, eu égard & (44),
4,(2) = 0,42627 83988. ..,
le résultat avec 10 décimales exact.
34. Posons encore

= i

)

On trouve

log8,(5) — 1412 log2 — 11907 log 3 — 625 log5 — 2401 log 7,

14112°log 2 — 9781 69301 20619 4820. . -
11907 dog =808 1 L1652 L1711 81gd .

625 log5 = 1005,39869 52713 1273...
9401 log 71— 4672,13026 18818 0724. ..

d’ol

2l0g3,(5) = — 17955,02494 45247 0753. ..

(45)

eSS

O cmma
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D’autre part (voir n® 28),

g,(10) = 17954,52994 82147 5678. ..

On a done, eu égard a (44),

q,(2) = — 0.49499 63099 50... , (46)

le résultat avec 10 décimales exact.

35. Calculons encore g, (2).
On trouve, en posant A==6, r=>5,

log 8, (5) = 841344 log2 — 1016955 log 3 — 25.5% log5 —49.7¢ log 7,
841344 log 2 — 583175,22148 1026. ..
1016 955 log 3 — 1117239,26001 2377... ,
95.5¢ log 5 — 925147,46738 1783... ,
49.7¢ log 7— 228934,38312 6208... ,
d’oll
5 log g, (3) = — 1576291,77807 8684. ..

D’autre part (voir n? 29),

g,(10) = 1576293,27663 7728...

On a donc, en vertu de (44),
q,(2)=1,49855 9044... , (47)

le résultat avec 7 décimales exact.
Si nous introduisons, au lieu de g,(2), la constante

1
log o = o 9,(2) ,

nous obtiendrons
log w; = 0,01179 9677... , (48)
avec 9 figures exactes.

36. Posons, en général,

‘ 1l
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Nous verrons plus loin que les constantes ey . ainsi définies, coin-
cident avec celles de M. Beaupain (voir n° 33).
On trouve, en tenant compte de (39,),

: Al 1
log oy — gir— ©.(2) 1082 S s

Saindl Gt w2t G AR ()

begietin ] e gRREed CBE et e L e

avec une erreur moindre que

CHARRTT R ey :
&b TS TR (50)

En se rappelant que les polynomes ,(2) satisfont & l'équation
(voir n® 16)

e e g S et

wk(1+a)+%()—2),,

ol abiiens, cpourie— 1.
0D =1,
car
»,(1)=0 pour A pair.
L’égalité (49) se réduit &

2 IOQ 2 | 13;.\(2)
ol LRk} 5

logo, =

ol G i Go il Coes D)
Coppe g o b 9w R e O

et fournit un moyen fort simple de calcul des constantes logw, avec trois
ou quatre décimales exactes pour

A=2,4, 6, 8.
On trouve, en eae’r eu égard 4 (50),
@ < 0,000067... ,  s{) <0,000018... , ;|

6® < 0,000014... ,. &b < 0,000009. .




37. Appliquons la formule (51) aucalcul de log ewg.
On trouve

Loz, — 210g2 Py - mt o S el STEDNG0T
B aene i i Bil oAl 5l 802k B11 28 131

Or, dans le cas considéré,
P () = C, ¢, 7"+ Cytt, @ + Gyt 2* + Gt
ol (voir n® 23)

=1, =140, p, = 5944, = 69264,

70
On a donc
P (2)=— 64 -+ 194,6666666. .. — 198,1333333 -+ 58,4071428 =
= —9.0595238. ..
et
Ps(2)
et 779Q
=11 OOLETT290.
D'autre part,
2log 2
e 0,0027129 3
81

= AGa3E0n . oo

511.4.5!

2.812073

311.95.191 = 0,0000853. .. .

41815462

m: 0,0000209 .

Par suite,
logwg =—20,1793... ,

le résuliat avec 4 décimales exact.
38. Introduisons maintenant les constantes

T5), (h=0;%.5)

en posant

logz, =q, (2)— oMl 1) log oy .




et
La formule (42) donne
2 log.«?) @)+ 2! p, (23) log 22 + P, (2z) =

Al sEe o

—logm, — O, 5o — ... — 0y, G — o)(22),

e 1 9g

d’olu

[Es—D]IAL

py (=) (21

C } . (2%) 0} +1 5 + +C/ Sy (1(9/\) (22)

m =g2(@)e" (2 )

Cette égalité a lieu, quel que soit le nombre z.
Supposons que 2 croisse indéfiniment et passons a la limite.
On trouve

; 2z 0 (2
7T, —hmﬂ()(x)e ) e

rT=Cc0o

[2(s=D)1!

e
v (»C +]2m+"'+0/‘+23—1 eaP—1 —1.

lime

L=CD
Si xz est un entier, on aura
= < N 21 (2
22)\ 22)\ 44}-. 441\ 3 (2%, S 2)(2,;_2)/‘ (ZJ % 2‘)(29;_2))\ (2%‘),' .‘J)‘( ) vp)‘(Zz‘)
. — lim - €
1 e 11I\ 83)\ 331\ = 5/ 5 (21; e, 3)(2;;_3))\ (21. 1)(>z—l (2I 1‘)(21_1)/\

i

la formule représentant une géncéralisation de celle de Wallis.
En posant A=0 et en remarquant que

p,(x)=1, py(x)=0, al=1 pour 4 =1j,
on trouve, en effet,

oz 0044 - —T !
e e T e

L’égalité (52) définit une suite infinie de nombres

J JT

0,.712, 4"""‘7[1;""

quon peut considérer comme les nombres caractéristiques pour les fonc-
tions ,6‘.,‘(35) =020 4 -

(52)

[

A i S i SR L A




el

Voici les valeurs approchées des logarithmes de quatre premiers
d’entre eux:
log 7, = 0,55158 27052... ,

log 7, = — 0,49499 63099. .
log w, — 1,49855 90... ,

39. Les valeurs des constantes

logz, = 1, (2) (h=0,24,..)

étant trouvées, la formule (42) permettra de calculer log#, (x)(4=0, 2, 4,...)
pour x assez grand; le calcul sera d’autant plus simple et Iappr omnatloﬂ
d’autant plus grande que z sera plus considérable.

Posons, pour exemple,

A== &= 100,

On a
: 92% 44% 667 .. 1931047 {91067 :
Sloes, (100)—2log "= o = g,(2) — ,(200)
e g ps 7 L ionieel dager s Lo “

ou, eu égard & (42) et (45),
2log3,(100) = 0,4262783988 . . . — 29,(200) log 200 —

2 . 213l
3300 5 900"

== (200) = (.

11 suffit de s’arréter au terme multipli¢ par O, pour obtenir la va-
leur de ¢,(200) avec 12 décimales exacte.
On _a
2%,(200) 10g200 = 200.199 log2 -+ 400.199 log 10 ,
1,(200) = — 100,

Formons maintenant le tableau suivant:

200,190 log 2= 27H87.25778 628612,

400.199 loo10 — 183285,77340 232602... .

»,(200) = —100,
21 s ~ 2
5500 0,00004 166666... |,
gl . :
O, 5555 = — ©,00000 000208...
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On en tire

log2,(100) = — 105386,30247 5938. . .

2

le résultat avec 9 décimales exact.
Pour le second exemple, posons

A=6, =10
et calculons
928 4% 1p16 1g188

L el e e e

On trouve, eq égard a (42) et (47),

210@:,@6 (10)==1,4985590 | ... — 6! ¢6(20> log20 —
: 6! 216! 416!
——pG(ZO)——— 07%— CQ 9205 . i 90

Or,
6!,(20) log 20 = 163087647,89788 5633... ,

pé(10)=—15754_120, 33333 3333..

6!

L e 5 5

£5 0 G0 Ly e arlr =
216! - ,

G, o = = 0:00000. 7688... .
4161

11%?: 0,00000 0023. e

Par conséquent,
logB,(10) = —80756113,04033 86... ,
le résultat avec 7 figures exact.
40. Les dégalités (39,) et (42) donnent
2log#, (v) =logm, — ! w;(fz‘x) log2z — p, (2%) —

Al 2141 g sl
LT C)._-H e Owrs (2x)3 R SR CH;s-H (ZmyPstL (54)

12




Si # est trés grand, il suffit de s'arréter au terme multiplié par
C, ., Ou méme 2 celui ‘multipli¢ par C,,, pour obtenir la valeur de
logg, (#) avec une approximation suffisante.
Nous obtiendrons aingi la formule suivante
A

i el
10@1@};(%) = logm, — 7 () log 2 —

1 R
EE]J)\(ZJU)— C)\_*_II:&—‘ @ glz—l?'u07\+:57

d’olt

Al 1 e ol
S Mo —open —0 0015
B, (2) = l/ﬂ;\ Qo) - 2 Lson bl e s Praae B (55)

Si z est tres grand, on peut remplacer cette égalité par la suivante

1

— _MT 9 _L 9 s S
8, (x) =V, (22) z 78 e A Oty

2

ou méme par la suivante

! i :
% ¥y, () e ) (22)

8, () ="Vm, ()

41. Considérons le cas le plus simple de 2==0.
On a, eu égard a (H3),

=3
aQ
S
|
£
(e}
aQ
ro| 8

D’autre part,

200(5)217 po(z):(), 0l=1,

28,0 = | a—pr- =By,

Par conséquent [l'égalité (54)],
1 1
log B, (%) = 3 log2m — = log 22 —

G G g Lot sl

RO T S o 9 (Qu)ET (56)




g ==

\

c’estune formule qu'on pourrait déduire indépendamment de la théorie générale

des fonctions @, (x) moyennant la formule de Stirling.

L'égalité (55) fournit un moyen commode de calcul approché du lo-

garithme de l'intégrale

j @ —gp L

pour x plus grand que l'unité.
Posons, pour exemple,

i
—
On trouve
1 l ‘
= fJ 1 2 1l
1og§(1 ) TR b D
0
avec une erreur moindre que
4,} ‘ 123
5515 < 0,0000000

Le calcul nous donne

< logdn —0,91893 858 .

O] =

ol == haDRR o

L b01180 476, .

4.21
——2! 0,00006 449
Dikons it o
Par conséquent,
2 dﬁ/ -
log B, mleg (1— Yy s == Uh9149 124
Y

avec 7 décimales exactes.

(57)

h ‘




s 180 ==
42, Ecrivons (56) sous la forme suivante

A 1
log By (@)=log % — 5 ¢,(22)

et posons

. :
dB,(x) [ e dy e
dx = (1 —y) log(l __y) -V?/——Bl(m)' (\DD)
0

De I'égalité précedente on tire, par différentiation,

*1# dBO(x) i Ed%(g@
Biw) de = 2 de

vt

ou, en vertu de (58),

B,(x)  1dg,(22)

Bo(x)_—é da- - S

et

0
% TR
mpvw)%w~wﬁ:@%@+m§dx.<w
1

Cette formule peut servir au calcul approché du logarithme de 1l'in-
tégrale :

(]
jaww*ma~wﬁL
1 Vy

Posant, comme au n® précédent,

21
= 77
on trouve, eu égard a (39,),
1dg,(21) 1 1 3!
B s R i atoge

11 suffit de s’arréter au terme multiplié par C, pour obtenir le ré-
sultat avec 7 décimales exact. . '
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On a
-
72—1_0,04761 904... ,
5573 =0.00113 8T8... |
3L 0.00000 125
e o o
dou
1 dqo(Zl) =
== 0,0487515,
~ Par conséquent,
1dq,(21)
1 — - 3.09107. ..
. BOZIOR. bl

le résultat avec 5 décimales exact.
On trouve donc, en tenant compte de (57), (60) et (61),

g 19

log B, (21)—10g§(1—J)4 Tog (1 — 7) Vh_—3,61244...

En raisonnant ainsi de suite, on pourrait construire. une série de
formules pour calcul successif des logarithmes des intégrales

(k=3,45,..)

Ly j (1 — gyt logF (1 — y) L V_

mais nous nous bornerons aux cas les plus simples correspondant & =0
et k=1 [les égalités (56) et (59)].

43. Si l'on pose dans (55) A =0, on aura

B ( )_ - (CC) 1'/ Sx 192%3

On peut donc poser pour x assez grand

By(x) = |/ g ¢ (62)

B s S £ 51

i e e SR O S




—— e

Lorigo &

avec une erreur dont la valeur numérique sera plus petite que

e L
E_I/Ee@ 1
S e

Si I'on pose, par exemple,v & — 0. G0 auna.
& < 0,000000013.

Faisons dans (62) x= 100.

On trouve
1
800

e
= TN
& =0,10012 507... ,

Va=1,77245 385...

Par conséquent,
: 1
: dy .
B (100 —= [ (L—¢)"-—c =0 T94070 .,
Vy
0

avec 7 décimales exactes.

44, Considérons encore l'intégrale
: l
B =\ 1 —up=log(1 —p) .
Vy
1

On peut poser, pour x assez grand,
1 qu(Qm)_ ok e L
e
de sorte qu'on aura, en vertu de (59) et (62),
1

oBERs V_E_ 5% (4 <=1
Bl (‘Q) 35 B2 V?IZ'_ 9 - (63)

la formule qui peut étre remplacée, pour x trés grand, par la suivante

B, (#) = Va 68: . (64)

Q;rl/x
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Posons dans (63) £=100. On trouve

1
Vred® 401
10 "8.10%

B (100) =

/7 e

e 0,1774670. .. ,

& qgi = 0-0050125.

Par conséquent,
B, (100) = 0,0008895. . . ,

avec 7 décimales exactes.

Moyennant la formule plus simple (64) nous obtiendrons
B,(100) = 0,00088. . . ,
le résultat avec 5 décimales exact.

45. De I'égalité (59) nous tirerons ensuite

B,(z) = g(l — ) tlog?(1 —y) —l%:

0

:&@KﬁMMY_Wﬂﬂ.

2 daz?

Pour les valeurs de x assez grandes nous pouvons poser avec une
approximation suffisante

2avdr

i
e aEE e 402

d%q,(2x) < [1 dgo(Qx)r A

1
31/5@55

By(x) = eyl




R

Nous frouverons de la méme maniére

0

f (1 — gyt log (1 —g)

1

1
ﬁy_ S 321/5 ¢S
Yo da'ye
et ainsi de suite. oot
Posant, par exemple, = 100, on trouve, eu égard & (65),
1,
' 991002 3y
B,(100) = | (1 — ) log2(1 — y) —= = 0,000013. .. ,
Vy
(¢}

le résultat avec 6 déecimales exact.

46. Revenons maintenant au cas général.
Ecrivons 1’égalité (41) sous la forme suivante

2logv, (22, m— 1) = g, (22) —q, (2% + 2m), (66)

en y remplacant « par 2z et m -1 par m.
Or, en vertu de (43),

g, (27) — g, 2z + 2m) = 21og B, (w+m) — 210g B, (x).
D’autre part (n° 30),
v, (20, m—1) =

L (o ) (9 Om - 9)Cef e
 (2z 4 DestOR (o [ g)eetal | (9p{ 9m— 1)Eeten-pl"

Par conséquent,
log@, (z) =1log8, (= —t-m) —

L Gomtde L aERb L Ge o G i3y WoOR
5, (22 + 1)@+ (2z - 3)Ct9h | (2 L 2m — 1)@e—2m—Dh

Cette formule permet de calculer logg, (x) pour les valeurs de =z
plus petites que I'unité; il suffit de prendre pour m un entier ni trop petit,
ni trop grand.

Si I'on pose, par exemple, m =4, on trouve, eu égard a (43),

1 1
10&3«,\ (#) = 5 g, (2)— b) ql(Qx Tl

(22)@) (2 4 2)@s+t (95 Lg)@eHOR (9 | 6)CHOR
° (22 4+ 1)eADM (22 4 )2t (2 |- 5)EHIN (2 |- T)@EADA
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Le calcul de dernier terme de cette ¢galité ne présente pas des
grandes difficultés; pour le calcul approché de T, (22 —-8) on peut employer
la formule (39;) dont nous avons déja indiqué I'usage plus haut.

Sachant la valeur de la constante caractéristique 4, (2), nous obtien-

drons la valeur numeérique de log,é’;\(m) pour # < 1 avec l’approximation
suffisante.

, 1
Posons, pour exemple, »=——

S

On aura

1 1 1 22)\ 447\ 66)\ : 887\
T R 1 lgo 5 : —=
: logﬁx(z)‘zqk(g) Sh T e

ol 1 | ) i -
=542 —5¢, (94 9"1og9 {-logg, (5).

Si I'on pose 2=2, on trouve (voir n° 33)

il i 1
1@&(ﬂ=j%@%—ym%+wa%4%@®k=

1
= 0,2131391994 ... — 100,9073484168 . . . -+ 162 log3 — 2 4,(9).
Or [I'égalité (39,)],

1 e 1 21 41 6! 8!
7B =39 1089 + 50,(0) +- G5 +C 5+ G+ Gy +C

avec une erreur moindre que

10! -
|Cis 1 < 0.00000000005. . .

Le calcul nous donne
1621083 — g, (9) log9 = 98,87510 59801 29. .. .
1
—5112(9): 2,25,

21
= 1c = 0,00001 14311 84...

Eoti
~09%: 0,00000 00064 29...

—-101,87510 59801 29. .




B

LS

: |

: 4 C

£ _3=_0,00462 96296 29... ,
i 9 _ .

g

g 4l =
—C’7¥=~—0,QOOOO OITES g0 -
: C ] 00004 50

| — 11@=——O,OOOOO H0s
{

‘i

—0,00462 98014 45. ..

Par conséquent,

16210g3—%q2(9):101,12048 TRi6Y 07 .,

log 8, (%) —

=0,21318 91904 . .. — 10090734 B4168 .. .-~ 10112048 76162 ... —
; = 0,42627 R9ER. ..

: avec 9 figures exactes.
“3 C'est le méme nombre que nous avons déja trouvé au nd 43 pour
%(2) 1.

47, Remplacons dans (66) 22 par = et posons m=1; il viendra

A
x»(t
2logy, (@, ) =4q,(2)—q, (@ -+ 2)=2log— =
Sl Uiy ‘Og(x—l-, 1)t
ou
(e 1)Ernh

(67)

Reprenons maitenant 1'égalité (40) qui peut s’écrire ainsi:

Gy (%) = Al p, (x) loga: -

1

= N 1
y = el z — 5 i
e ’“Jq%»()Z(erer 2h w+z+2k+1)d
k=0

0

1) Nous verrons plus loin qu'on a toujours

1
logf, (g) = ¢, (2)-
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De cette égalité on tire, en y remplagant « par -1,

¢, (@-+1)=2p, (@ 1)log(@-+1) -+

1 lee)
5 1 1
_}_- I s ! ol £L0, 2 .
Bl j%(z) Z(x+z+2k+1 o+ 2+ 2k+2 )d
0 k=0

On a done

4 (x--1) +q, (1) =

— 2, (@) loga -, (& 4+ Dlog(w - 1)] +-p, @ 1) 1-p, () — -

1

dz
— 2! NE : 68
|55 (65)
o
Considérons l'intégrale du second membre de cette équation.
Posons
x+eo=§.
' On aura
1 ; @41 P
| s : = é
, 2 e —x)—. 69
| |no = | ne—at (69)
0 @

La formule de Taylor donne
p(—2z+8 =y (—2)+p (—2)§+

” ? §2 3) §3 —=1) §)‘_1 | §)‘

Or, en vertu de (20) (pour k=n),
(@) =(—1)fyp,(1—2), F=1,851
d’ol, en échangeant z par —x,
P(—2)=(—1p, (1 + z).

Par conséquent,

w,(—l+§) w)\(w+1). e = ¢ g
g 5 £ —%_1(1 _Il_x) 7‘”%_2(1 —I—JZ‘) G
e ; ’ geg s gl
*—wk—g(i | x)é:y_{—_"'_wl(l_rz)(l_l)[_l— l! L}

R |
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car, en vertu de (23),
PO 42) =, (1-42)
On trouve donc, en tenant compte de (69),
: = d B -
)27 r—+1
SV))\_(Z) m: w;\(x Lo ;v

0

il
P, @)

ot I'on a désigné par P, (x) le polynome suivant (de degré 2—1)

(2 1) —a?
9 91 s

=i

BEO == A0y, (42

i ey S SR

(x | 1)}\ 1__ p—1 (!T 1)7\
) 1)(1—53)! = +z.zr ¢ S0

La formule (68) peut s’écrire ainsi
B+ 1)+ @) =2, @) + , (0 + D) logr -+ 6, (@),
ou bien, eu égard & (28,),
@, (2 + 1) + g, (2) = 21 lozz - 0, (x), (11)
olt on a posé .
6, (@) =p, @+ 1) +p, @) — P, ().

Remplagons dans (70) # par z -~ 1; il viendra

G @+2)+q @+ D=2+ )M log@-1) -6, (@ 1).

Soustrayant cette égalité et (71) I'une de l'autre,.on trouve

(e ) 1) o

4@+ 2)— g, (2) = 2log 16, (¢ + 1) 6, (2),

d'ou I’on conclut, eu égard & (67),

@}\ ('T + 1) S @}‘ (}) =k
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Cette identité montre que le polynome ©, (x) doit etre ¢gal & une
constante que nous désignérons par ;.

18. 11 est aisé de prouver que
o, =0.

On a, en effet, quel que soit le nombre =,

6, =p, @+ D+p, @) — P, @, (T1)

d’ou, en remplacant z par —z,
a, =p,(1—2z)+p,(—2)— P, (—=). (72)

Or [l'égalité (38)],

BE) ==—p 2, p0)=0.

Posant =0 dans (71) et =1 dans (72), on trouve, par con-
séquent,
& =p,(1) =P, (0).
s (X}\zﬁp)\(l)—PA(——l),
Lot
Ze, =0} et

Posons maintenant dans (70) =0; on a

1 ot 1
= = Bk iy ok 2 Alo
/:!PA(O)"‘OA—I : 0%*3 3.3 ! S Bt e
i L o
T T
car s , : :
V)}\—:Zs—] (1) e C'Z.s'—[—l 7 w)\—[;Qs(l) =0.
D’autre part, en se rappelant que
V20100 = Cyyp ) 12,0} =0
et en posant dans (70) z=—1, on obtient
——iP(Hl)—C e
Tk S O TR e R
1 1 B
0 i -
i S At




Par conséquent.
et 1'égalité (71) devient
@+ 1) + ¢, (9= 2 logz. (73)

49. Indiquons, en passant, quelques conséquences de identite

@)\ =

0, @+ D +p, (@) — P, () =0, ()

que nous venons d'établir.
@:\(w) etant un polynome de degré (2— 1), on trouve

6, (2)=6,(0) L& (O):o»-()"(())——‘— i

- @(ls)(o)xjﬁ!_ L 60-2(0) g8 60— (O)__):l_
Sl s G a—n!’
ol, en vertu de (74),
OB (0) = pH (1) + p (0) — PH(0). (75)

En se rappelant que C,=0 pour % pair, on peut écrire [l’6ga-
lité (38)]

hil
ne Z e
J=0
dou
i
])g‘)(r)— Z C}\_j‘a/ e IJ(] v (G— k1) -k,
Fk
On a donc
PN =C,_ gy ¥ (76)
k-1
b(m(l)—-Z(J_? =D G R an
=

Formons maintenant les dérivées de divers ordres du polynome
P)\(a?).

.




S

Il est ais¢ de s’assurer que

fen e m 1

(x+1)2—a2 (X1 —ab
+ w;\__k_g(l _IL 9 \(,l | ‘))V ?p) k=3 (1 T) W _}—
(v )) el |

+(—"1);‘ ]wl(l-*—‘ﬁ) ( 1)(4__]>, ~1—

)7—71‘_(];7'—7;
A

e pEr (78)

Do e
De cette égalité on tire par différentiation, en tenant compte de (20),

mpwn( D 1;@@%_
+%—k-—3(1—|—1’)%— e 4(1—[—9,)(3(%4_;3_4_
+(——1>kw1<1+@<ﬂ Al # zﬂaﬁ;ﬁ)x o
+(— 1)’+1("l(/_',1—_:)_,f3

Donc 'égalité précédente étant exacte pour k=1, 2, 3. elle le
sera aussi pour la valeur de & plus grande d'une unité; par conséquent,
cette égalité a lieu pour toutes les valeurs de k=1, 2, 3,....,2—1.

Si 'on y pose =0, on trouve

2—1

C, .
Aol =
T PO = Z("“”J TFDIG—=R

ety ew 6gard & (75), (¥6), (77) et (74),

oM (0)
]l =0 *f‘ =1 i

+Zl e e (jf7t'*1)_(_1:,;_kM]=o,

4 k! G4-DL—F)

=02 1)
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Moyennant les équations (d;) du n® 16 nous obtiendrons les rela-
tions correspondantes entre les nombres de Bernoulli.

50. Revenons & I'équation générale (73).
L'égalité (67) du n® 47 donne 1)

(2z - 1)@z+DA
2 1) — D=0 e > TR
¢, [2(@ 1] ¢, (22) = 2log o
d’'ot I'on tire, en tenant compte de (43),
log ‘8———)‘ (E+1) = loo .Mu_
¥R e ° (22 -1 1)es+Oh
ou
(2 x)(zx)x , :
8, (x+1)= +—~1)(0£+U)‘ 8, (2). (79)

Cette équation a lieu, comme l'on voit, pour toutes les valeurs ré-
elles et positives de x.

Pour » un entier elle résulte immédiatement de la définition de B,
a l'aide du rapport que nous avons désigné plus haut (0% 30 et 1)
par v\(? xr—2).

Si I'on remplace dans (73) ¢, (%) par son expression en log#, (x) i

2 it
¢, () = g, (2) —logB, (5) =logz, —logB, (5) ;

on trouve encore l'équation suivante

8, ( ) 8, (x—l; 1) ZZXA (80)

Posant enfin dans (73) =1, on obtient
4 (2)+¢,(1) =0.

Par conséquent, en vertu de (43),

e e leelINN—. e 0o e e e

1 :
log 4, ( ) =q,(2) =logm, , (81)
1
bl % )
) Remarquons, en outre, que cette dPhHE:lO égalité résulte Immédiatement de |
I'équation (73). i
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résultat, déja trouvé au n® 46 par le calcul direct dans le cas parti-
culier de 2 =2,

Remarquons d’avance qu'il existe encore une relation simple entre
logﬁ’A {x) ot logg, (1 —), mais nous la déduirons plus tard.

51. Passons maintenant au développement des fonctions q,(x) et
logﬁ’l (%) en séries convergentes.

L’égalité (40) du n® 26 donne

q, (@) =2l p, () loga - p,(2) + Z u® (z) , (82)
k=0

ot le terme général a I'expression suivanie

1
r

1 1
W) =— 21| »w (2 , —_— | dz.
we B [x+2k e x+2k+1+s] .
1]
Il est évident, d’apreés ce que nous avons dit au no 49, que

1 :
dz
L e —————
Ao
0

-

3

X 2k+1

8
_Jﬁ

e s )
— P e+ 2+ 1)+ ilp, (@+ ﬂ:—;-z)logLf_l.

I
|
X \

LS| b

On en tire, apreés des réductions simples,

u® (@) = P, (@ 2k + 1)— P, (& + 2%) + (83)

r | x + 2k : i 2 (@424 1)
Mok ab s g (1 ey

Remplagons -2k —1 par & et posons

13




A ——

== g4 - =

Remarquant que

P,®) = P, +EP;(0) + 5 PO +... +

—1

Sty ) o
S (f_l)! et (08

i

o2
PE—1)= B 1D)—EP =D+ P(—D+... +

!

& :
T RRE D e BRI D),

on frouve

h=l

g G (£0©) — (1 2O 1)) .

led [
& =l !
Or, en vertu de (78),
B0 o P®O(—1)=0.

Par conséquent,

=2
&2k
e s S 2k
S =2 Z = PR
k=0

Désignons par F) I la constante suivante
0]

1 1 :
Fx, g [O‘/.—k—lm =7 Ok—k—2m7 T

7 , 1 : 1
oy CI(A—k—l)(l_l)x i @l

On aura

S @42k 1) =P, (x + 2k +1) — P, (& 2k) =

=B k@2 IRF, b0k L IFE .+

G o

+ @+ 7

L K—2
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et, en vertu de (83),

ulii (@) =

, : i ; 2k 1)h

= log gL (ﬂ)l.’ Y, (wH2k+1) : (I__ﬂ;—g)‘?(z—}—)k{-]) .
x4+ 2k + 2 |

Tk
On trouve done, eu égard & (82), le développement suivant

¢, () = Al yp, (x) log +p, (@) +
2 : SR Sl ; s 9ok 1)k
s Z i es;\<z+gk+n( w42k ) L (a: il )~<x+-ﬂ i
~ 2+ 2k+ 2 == k1

convergent pour toutes les valeurs positives de la variable x.

Le développement de logp, (z) résulte immédiatement de 1'éga-
lité (43).

Posant, en particulier, 2= 0, nous trouverons

22 + 2k) 2z -+ 2k + 2)
(20 -2k + 1)® :

oo
JU
log 8, (w)=log -, — logz e Zlog (
=1
car

?, (x)=1, p ()=0, S@)=0, =1 pour A=0.

51. Il faudrait maintenant étudier les propriétés des dérivées de
divers ordres ainsi que les relations entre celles-ci et les fonctions pri-
mitives ¢, (#) [ou log @, (x)] correspondant aux diverses valeurs de I'indi-
ce A, déduire les expressions de log & (z) sous la forme de cectaines inte-
grales définies et appliquer les résultats obtenus & la théorie des fone-
tions I (x), mais il est préférable de donner d’abord la définition des
fonctions g («) [et log@; (z)] correspondant aux valeurs impaires de l'in-
dice 2, ce qui fera l'objet de la seconde partie de mon travail qui pa-
raitra sous peu de temps. (A suivre).




[IEPIOJINYECKIST OYHKLIN,

B. II. Epuaxosa.

1. A6enesbl dyHRuin.

AbeneBa (yHEEIIA ecTh MepoMOp(Had Iepiognueckas (YHKIIA, Ipu-
46Mb UHCIO OCHOBHBIXD IIEDiof0BDh BIBOe Goabe uwmcaa mepembmmbxs. Ha-
NOMHI0 BEpaTIh, Rarh Moxyyamorcs AGereBBl ()YHRIL

JTamo whkoropoe alredpanyeckoe YPaBHEHIS ¢ IByMA IepeMbHHENMIL:

e s 1), (1)

U3b oT0TO ypaBHEHIA MEL MOEEMDH DPA3CMATPHBATH S KAKD (DYHRIIH 2.
PascMoTpuMD HHTETPAIH:

(@(z, s) 0z,
</
BB KOTOPOMD HOIBUHTETPAIbHAS (DYHENIA BRIDAKAETCA PAMOHAILHO UEDess
z 1's. Momers cIyunThes, YTO TAKOH HHTETPATs HE 06pallacTca BL 0e3-
KOHEUHOCTh JAI BCAKATO 3HAUEHIA HesaBucumaro nepembmmaro z. Torga Mol
uMBeNt Takh HasHBAGMBIT HHTETPAIh nepsaio podd.
Tucro auHefiHO HE3ABHCHMBIX'S HHTETDPATOBT MEPBATO POIa BCETIA KO-
HEYHO, 9TO UHCIO HABBIBAGTCH pamioms amedpaureckao ypasrenss (1).
Iycrs HesaBHCHMBIE HHTETpalhl IEPBATO POia GYIyTE:

Ygul(_z, )0z, Jgo.z(z, ST jgpm(z, §)0z.

CocraBAMD CIBIYIONIA ypaBHemis:

z

( 9;(z, ) 02 = ;. (2)

k=1 'Zlo

k=n

e el e ot <
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VMap sTuxh ypaBHEHi MBI MOEKEMD PasCMaTpuBalb BepxHie mperbIsl
By 85y «oo 8, W ¢ymEnin mepeMBABBIXDL X, , Xy, ... L. IIpousBonpHasd
anrreGpanyeckasd CHMMeTpHYECHasd (VHRIIS BEpXHUXD npe1bioss OYIETDH
AGexeBofl (yHEUieH.

Bt jassebiiniens naroeHin roBopa 0 nepiofueckofil  (pyHRIIH, MBI
Gylemn moppasywbBaTh IMIIb TARYIO (YHRIIO, THCIO OCHOBHBIXD mepioLoBD
koTopoii BEBOe Goxbe umcIa MepeMBHHBIXD.

2. Was uscabpoBaHia.

Temeps ABIAETCA BOUPOCH: KPoMt AGereBsIXs GYHRIIM, CYMECTBYIOTT I1
ele Ipyris mepiofmueckis (QyHRIUIH.

Bp macTogmews uscrbiosamin s HaMbpewDh JI0Ka3aTh cabIyoIy o
TEOpeMy:

Beaxas mepomopdnas @Gymruia 1 RePeMBHHILS, UMILIOULLA n me-
Pi0006%, GLLPANCAEMCA PAWIOHAIVHO UePE3d Aberesvr pynrui.

Tlocas orepeiria Gopel'ens u Rosenhain'ows QyEkiii 6 MHOTHXD Le-
peMBHEBIXD BO3HAKS BOHPOCH: MOKETH 1M NPOMSBOILHAML (pymERUiZ n Iepe-
MBHEBIXD ¢ 21 HepiofaMm BHIPAEATHCA PALIOHAIBHO YEPesh PpyErIin 6.

Ha mepsei BSTAALH KA3al0ch, 4T0 HBTH, MOTOMY YT0 MERKIY mepiogamMu

2 1 o
(ymEuiii @ cymecrByers 5" (n— 1) M3BBCTHBIXD COOTHOIIEHLIL. Bt pasro-

sopb ¢» Lepyurons Puyans Bb 1860 TOLy yTBEpEKIATh, TI0 9TH COOTHO-
MIEHIS TOMKHH CYNIECTBOBATH MeRIY 2n mHeplojaMu Begrofi GyHRUIin 7 IIe-
pexbuEbxS, Mo Epafimefi Mbph mocah HBEOTOPHIXE IPOCTHIXD peodpaso-
paniii. Tomke yrBep:kiarh u Befiepmrpach Ha CBOHXD aermiaxs. Ho mu
T0TH, HE Ipyrofi He jaim jokasaTerncrsa !). Takoe T0KA3arTeIbCIBO BL MED-
BEIfi pash OBtmo mamo Poincaré m Picard’ont Bb ganbrrb, IIpeicTaBIeHHOI
pp Tlapmxckyo Arajemio Hayrn 3 jJeracpa 1883 roga.

Takuvs 00pasoNt u3b ykasaHHoil sambrrm Poincaré H Picard’a BbI-
TeRAETH I U3IOKEHHAS 3rbch Teopema. OCTAETCA TOABKO TOLH COMEBHIEND:
BRIpAKAETCSA IM BCSKAd Iepiofmueckas QYHRIIA 16pesb AGexeBsl (YHRIIH
PAUIOHANO0 TIH AJIEOPAUNECIIL.

CBEPXD TOTO, 10 KPATKOCTH W3J0KEHIA, BHIUEYIOMAHYTAL sambTEA
JOCTYIHA JIHITh HeGOXbUIOMY EPYry uurareieil. Borh motemy d HoIararn, €ro
HacTodmas crared Oylerd He 0esnoxesHa LIS PYCCRUXD guTarexei.

1)y Cy. 10 HTOMY LOBOAY: Monatsher. d. Berl. Akademie der Wissensch., 1869,
p. 895.

Journal fiir d. reine u. angew. Mathem., Bd. LXXXIX.

Bulletin des Sciences mathém. et astronom., 2-e série, t. VI, 1882. (Lettres de

M. C. Weierstrass a M. C. W. Borchardt). Tipmy. pex

:
|
i
|
i
.
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3. OcoOeHHblA TOuYKM GyHKUM.

Tro0bl 119 THTATEXT HMUETO HE 0CTABALOCH HEACHBIMD, A I0IKEHD
BBIACHHTD, UTO HasbBaerca MepoMopgHowo ¢ymkmieii, He Gesmoaesno Tamke
JUOMAHYTL 0 TOMB, KAKifl MOTYI' OHITH 0COGEHHBIT TOUKH (DYHKI[H.

IIpesene Beero s mpeamogaram, urto Ml mrbes Ib1o b (yrkmied
OIHOTO IepeMbBHEATO.

Touka &= ¢ masnBaeICT NOMOCOMD pysknin, ecan ¢yHEmiZ BL sT0fi
TOUEB 00paliaerca BT GeskoHewHOCTb, HO 10 YMHOEEHIT Ha HBKOTOPYIO 1h-
IJI0 CTeNEHh & — . NPHEIMACTS KOHEUHO® 3HAUEHie, OTANYHOE 0TH HYIA.

Be rarows ciywab (yEEUIT MOmeTt OMTH PA3IOKEHI BT cXomAifics
PALXD 110 IBIBINT BO3PACTARIND CTEHCHAMT & — @, IPHICHD B LIEPBON'B
WIeHS @ — a BOHEET: BB OTPUTATEABHON CTEICHI.

Mowmers cayunrsed, uro BS HBEOTOpoil Toukh (pymKumig Momers Impi-
HEMATh NPOM3BOIBHOE 3HAUEHIE, UT0 3aBHCHTH OTH TOLO [YTH, I0 KOTOPOMY
MBI LUPHXOIUND Bb pascyMarpuBaeMym Toury. Takad ToUka Ha3HBACTC cy-
UECMGERNO ocodennol moukow. s mpuybpa pascMoTPEND PYHRIID:

i

&

€

Hokamewns, 4To BB T0urh 2==0 sra (YHEIIA MOEETH NPHHHMATH

OPOM3BOJBHOE 3HAUEHIE:
i

= A,

Lyerp ojnuD KOPEHb 9TOr0 ypaBEEHism Oylers 2=,

1
@

e — 4"1 ;
TOTAA BCARIH APYTofl KopeHb GyIeTs

: a
rTA —+ 2naai

Cp Bospacramient mIhraro umera n 10 03ROHEUHOCTH HTOTH KOPEHb
CTPEMHTCS Kb HYIH. ,

Touka 4=« HassBacTes KPUMUUECKOI0 Moukolo (PYHKOIN, eCIu (pYHE-
id MOKETH OHTh PABTIOKEHA BL PAXD 10 IPOGHBIMND CTENEHANMD &— .

Ipu odxoxb oR010 KpmrHueCcKofi TOWRM (yHELiT WBHACTD CcBOe 3Ha-
yerie. UucIo TaRUXD 3HAUEHIfi Romeumo.

Touka # — o HABLIBAGTCS Mpancuendenmuon TOIROH (pyHEDIH, ecan
QyEELiA BB srofi Tourbh mpHEEMAETH onpejbrennoe sHaueHie (ROHEUHOE HIN
OE3KOHEUH0E), HO HE MOKETH OHTb PasI0meHa B pars HE 10 Whasiwh, HE
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IO APOOHLING CTENEHAMD «— . TakoBa Touka £ =0 Bb QyHEOD logx.
Toura x = @ OyJers TPaHCUEHJAEHTHO BT (YHENIH (z— )", €CIH TOKa-
saredb m ecTh umcIo AbficTureibHoe Hecomswhpmymoe. Ilpm odxoxb oxoxo
TPAHCIEHIeHTHONT TOUkM (yHEIIA WhHAeTh cBoe smauemie. YMCI0 TAKHXD
3HAUCHII 0E3KOHCUHO BEINRO ').

DyHRmig, He NMBOMAd KOHEUHHIXT 0COOSHHHXE TOUEKD, HA3BIBAETCH
1000310010,

Tarag ¢yHELA Bcerja MoEeTh OBIThb PA3I0&keHa Bb PALD 10 IBIBIMT
NOIOHKUTCIPHBIMD CTEIEHAMD % — . OTOTH PAIL CXOAHTCH 118 BehXD
3HAYeHill «.

DyHEITA, mvbomas momocs 1 we mrbomasn JAPYTHX'D KOHETHLIXD 0CO-
OBHHBIXD TOUEET, HABLIBAETCA Mepomopginon; Befiepmrpach NDOKasarb, uTo
MepOMOp(Had (YHKI BCerja MOmEeTHh ObITh BHpPakeHA OTHOMIEHIEMD IBYXT
TOIOMOPQHEIXD (YHEILI.

Oynruiga, umbonad KOHCYHBIA CYLICCTBCHHO OCOOGHHBIA TOUEH H HE
HMBOMAA HU KPUTHYECKAXD, HH TPAHCIEHICHTHBEIXD TOTEKDH, HASHIBAETCS
odnosnaunow (uniforme, eindeutig).

Dynrmia, umbomasa EPUTHUYECKIT WM TPAHCIEHIEHTHRIA TOURI, HABHI-
BACTCI MHOLO3HAUHON.

Iomownws Tenepb, uTo Ml nMbeMb (YHRIIO MHOTHXE IepeMBHHBIXE,
fix,, %,y...,2,). COBOKYIHOCTh UaCTHBHXDL 3HaUeHifi He3aBHCHMBHIXE Iepe-
MBHHBIXD HasbBaeTCA TOUROI0 (BYHEMiH. UTOOBL omperbanTh XaparTepsh TOU-
KU (¢, 5 @Gy, ... 0 ), HYRHO IOJOKHTD:

ARy s o Sy i
o, =a-1+ht, z,—=a,1+hit,...x, =a +ht,

rab A, hy,...h, DPOMSBOIBHLIA NOCTOSHHMA umcla. Ilocrh Takoff mog-
CTQHOBEN (YHRIIA MHOTHXDH IepeMBHHBIXD 00paTuTca BB (PYHRIND OJHOTO
nepearbumaro 7.

Ocraercd Tenepb OUperbInTh XAPARTEPD TOURM (= 0.

4. MpuBoLUMOCTL NepioAuY4ecKuXb (YHKLA.

IIycrs maHnl TpH Hepiofmyeckid (YHELIM ABYXD HepeMBHHBIXB Ch
TBMH e UeTHIPHMA Tepiogami:

f](x17 wg): fg(l’la Ig)s fg(“vl '%3) (8)

1) Cyumecrsento ocobenuas TOYEA MOMETh KOMOMHHDOBATLCH CF KPHTIHUECRON TOU-

KO0 T ¢b TPaHCIEHIEHTHOI TOUYKOW. TaKh, ecIN IMOKAsaTelh Hi €CTh UHCIO MHMMOE, T0 TOULA

i =a BH QYHRMN (©— a)m Gyiers OTHOBPEMEMHO H CYI[ECTBEHEO OCOOSHHOM It TpAHCHel-
1

Ve

LeHTHON. B® QyHERmin e 109ka =0 Oyjers I CymEecTBeHHO 0CO0EHHON M KPHTHYEGKOIL.

e T
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Ilyers gamsl eme Bk Iepiognyeckia (yHRmin:
PiZss @) 9,2y, ). (4)

IIpeamoromnys, aro st (YHEIIN mMBOTE YeTEIPE OTHHAKOBBIE 0GHOB-
Hble I1epioja. BosrMens kanoe HIOY1b PAlioHAIGHOE BLIPAKEHie H3E Pynr-
Wift (3) m (4); Toria moxyqmms IePIOIHYECEY0  (DYHKILIO UETHIPEXDE  Ilepe-
MBHHBIXE:

F(xl i xgv xga J.‘4),

¢b BOCBMBIO HepiojaMiu. Sta (yHENiA o6paimaeTcs B IePiOIHYECEY™ (yHE-
L0 JIBYyXD IEPeMBHHLIXD, ecin Birkcro %y W Z, TMOJCTABUND KakiZ HuGyIb
IOCTOAHHBIA BETHYHHEL

Temeps uersipe mesasmcumba mepewbumpa BLIDASHMT, IHHEHO Yepess
HOBBIA IepeMbBHHLLA:

% oo oif ) o
xj——ajyl I ﬂj.yz | ?’j?j;g I dt,‘f‘/y
U=1,2:34
Torga maura ¢ymrniz TPEBPATATCA Bb IEPIOTHYECKYl0 (QYHENID HoO-
BEIXD [I6peMBHHLIXD:

Z,

F(Z‘ 93 Ly, x4)=@(;?/13 Ys Ys .7/4) (5)

S ek

CooBpasno csoexy cocraBy mocabansas (yEEIiA 061agaeTs cabIyOIINL
csofictBoMD. Ecin usn ypasmenwifi:

=

& Yo+ 8,% + 1, U5+ 0,9, =a,
D% Bt -+ ¥ + Oy, —a,,

ouperbaunt 1pb mepesbEENA B mozcTABENT B $yuEmin (5), T0 978 PyHE-
Iif NPeBpamaercsa Bh (YHEMID ABYXD> IEPEMBHHBIXE CB UETEIDHMA Tepio-
Javn. OTcoja BHACHAETCH crbayonmas teopeya.

Aana sepovopdnan dynnuin n NEPEMIBHUBILY  Co 21 Nepiodaru,; 6vi-
PASUMS 0 — 1" HESAGUCUMDILD NEPEMIBHUMET JUNCTIHO UEPess OCMAIbHLA He-
JAGUCUMBLA NEPEMIHILIA U NOOCIMASUME 65 OANMY 0 Pynruino; ecauw nocan
I dannan fyuryin npespamaemca e nepioduveckyio  Pynruin cs 2
nepiodau, mo dannan @yuruin soxcens Guin BUIPANCEHA PAUIONATBHO e
DPe3e nepioduneckia Gynruin s MeNBUUMD CUCIOMS nepio0oes.

Toumocrs aToif TeopeMEI ToLTeENTH HBROTOPOMY coMEBHID, HO 5T0
couubmie MOEeIs ObITh ycrpameno mocrh TEOPEMBI, KOTOpadg OVIETEH JOKa-
3aHa BB § 7.
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Ilepiognueckyo (PYHENID HAB0BEMD Henpusodumorw, €CIH OHA HE MO-
#KeTh OBITh BHIPAKEHA PAMiOHAJIBHO uepest MepiofuIeckis (YHRIIM Cb MEHb-
IIHMB 9HCI0OMB HEepiojioBbD.

5. HenpuBoaumbia philenis nepiosuyeckuxs ypaBHeHiid.

Ecmn jama ozma nepiojmueckas (yHENS, coiepkamas 7 HepeMbi-
HBIXD, TO JIETRO MOKHO COCTaBHTH 7 HE3aBHCHMBIXB (VHENI ¢b ThMm &e
2n mepiogamu. IlokakeMs 5TO.

IIyers pama mepiogmueckas (QyHEIiA:
e
dcno, uro crbiyomas ¢ymrmia:
e, +a,, z,+ s~ can®, ==t

Oyzers Takxke mepiognmueckoo ¢b ThMu ke Iepiogamm. MLl MO:EEMD BCEria
10106 paTh @, @y, ...,0 TAKDL, YTOOLL STH (YHKMIH OBLIX HE3ABHCHMEL

Iloxo0HENT ke oOpasomb uMbents elme TpeTsi Hepiofuueckyl (yHKIIO:
il el e e e U

Hocrostamba by, by,...,b oIATs MOEHO BHOpATh TAaKL, YTOGB I0-
crbiHASL (YHEIiA He MOTIa OBITh BHIPaKeHa UEPesb LUPCIDHIYINIA,

IIpozomkast raxbe, MBI MOEEMbH COCTABUTH 7 HE3ABHCHMLIXT Iepiofn-
UECKEXD (DYHEIIT.

Hoaxownwn, uto MBI HMbeMD 7 MEpPOMOP(HBIXG He3ABHCHMBIXD ()YHLIi
% IePeMBHHBIXE Ch 27 TEpioJaMu; NpUPABHIEMD 5TH (YHEUIM IPOM3BOIL-
HBEIM'L HOCTOSHBIN:

U Ty, Ty, sT,) = 4. (6)

(=1 2wy )

Yucao pbumenifi stuxns ypasHeHili Ge3KOHEUHO BEIHEO.

Ecan w5 ognoMmy phumenio mpuoaBuMb Kakofi HHOYAD Hepiolb, TO I0-
IyunME Ipyroe phuenie.

Asa  pranenia  nepioduueckuxs ypasneniit nasoseMs NENPUOIUMLIML,
CCAU UXD PATHOCINL HE NPUBOOUMCA KD Nepiody.

Toramenws, U0 UMCI0 HENPHBOAHMBIXTG phiienifi mepioguueckuxs ypas-
HeHifl (6) KOHEUHO, eciu (DYHKIIH, CTOSNIiA BB HEPBHIXD UACTAXD, Mepo-
MOP(HEL.

AR
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Jra sroil nban mepefiteM® 0T MHUMBIXD BIUIHHT KD A5 CTBUTEIBHBIND:

z,=§ + 7]J.'z7, AJ.: Bj—{— Oji,

YpasHenid (9) npeBpararca Bb cabiyomia:

(pj(Sln s aty '>::-nv Wyg oo 37],.,,):Bj7

P& s M-, ) =0

IlepBoig wacTn OyAyrds yke GYHEMIAMM 27 TBHCTBUTEIBHFIXT mepe-
MBHERIXT ¢b 2n rbiicrBuTeapubnm mepiogamu. Ml moIaraeMn, uTO 0npe-
Omaumeny, cocmasaerivlll U35 IeMENIN0GD OCHOBHVILS NEPI0006s HE 00pd-
ugaemea 6s wyav. Kcam 65 aTorh omperbanTeab o6paTHICS BH HYIb, TO Ie-
piognueckas dyHEmia ObLia OBl HEBO3MOKHA, TAKD KAKb TOT1a MOKHO GBLTO OB
COCTABUTh Takofl 11epiolb, BCh 2I18MEHTH KOTOPAT0 OBLIM OB GE3KOHEUHO MATHL.

IlpeoGpasyens wuepewbmmba §,....§ , #,,...,%, JIHHEHHO Kb HO-
BBIMD NEPEMBHHBING: ¥, , Uy - . . .Y, . Ro3(pumients 1nmefimaro mpeodpa-
30BaHig BCerjga MOAHO 10100parh Tawb, YTOOBl Ka#Iblil 0CHOBHON mmepiond
IPUBOIMICA KD YBEIMUYEHII0 OIHOTO H3h HOBBIX'B MEPeMBHHBIXH HA eJIIMHHILY.
Takuys o6pasont ypapHeHig (7) mpeBpamanTced B crbiyormis:

Py Sy L b
(8)
qj(ylv Yyo o v 7ygn): CJ

(=g )

Pynrnin, crodmigs B IepBoff wacTH, He M3MBHANTCA, €CIH KakI0e
nepeMbHHOC YBEAMUNND Ha ©THHMILY,

Mpr mmeyxs HempuBoiuMbid phmenis ypaBHemifl (R); HO RaEI0e Tagoe
phurenie mpu moMomm IepiogoBT MOKHO IPUBECTH BL TAKOM BHAL, UTOOLI

O<y_}<1 (=12 i n)

TaruMb 00pasoMb 6cib HENMPUBOOUMBLA PILWLEHIA  OYOYID 3ARIIOUAINLES
65 Koneunoms o0werny (2n usMbpeniil). Ecauds umcIo HeIpUBOIMMBIXD pb-
menifi 0510 Oe3KOHEYHO BEIUKO, TO aTH phmremig crymaamch 6nr BL HhRO-

“ropoii Tourb. Ho BB rtakoiwrs cryuab sva Toura Obria OBl CYIIECTBEHHO 0CO-

OeHHOI Toukoil, mo Kpafineli nMbpb 118 oxmofi 3B mepioIUUECKUXD PYHEIIM.
Ho mepoMoppumia ¢ymrmin ne uymbiors CYNIECTBEHHO 0COOEHHBIX'L TOUEKD.
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Orcioja BBEITERAETH CIBIyOIIEE 3akINUEHie.

Yueao nenpusodumvize prweniit ypasneniic (6) scerda xoneuno,

Cb mswbHeHieMDb HOCTOAHEBIXD B,...,B , C,...,C u#swbasores

u pbmenia ypasmemiit (8). 9rm pbumrenis, kKakL MOKA3aHO BHIIE, 3aKI0-

YAHTCA Bh KOHCUHOMD 00heMb, cabroBarelpbHO HE OJHO H3T IepeMBHHBIXED

He 00paTHTCA Bh O0esROHEUHOCTh. OTCIONA BHITERAETH CIBAyOIIee 3aRI0UCHIe:
Vpasnewia (6) 6ceida ummioms Koueunsis pmileHia, Kakogst Obl Hi

ovtaw wueaw Ay, Ay, .. A, cmosia 60 emopuias wacinAzs ypasienid.

6. 3aBUCMMOCTL Mem Ly nepioAMYECKUMU (YHKLiAMK.

IIycrp mwbems # -1 MepoMOD(HEIXD (VHEUIT #» IepeMbHHBXD « ¢b
2n mepiogamu:

uj(‘.r], B G=1,2,...m) (9)

DA Bk

Mexny oTHMH (YHRIIAMI TOKHS CYHIECTBOBATH 3aBHCHMOCTD:
By Wy eyt s ) ==, (10)

Hys#no jokasarh, yro sTa 3aBHCHMOCTH OY/1eTH aJreGpamyeckasd OTHO-
CHTEIbHO KakIofl (yHKIIn.

Jdast oroit whan % RaknXs HIGYb H3D IAHHLIXD (BYHKIII TpHpaBHAEND
IPOH3BOJIbHEING ITOCTOSAHHBIAE:

Wy, 2y, oo @,) = Aj. (11)

(J=1,2,..,m)

Bruro morasamo, uTO 4MCI0 HEUPHBOIMMEIXD DPBITeHiii sTuxt ypapme-
Hill KOHEYHO; IYCTh 9TO UHCIO DPABHO #i.

IMoxcraBups st phurenia ve GyEEmin v, Hailews mis sroil mocrbi-
Hell (QYHEMIM TOJIBKO 7 3HAMEHIil.

Wraxs, mponssoasroii cucTens sgaueHii Uy o Uy, ... ,U GOOTBBICTBYETH
m sHaYeHil v. Orciofa crbryers, uro ypasmenie (10) oTHOCUTEIBHO v Oy-
TeTh airedpamueckoe crenenn m. CRasaHHOe PACHPOCTPAHALTCA HA KAKIVO
(pyrEmin. Taramb 00pasoMb MBI IPHXOANME Rb cabiyomeii Teopend:

Meacdy n—-1 yeposopdirvimin GyrkuiaML 1 NEPEMIBHHILS, UMTIOUUMIL
20 nepiodoss, cyuecnByems 3ABUCUMOCIIL,  AJACOPAUMECKAS  ONHOCHINETBHO
kaocdoli hynriin. :

Eean wicno menpusoxuMulx® phuienift ypasweniii (11) paseo m, 10
ypaBzerie (10) OyieTh, Kakb MOKA3aHO BLIE, CTEIEHH 7 OTHOCHTEIBHO ¥.
Momers a1 sT0 ypaBHeHie HMBTh EPATHBIE KOPHH OTHOCHTEABHO ©7

i
:
{
|
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9ps -

Hoxoxkuys, uto ypamsenie (10) mwbers KEpaTHbe KODHE OTHOCHTEIHHO
v. BB maroys ciyual kpaTHbE KOPHH HOIEHEL yI0BIETBODATH aaredpanue-
CKOMY YDaBHeHil0 HuU3IIeH CcTeleHH:

Qs gy o8 DI=0, (12}

Ho rawp Karb MekIy (YHRIAME (9) cymecIBYeT®: TOIbKO OIHA 3a-
BHCHMOCTD, TO ypaBHeHia (10) u (12) JomkHRL mMBTH OIHHAKOBHIE KOpHI,
UTO BOSMOKHO JMIIL BL TOMB CIydab, koria ypasHemie (10) MOEETH OBITH
IPeICTaBIeHO BB (opmb:

Fp=o.

Ramaplii kopeHs 51010 ypaBHeHi OyAeTD KpaTHBIE, U CTeIeHb KpaT-
HOCTH OYIeT® OjiHA W Ta e, DABHA @, UPHYEMD g I0MKHO ObITh TBINTe-
Jenb uncaa #. CrasaBHOe 00CTOATENbCTBO Momkers umMbre Mbero Toapko
DY 9aCTHOMD BHIOODE (yHEmim ». Boobme e Bceria MOKHO BEIODATH
(pyHEIi0 v Tawb, 4TOOH ypasHeHie (10) He mrkio EPaTHLIX's KOpPHEIL.

Dywrwen (9) nasosems ocuosnvid, ecuu ypasuenie (10) wne ummems
Kpamuvlrs xopuei.

7. PauioHanbHoe Boipamenie nepiouyecoi (YHKLIM 4epessb OCHOBHLIA PYHRUN.

BosbMent # He3aBHCHMBIXD MEPOMOP(HBIX'S (BYHKIIH # IepeMBHHBIXD
Ch 2n IepioTaMm:
w2, By, .. .,%,). (13}

(G=1,2,..,m)
IlpupaBrgeMs 5TH (YHRIIN TPOMBBOILHLIMG ITOCTOZHHBIND:

u].(xl 5o By ha o) £ AJ,.

(j:l’ 21-";")

Hon0kuND, 4T0 YHCI0 HENpHBOILMHIXE pbuienifi stuxH  ypasuewiii
paBuo m. loncrasuwt otm phrenia b 1B% Apyria mepiommueckis (yHEMIH,
umbomig 5 me mepiozr, VB, Byyoiiily) el &, il

Arg rammoft ¢ynxnin IOTYUHMD #i 3HAUEHIH:

(14)
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ITH 3HAYeHid OVIyTH KOPHAME IBYXL aIre0paHuecKuXh YpaBHeHIi:

b e

V) =0, FAw, iy s s Whes 0.

Ms1 MomkeMb, Kakh CRasaHO Bbe, M0A00paTh (YHEIUIHD v Takbp, UYTO-
OBl esd m 3HQUeHil OBIIM pPa3IMYHEL
CocraBuM® Temepsh CIBIyOIMYD (QYHKINIO:

P =U—a (=0} v (t—0 1

ITa (YHRIIA CAMMETPHUHA OTHOCHTEIbHO KopHeit (14), a MOTOMY KO-
5QUIieHTE TPU KamJIol cremeHH ¢ BHPAKAOTCA palliOHAIPHO Yepesb
¢yarmin (13). :

Cocrasuns gaabe crbryomyno cHMMETpHUEcKyO (QYHELIO KopHe (14):

w 2w

(D(t)( — +---+—j{%)=@@' 15}

t—vl t—fvz i e

Rosppunienrsr sTofi (yHENIN Takke BHPAKAOTCA pAIIOHAIBHO Te-
pess QyHEmin (13).

Bp pasenctsh (15) ¢ mpousBoIbHO; MOIOKAMD [ = v Taws Kakb Me-
Iy sHAUYeHIAMHI (GYHRIIM ¢ HBTB PaBHBIXD, TO HOIYUHMD:

D' (v)) w,=08(v),

OTEY 12

910 paBeHCTBO MMbBers Mbero p11a BebXb sHaueHili j orb 1 10 m;
TOSTOMY IPOIIE MOKHO HAILNCATH TaLb:

: G (v)
W= T(l’) .

Bo sropoii wacru, KakD MOKA3aHO BHINE, BXOAATH DPATiOHATBLHO (YHE-
nim (13). OTcioja BHTERaeTh crbiyoliee sarIoueHie:

Bearaa mepomopfnas @yniuyia n nepernmunvias cs 21 Nepiooamn ebi-
PAACAEMER, PAUIOHAILHO Uepes3s N —— 1 ocnosnslrs (iynrulil.
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8. Juddepenuiarbhbia ypasHeHia nepioAuyeckuxs (yHRU i

Bosbyems cucrenmy 2 -1 0CHOBHBIXD MEPOMOP(HEXE GysRmii » me-
PeMBHHBIXE ¢B 20 HBplO,I[a:\II/I.

-uj.(xl, Lo
(F=1,2,....n)
B ) (16)

Mewny sTuME (YEEIIAMH CYHIECTBYETH AITEOPANYCCEAS 3aBHCHMOCTH:

Hil Caei U (17)

Bruro morasamo, uro kamzas nepioguueckad GyHrmis, nubomas T me
IEPIoNEl, Kakbh H (yHENim (16), BHpamaeTcsd pPATiOHAIBHO uepest (PyHE-
uin (16). Orcoga cabayers, 4r0 YacTHBIT IIPOH3BOTHBI QymEmii (16) goi-
KHBL BLIDAHKATHCA PALiOHAIBHO 4epesh TH ke (VHEIIM; T0X0KHMD

Bropas wacrs mocabinaro ypaseeHia J0IkEA GHITH PALiOHAISHOD ()YHE-
(e

n?

TaruM®s 06pasoms, T0MKEE IMBTH MbCTO Iu(gpeperIiaTbHBIA YPaBHEHIA;

T e oy Fan 1 o e
Ou; = P, 0, B0, i sl e (18)
(o=, 2. cn)

PBmuBe »TH ypaBHeHiA 0THOCHTEILHO 0%, , 0%y, ...,0x, , DOLYYNME:
gl 2 Vg — q°
Qﬂdu] i ngdne s+ Q00 = 0. (19)
=102 o m)

Bt staxt ypasreniaxs kosduiients: Q JONEKHBL BBIPARATLCA Pallio-
HAIbHO uepesd (pyHEmin (16).

Beipaiwenis BB IIePBEIXD UACTAXD YPABHEHiil (13) J0XKHB GLITH IOJ-
HBIMH JH(pePEHITIATaMH; T09TOMY MBI MOKEMD IepefiTn Kb HHTerpazas:

((Qﬂ ou, L an ol ) = ;. (20)
- (F= 12 )

Beb oti mmTerpadst Gepyres oTh NOCTOSHEOR Toukm 1o nepembEHOM
s W5 ool
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IMokakeNs, YT0 HH OAMHD M3L HHTErpaioBs (20) He ofpamaercd Bb
Ge3KOHEUHOCTh HHU IIPH KAKHXD SHAUCHIAXD ITePEMBHHBIXD o, , Uy, ... U, .
JdomycTnMn, 4To OJMHE H3L HHTETPAIoBbL (20) oOpamaercd BhH OC3KOHEY-
HOCTD, ROTJQ %, =@, Uy=0¢,,...,u =d ; TOLJa OIHO UBD HePeMBHHBIXD

Ty &gy .., 00ABATETHHO O0paIlaeTcA BL 0e3KOHEUHOCTh. BT TaKoMD
cayuab ypaBHeHIA:

uj.(xw z ==,

T R J
(=15 25 m)

He NMBOTH KOHeUHHIXD phmmeHifi, uYro unpoTHBOPBUMTD IORASAHHOMY B
woHIb §-a 5-0T0.

Marerpaas, koTopble He 00pamlalnTcs BH (E3ROHEUHOCTh IPH BCHXD
BHAYEHIAXD IePeMBHHLIXD, IPHHATO HABLIBATH UHIMEIPAIAMU NEPEALO POOA.

Bs ypasmeniaxs (20) cb uswbuenients IepeMbHHBIXD w, , u,,. .. %,
usvbEs0TCH mepeMbHEbLT 7, ,,...,%, , 1 00parHO. CTAHEMT HempephiBHO
3WbHATH NepeMBHERLT 7, 4,,...,%, TaKb, YT0OB BB OKOHYATEABHOMD Pe-
8yapTarTh KL oTMMD HepeMBHHBIMNG TPHOABNINCH HIEMEHTH KAROIO HHOYIb
nepioga (yHEUIL (16). B Takows crydab mepeMbuEbs w,, u,,. . .,u, , OIH-
CaBD SAMKHYMOUL YuKA5, BOSBPATATCI Kb CBOUMD INPEKHEMD SHAUCHIINT.
Orcroga 3akL0OYAeNMb, UTO AOLKHBL CYHIECTBOBATH 21 OCHOBHEIXG I[HKIOBD;
HETETPAIBl (20), B3ATHE 110 HTHMD THKIAMD, NpeBpAllalres Bb TaKb Ha-
BBIBAGMBIE MO0y NEPIOOUUHOCHIM, T. €. BB HIEMEHTH 0CHOBHBIX'L IepPiofoBD
(pymRmii (16). IIpomsBOIBEBI BAMEHYTHII THEND MOKETH OLITH IPHBEJEHD
KD KOMOHHAIIN OCHOBHBIXTG IIHKI0BD. IIHTErpassl (20), B3dATHIE 10 TPOU3-

BOJBHOMY IHKLY, BRIPA3ATCA IMHEHHO Uepess SIeMEHTHl OCHOBHBIXH HEpio-

ToBb QyHROiE (16); Kos(pHUUIEHTH Bb 5TUXD BHPAKEHIIXD OyIyTH 1wh-
IBIMH UHCIAMH,

Pascymorpumt Takofi 8aMRAYTHI IUEIL, KOTIa H3MBHAETCH TOIBRO
0/iH0 mepenbHHOe w,, Beb e OCTaIbHBA IepeMBHHBIA He m3MBHALTCA,

1{9‘:((2, {[u gs e el -

Torma ypasrenie (17) OpHBOAUTCA Kb CIbIyIOIeMy:
Fw,, a;, o @)= (21)

CEESE S

IMurerparsl (20) IpEBEIYTCA KD CaBIYOIIAMND:
j@n ou, , ( adie o5 E‘Qm()ul. {(22)

Bee sro umTErpa;nr mepmaro poja.

s W e A ) g B Sy e
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=008

ITpepmozoxnys, uro Meway murverpatayu (22) mhrs aumefimofi 3aBi-
CHMOCTH Cb TOCTOSHHBIME KO3(QHIieHTaMI; BB TakoMb cIydal pamrs ai-
redpaiieckaro ypaBHeHis (21) paBeHs #. Ilycrs

le iy (pj(ul 5 ),

IToxcrasnme 2 Bubero u, ¥ s Bwbcro v. Ypasuemie (21) 6yiers:

Fz, a,, B e v 30, 00 sli==, (23)
Marerpars (22) 6yayrs:
f:pl(z, 5)0z, J @, (2, s)oz, ... ,jﬁ(p”(z, $)0z. (24)

JT0 HHTETPAILL TIEPBATO POIA; II09TOMY MBI MOEEMbB COCTAaBHTH Ade-
JAeB5l (YHKIiN, KaKb Mokasamo Bh § 1. Lig srof b1 MUITeMT ypaBHeHiq:

=n fk
ZJ goj(z, s)()zzxj. (25)
R=—=1 25

(fe=1,9, ..., %)

Axre6panueckia CHMMETDHUECKIA (YHELIN BEPXHIXE upexbioss 6y-
AYTS AOCIeBBIMH (DYHEIIAMI.

Mewiy sTHME (YHEKUIAME BBIOEPENT 1 - 1  0CHOBHLIXE QyHENifE u
0003HAYIND HXD UEPESH

]‘]'.(:vl aeoEe (26)

(=1,2,...,5-p1)

Ilepioger stuxts mocabaauxs GyHENiE OyIyTH KOMOHHAUWIAME O0CHOB-
HBIXD 1EPI0IOBD (PyHEmiii (16). Orcoga cabiyeTs, uto Easmibiii mepiors
(pymEUiE (26) Oyierd mepiofows u (ymKmii (16); HO BB TaKOMB cayuab
(ynrnin (16), Earh J0EasaHO BH § 7, BRIPAKAWOTCA panioHaIbHO YEepess
GymEDiE (26). 970 U HYEHO OBLIO 10KA3aTh.

MEr 10kasamm, uTo mepiogmueckia (yHruin (16) BbIpamaoTca paimio-
HaIpHO uepesn AdGexeBnl (ymrminm (26). Ho mpm stomb 10kasaTeibeTsh oo
IPEANOIArall, UT0 PAHID aare0pamyeckaro YpaBHEHIT (21) paBems n.

Hpeamonomnys, 4T0 PAETS ypaBHeHis (23) MeHbme 7. BT Tagows
caywal JomKHa CYIECTBOBATH 0JHA HIN HBCKOIBKO 3aBHCHMOCTEl (DOpMEIL:

9 (2, 8)t+e,0,@, )+ ... +a,9,(, )=0.
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Torza usb ypasHemifi (25) HaiijjeMb OfHYy mim HBCROILEO 3aBHCHMO-
creff opunr:

o -rar o Lad 0 : (27)

Hean wor mpuyvess Bo BHEMamie TOIBEO HE3ABHCHMBIE HHTETPAILL (24),
T0 BD pesyuasTart moayunmns AGeleBsl (OYHRLIH ¢ MEHBIIHME YHCIOMD M-
PeMBHHLIXG B 11epioos. Uepest tanid AGedeBsl (yHELIH OmIATH MOTYTD
OBITh BBHIPAKEHE (DYHENiM (16), HO THNIP IPH TOMDL YCAOBIH, WUTO MEKIY
MePeNBHHAIMI CYMECTBYIOTH 3aBHCEMOCTH (27). 3xbeh bl mwbews cayuait
IPUBOTUMOCTH, ykasaHHON BB §-5 4-oMb, Koria (YHRNiM (16) MOIYIL OHITH
BBLIDUKEHBI DAIi0HAIBHO Uepesh PYHENIH ¢ MEHBINIHMDH UHCIOMD IIepiofoBb.

‘Ho B TakoMD cayuad mpr mpesie Beero BHpasuMD (yHEHIE (16) paitio-

HAIBHO Uepes’h HENPUBOTMUMEIA (YHENIM, a oTH HOCIBIHIA BT ¢BOW Ouepeib
MOREMB BEIPAsHTh depesb Adeaessl (yHEmin. Takmrs 00pasowh TeopeMa
§-a 2-0r0 JokasaHa.

14




Kb TEOPIN KOHHERCOB'D.

[HoHHEKcbl Cb 37eMEHTOMDL (TO4YRa, npAmas, NAOCKOCTD)]. |

J. M. Cunnosa.

§ 1.
OGwia nouaTia © KoWGMrypauisxs cb anemeHToMD (TOuKa, npamas, NA0CKOCTb).

1. IlpuHumMad 32 OCHOBHOI SIEMEHTH HE TOUKY, OPAMYIO HIH IIOCROCTH
rpexywbpraro (EBrmiiosa) TpocTpaHcTBa BDL OTIBIBHOCTH, & COUETAHIe H3T
BeBXD 5THXL TpexXh OCHOBHBIX'D HIEMEHTOBD NPOCTPAHCTBA, MOIYYaeMDb BCETO
co!0 PAZIHUHBIX'D IEMEHTOBD: KA&Lad H3D oo® TOUERD MOEeTD OLITH COeJH-
HemHa Bb OIEMEHTDL KOH(UIYDAIIH Ch RamI0N H3H oof HPAMBIXH H oob
[LI0CKOCTefl: IPOCTPAHCTBO ABIAETCA II0ITOMY MHOT000pasieMs decaniu mamh-
pemiii, IpUTOND EBAZPATHYHATO Xaparrepa, MOTOMY 4YTO MIECTh OJAHOPOA-
HBIXD KOODIHHATH P, UPAMOM CBABAHLL YPABHEHIEMDH

P1aPsy PPy T PP =0

TaxuMb 00pasoNs PascMaTpHBaeMOe MHOr000pasie MO#eTrd ObTh 0TO-
Gpaskeno He BT MIOCKOMDL MHOToo0pasin 10 mswbpemidl, a BHIIBICHO H3B
IIOCKAT0 MHOT000pasis 11 uswbpeniff KBaJpaTHUHLIMDG COOTHOLIEHIEND Me-
A0y 11 ROOpIHHATAMIE.

Hagarag Ha DIeMEHTH (4, p, #) OIHO IPOCTOe YCA0Bie BHIbILeND
185 Beeft COBOKYIHOCTH oo!® 5IEMEHTOBH COBOKYIHOCTH oo BIEMEHTOBD, Ha-
1arasg JBa IPOCTHIX YCIOBif BRIBIAMDL oo® 9I16MEHTOB® H T. 1.

Ofpamaencd cHAYAXa Kb KOH(UIYpauin, BHAbBLTEMO OIHHMT yclo-
Biems. Ilyerh ¢BA3b, HazaraeMasd OTHMD YCIOBieMb, BHPAKACTCA AHAIATH-
YeCKH OJHUME YPABHEHIEMD MEKIY ROODIHHATAMM TOYRH &, opaMoit p o
ILIOCKOCTH # dIeMeHTa (z, p, w):

[ @20 Piolis <Py w, w0, 1,) =0 (1)




=

OTHOPOTHLIND BB OTIBIBHOCTH OTHOGHTEILHO &;; OTHOCUTEILHO p. U OTHO-
CHTEIbHO u,. Takyo COBOKYIHOCTD oof 5IeMEHTOBT OyZeMD HASHBaTh KoH-
nercoms (., p, w).

XaparTepHsoBaTh ary KOHQUIYPATIID MOKHO TAKD. bepent raryno-nm-
0yab TOURY %o IPOCTPAHCTBA. MOKETs CIYIHTHCA UTO NOACTAHOBEA 65 KO-
OpIHHATD BL ypaBHewie (1) oGpaTtnTh ero BB TOKAECTBO; TOTJA BCARAA Tps-
Maf I BGIEAA ILIOCKOCTH COCTABATH Barberh CD TaK0H TOUKOKH 9IEMEHTT
Ep ), JAOBIETBODAIOMIE ypasHeHiln (1). Tarywo TOYRY OyIeMT Hask-
BaTh OCHOG6HOIO MOUKOIO ROHHERCa.

: Tars ecam (1) upmBoIHTCH Wb BHLY:

¢ (@2, 2,8) [, (x, p. w) L
+ @, (5, %,2,2,) (2, p, ul-tgdz. .. L lE, viu =10
T0 OCHOBHBIMII TOUEaMm OYIyTTh TOURH Tepechuemin IOBEPXHOCTEl
¢, =0, ¢, =0, ¢, =0.

Takia TouRH MOIYTDH cocTaBIATH IBIYI0 KpUBYlo,—Hanpuwhps 85 KoH-
Hekch Buna:

9 (‘T'J i $4)f](3?, P, “)+ gﬁ._)(xl ey 14)][_;(1’ s P =0
OCHOBHEIMH TOUKaMH OYAYTH Beh Toukm kpuBoii
('pl = 0 ? pi=— O .

OcHOBHBLA TOYRH MOTYTH COCTABHTH H IIOBEPXHOCTh, ecau YpaBHEHIE
(]) paciiazaeTcd mHa JIBa MHOEHTCIA, H3H HOTOPBIXT OJIHHD COIePHEATD TOJb-

RO KOOPINHATEL & :

@, ...2) f(z, p, 4)=0.
“ B vacTHOCTH ypaBHeHie IIOBEPXHOCTH
M s ua 0

MOMETD OLITh PABCMATPUBAEMO KAKD ypaBHeHie KOHHEKCA (7, p, u): Kawk-
Aafl TOUKA STON HOBEPXHOCTH MOKETTL OHITh COSIHHEHA ¢ R 1010 TPAMOil
I b RakJ0I0 IIOCKOCTBIO HPOCTPAHCTBA H OY16TH. 0CHOBHOIW TOUKOI, TOURH
iR, HO JCKAITis Ha I0BEPXHOCTH, HE Ial0Th HII 0IHOTO HJIEMEHTA.
TaruMt 00pasoNs 0CHOBHAS TOUEA JTaeTh HAavalo oo’ HIeMEHTORD.
Booduie roBops, ogmaxo, mojicTamoBra KOODIHHATD TOURM &, BH ypas-
HeHie (1), He 006paluaeTs ero BT TOFNCCTBO, & 1aeTTH YPABHEHie MEKLY KOOPIH-
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“HATAME IPAMON W ROOPIWHATAMH MIOCKOCTH, T. €. ohperbigers oof coue-
rafift (p, «), 00pasYWIIUXD KOHHEKCD C 3IeMEeHTOMD (IpaMasd, ILI0CKOCTD),
KOTOPBL OyAeMDb HasHBATh KOHHERCOMD (P, w), IPUHATISKATIAND TOUKD x'.m
u o0osHauarTh K, (p, w).

Tagie ROHHEKCH HWPOTD BH CBOD 0UEDPeb OCHOBHEIL NpAMBIA M 0C-
HOBHBIA IIOCKOCTH, H CIBI0BATEIbHO, €CIH BB 100aBOKD b TOURb 2, Mb
BO3BMEND KARYIO-HHOYIH IPAMYH P,» TO MOKETH CIyUMTHCH, WUTO YpaBHEHIe
(1) mpu rtakofi mogcTaHOBEDL:

f(x,, p,» w)=0,

00paTHTCA BB TOXIECTBO HEO3ABHCHMO OTT BHAYEHIN ROPAMHATD @, ... U
puMbpoMs MOKETDH IOCIYRUTL KOHHOKCEH, OIpelbIseMbli ypaBHeHiewb:

il

(}2'1(55: [))fl(xu Pa ’M)"}—
_i—(pg(l"; 1))]‘12(1:, })7 l[&):* i + @7('7;3 p)f;‘("vﬁ _})'/ 2"'):07

KOTOPOE VIOBAETBOPAETCS HE3ABHCHMO OTH 3HAueHiil w BebMu -coueramigyn
(z, p), YLOBICTBOPAIIUMH YpPaBHEHIAMD

oz, pr=0, e, (@, p)=0 ... @,(z, p)=0.

JTH ceMb ypaBHeHill omperbigoTs coueTaig (v, p) mepechucHia 7 KOH-
HEKCOBD CDh HIEMEHTONT (TOUKa, NpAMad), M UHCIO TAKHXH COYCTAHIT (ecau
w, Hamp. aureGpamueckis QYHENIM Me#Iy €00010 pasiuiHbLA) KomewHo. Ilo-
100HLIA COYETAHIA (Touka, MpAMasd), MOKHO Takke HABLIBATD OCHOGHLIMU €O-
wemantavy (£, p) EKOHHeECOBD (1). Ramiad oCHOBHAsS TOURa #,, JaeTh
Haual1o oot OCHOBHBIXDIAPD (2, , P): b p xodasg pavad.

Fean e B3ATHIA TOUKA H MpAMasd He COCTABIAITD OCHOBHOTO COYETAMISA
(%, p), 10 (1) CBOIMTCA IPH IOICTAHOBKB KOOPAHHATDL TOUKM W IPAMOL Eb
VpaBHeHIl Me®[y EOOPIHHATAMN ILIOCKEOCTH M cIibioBarensno ompepbisers
oo? ILIOCKOCTeH, OrHOAI0MUXT ABROTOPYI0 MOBBPXHOCTL,—TOJIbKO RACATCIbHBLA
KL 9T0fl MOBEPXHOCTH IIOCKOCTH COCTABIAITH DIEMEHTD KoHHekca (1) BMberb
¢h B3ATHIME TOUKOI0 H ILIOCKOCTBI0. OTY IIOBEPXHOCTH MOKHO Aa3LIBATH IO-
BEPXHOCTHIO, MPUHALIERALECI BD KoHHEeECH (1) BATHIMD NpAMON I Tourb.
Bygews obosnavats ee U .

H

TarnMs 00pasoMb ecium (z, p) 6CTh OCHOBHOE COYETaHie, TO Bb KOH-
Herch (1) umbercd co® HIEMEHTOBD, BL COCTABD KOTOPBIXDH OHA BXOJIHTD,
ecin e~ (z, p) OOLIRHOBEHHAS (HE OCHOBHA), TO oo?.

To100HBIMS 06PA30MD LPHACMD KD LPEICTaBICHII0 00T 0CHO6HbILS 1A=
Mbixs 1T OCHOGHBLLS NAOCKOCMALD B 00T 0cHoGHbILs covemaniazs (p, u) I (x, 1),
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JIPUIEND. 0CHOBHAA IPAMAS Ta6Th HAYAI0 co® OCHOBHBIXD CoMeTamifi (a p)
cc® OCHOBHBIXG COMETAHil (p, u) H OCHOBHAS ILI0CKOCTh. co? QCHOBHBIND
COETAmIN (¥, w); U cot OCHOBHEIXG coueTamifi (p, ), OCHOBHAST TOURA —
oot OCHOBHHIX'B GOUETAHI (7, p) I oo OCHOBHLEIXE COTCTAHIi (s W)

Ecam coueranie (p, u) me OCHOBHOC, TO MY HPHHAJICEKNTH TOUCHHAI
II0BEPXHOCT Xup, HEOCHOBHOMY COYeTaHllo (2, %) Kommiexes P, mpamoir
BOOOIIE ROHHERCH K (., 1) Ch BIGMEHTONT (TOUERA, IJOCKOCTD ), MIOCKOCTH
(HEe OCHOBHO{)—ROEHERCH K, (z, p) ¢b 3IeMEHTONT (TOURA, MpAMAT).

Ecin (1) aareOpanueckoe palrionaibHoe cTeMeHE OTHOCHTEIBHO Z,
CTCIEHI 7 OTHOCUTEIBHO p, H CICHEHH % OTHOCHTEIHHO u,, TO X,n eCTh

¢
LIOBEPXHOCTh TMOPATRA mp, L — KOMILIGKCH paHTa 7 I U, — T0BEPXHOCTH
k1acca . Unera m, 7, % HA3HBAEMD COOTBETCTBEHHO HOPANEOMD, PaH-
TOMD I RIACCOMT EOHHEKea (1),

2. Rournnuenia. Diewents oomie ABYMTB KOHHEECAMT (2)
T, i wi=—=0 1@ v wis=l)

(BBLTBISEMEIE IBYMS YCAOBIAMI)— HXD BCETO 008 — 00PABYHTT KoUMHOCH IO
(mpocmyo BH. oramuie ore aabEbinmNE, @IH OPOCTO  KOMHIHICHIII0).
Sabep  Ramzomy coueramio (2, u) IPHEALICGKHTD KOHTDYSHIIA ITPAMBIXE
(Raxs w BB Hocabiyomens mm ymorpeSisers TEPMHHTD , IPUHATICHITD “
Bb TOMD CMBICIB, UTO Kamlas HPIMAg KORTPYSHIGN TONOIHICTD (#, w) mo
SIeMeHTa (x, p, u) KOMBIIICHNIN) Pamra 77, eCI TaHAHe KOHHERCH eyTh

7S TN 1y e
4 2 2 7 ¥ 9

Ramnomy coueranin (#, p) IPHHAIEEATD PASKREPTHIBAIIIALCT KIACCA
nn' W RAKIOMy coueramiio (p, U) — KpUBasg JIBOAKON KPUBH3HEL HOPATEA
mm’. Jarbe ROUEURIEHIIA coTep®ATS W' - nm' HIEMENTOBT, KOTODHIXT
IpAMAL 3aJaHa, TOURA JeKUTD HA HBEOTOPOi 1pyTofi tamnoii mpamof  miockocTs
IPOXOAUTD UEPest KAkylo HUOY1b TPErblo IAHHYH HPIAMYI; OHa COJEPHEATE
wr' 4= rm' HI1eMEHTOBD, ROTOPBIXD ILIOCKOCTh 3a]aHa, TPAMAd IPUHALICEHETT
AAHHOMY IYURY, M TOURA JeXKHTH HA JaHHOM mpaMofi, w »n'--w' sacmen-
TOBD. KOTOPHIXD TQUEA €CTh TAHHAA, ILIOCKOCTD IPOXOJHTDL Yepess JaHHYD
OpAMYy0, W OpAMAA UPHHAJICKATD AaHHOMY Tyuky. MHaue ToBops, BG KO-
HHIIICHIIN (2) Bakiofi rouskbs HPOCTPAHCTBA NPUHALICHEUTS ROUHIUIEH-
ma (p, u) ¢b XAPAKTEPUCTHRAME

(rr'y wr' !, onl) —
nepechbucHie ABYXB KOHEEECOBD (p, u):

(ron) u 'y,
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IpsMolt pp IPHHATIERNTD BOOOIE KOMHIUICHINA (4, w)—uepechuenie ByXD
EOHHERCOBB (2, ), OHOTO NMOPAAKA # I KIACCA 1, IPYTOT0 HOPIAKa e’
HEIACCR #'; XapakTepuCTHRI 8T0fl RONHIIIenin (z, «) 6y1y1s cabi0BaTeIpHo:

mm. s mn —-nm' 0wl
HaxoHenws miockocTn w IPHHATIERATD KONHIMIGHIIA coueTaniii (=, p).
Karb mepechuenic ABYX'h KOHHEKCOBE Ch HICMEHTOME (4, p), nvbomag xa-
PaKTePUCTUUECKIA UHCIa

mm' , mr' - rm' .

2a. Brruenpiuse e HHbIA XapakTepPHCTHIECKIT TncTa M0y YaoTe Helocpe]-
CTBEHHO H3D DA3cMOTPBHiA ypaBHeHIl, Kakb WicIa HICMEHTOBD YI0BIETBO-
PAOIIXE TEMD WiH IPYTHND YCIOBIAMD, MOCTABIGHHEING BRIe. lif pas-
CMOTPBHIA 1BYXD WpocTHANIXD BE anrefpanyeckont OTHOMEHIH KOH(HIY-
pamili 70 He IpeicTaBIACTDh 3arpyrHeHifi. Ho ymke maunmasz cb KOHGUTY-
pamin onperbrgeMoil kakh mepechuemie TpeXs KOHHEKCOBL (x, p, u)
HOJYYATCA BD YHCIS XapakrepHCTHREL Takid, KOTOPHA IA0TD KOAMIECTBO
9ACMEHTOBL (2, p, ©) KEOHQHIYDALiN, YIOBICTBOPAOIMNXD YCIOBIAMD, HAIO-
KEHHBIN'D OJHOBPEMEHHO M Ha TOYKY M Ha UPAMYH H Ha ILIOCKOCTh Ale-
MEHTA: TaRif XaparTePUCTHRE TakMMb 00pasoMb HE CBOJATCA KDL XapakTe-
PUCTHEAMD KOH(UTYpamiil ¢b Goabe HPOCTBIMH HIEMEHTAMH, KOTOPLLA IOTY-
TaeMD Hmpejmorarasg 4ro TOYKA, HPAMAd HIM ILIOCKOCTh HIEMEHTa 3aJaHbL.
Xora I 9TH uHCIA MOTYTEH OBITh IOAYYAEMBl U3  UHCTO-AITCOPAUTECKIND
coo0pakeHifi, HO y100HO TPHMBHHTH IS CHCTEMATHUECKATO BHBOIA XD
IpieMBl YEYMepaTHBHOM TeoMerpim.

IIMexHO, MOKHO yclIoBie IPHHALIEKAT TAHHOMY KOHHEECY (i, 7, 11)—
YCI0Bie IIPOCTOS—BBIPASHTh PABEHCTBOMD:

§i—=ap+B.g-rr.e

rib p— yeioBie A4 TOUKM JeKHTL B IAHHON ILIOCKOCTH, g — YCIOBie
AId MpAMOR BeTpbUaTh JAHHYI0 IPAMYI, H ¢ — NPOCTOE ke YCIoBie LId
[IOCKOCTH IPOXOJUTH 4Yepesdh JaHHylo Touky. HaJowuBb Ha HIEMEHTE
(z, p. w) 100aBOYHOE IEBATEPHOE YCIO0BiE: TOUKA x TONKHA JEKATh HA TAH-
HOM TPAMOI, IpAMasg H TIOCKOCTH JIONKHBL OBITH IAAHBL, HAXOLHUMD:

§p%G.d=a.p?.G.e21-3.p2.9G.e® - 3.p?. Get

H Takb Rakb

=il P r=p et gl = gt

Splhe i
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Ho Mbr MOEeMDL WHCIO 2IeMEHTOBT, VAOBIETBOPAOIINXD HTOMY YCI0-
BII0 TIOMYYHTH THCTO AJreOpamvyecki,—O0HO0 PABHO UHCIY HIEMEHTOBL, KOTO-
PBI& TPH TaHHLIXB P, W w4, YIOBIETBOPAOTDH (1) M ypaBHEHIAMT

Ydax=0, NBx,=0 (4, n B—m0cI0aHHbLI),

JTH ypaBHEHId, ecxd (1) MOPSIKA 7 OTHOCHTEIRHO , uMBoTH M 00-
MAXD phulewii, crbiosareibso o —m.

Toumo ragxe HafizeMs @ =1, y=mn, u mpocroe yciopie IpUHAJTE-
HaTh TaHHOMY KOHHEKCY (1) BBIpasHTC

S —Mm.p-rrig--n.e:

Orcoja g KOMHUHJEHUIH (2)—mepechuenis JABYX'h KOHHEKCOBD
(m, v, n)u (m', »', %) DOTYTUND AHAIOTHUHEI CHMBOID,—IBOfiHOE yCI0-
Bie 1A (z, p, u) OPHHALICKATD TOMY H JPYTOMY KOHHEKCY OZHOBDEMEGHHO
BLIPASHTCA IIPOUBBENEHIEN YCIOBL IPHHALICKHOCTI ICMCHTA KAALOMY H3D
HEXD BL OTIBIbHOCTH:

§=¢§.§=mp-+tr.g+ne)(m.p+r.g-tn.e—=
=mm'.p? + (mr' - rm') . pg - (mn' - mn') pe - rr' . g2 1

= (' 10’ ge - nn' . e2.

Ipermorarass, 9o mpAMAsg M ILTOCKOCTH JAHbL, HAKIAILIBACNT CEMEPHOE
yeioBie (r.e%, morydums cabl0BaTeIbHO oo’ HIEMEHTORT, Il MOKHO elile 100aRHITH
OJHO YCIOBie JId TOURH JeEaTh B JAHHON ILIOCKOCTH 2 TAREMD 00pasoMD:

& plic’ —mm!

UTO H BLIPAHEAETD BHICKABAHHOC BLILIE: €CAH IPAMAA W II0CKOCTH JAHEBL, TO
TOUCKD & 3aRIOYACTCS BB RAKI0H ILIOCKOCTH mm' — Beh oTH TOURH 00pa-
SYIOTH KPUBYIO JBOSAKOM KPUBHSHBL LOPAAKa #um’ MU T. 1.

Ho kouHIHIEHIIT MOKETT W He COCTaB.LITH 0JIHATO Iepechuemis ABYX'B
KROHHERCOBD (2, p, w). Torga nig oumpexbienia mymmo sHarh Beh e xa-
DaRTepHCTHRE. YcaoBie (ABofiHOE) TpHEANICKAT, KOMHILICHINN HAMHIIENTD
BOOOIIE:

(ol S a2l | ) z s 2 ’ 2
Sy = Cagol” I~ %y4oPY T Gy PE T Cged” + Gy 9€ T+ pn€
nIn COHD&DIGHHO:
5 - ik
S = D eygte

OpHYeMs ¢, &, ! TWHIBIT MOIORATEILHBIA YHCIA ILTH HYIH, TOJUNHCHHBIL

VCIOBIIO
i+hA-l=2.




auHefiTaTas MOBEPXHOCTH Pamra 207+,

SAbeh crbroBaTeIbHo, (&), &4, o) XAPARTCPHCTHRI KOMHIUICHIIN
(#, w), upnHagIeKamed nawnod NPAMOH, (ay, &, &y, )—XapaKTCPHCTHIR
ROMHIMIEHIN (%, p), IpHHAIeKAMEH TaHHol WI0CKO0CTH, (G, Cgpp > Gyge)—
XapaKkTePUCTHRN ROHHIUACHIIN (p, w), DpHHATIeKame mo (2) pamHoil Toursb.

3. IBolinag ROMHIHUIEHIid. COBOEYHHOGTI) oo’ 3IEMEHTORE, 00IIHXTE
TPEMD KOHHEKCAMD, MOKHO,” KAKD I Bh ROHHERCAXD Ch HICMEHTOMD (TOUR,
ILI0CEOCT ), HazBaTh Gukounudenyieli. Ho srbes ssures Hafo0H0CTh paseMaTi-
BATDH e HICMEHTLI 00Iie 4, 5 U T. L.KOHHEKCAMT (%, p, w). IlosTony GyIems
HA3HIBATh COBOKYIHOCTDL HIEMEHTOBDL, OOIINXDL TPeMDb ROHHEKCAMD (M, 7, 7,)
(e e m ) O o w):

. w1 iz, pd)=—0, L, wi—1

I BCAKYI BOOOIIE COBOKYNHOCTh oof HIEMCHTOBD (2, P, ) 0601010 %ouH-
UUOCHULEI,

Rampomy coueramiio (p, #) 31bch UpHHALICHUTS #m'm’ TOUERD Ie-
pechuenia moBepxmocTeil

pu’ pu’ pu’
IIPHHATICHAILXT (]) : @l) Bb ROHHERCAXH

KQEIOMY coueranino (x, p)—mnn'n' mWI0CKOCTeH—O00IHXD KACATCILHLIXE 110~
BEPXHOCTEII
: lf:rp 8 Ua;p 2 LT.’:p
TBXTD #e KOHHEKCOBL. HakoHems EamIoMy coueramiio (#, w) IPHHALICKUTD
, o0pasyeMas IPAMBIMHA, OOIIHMI TPEMD
KOMILIERCAMD : ‘
P;cu’ Pc;ee 2 P:c,u 3
UPHHATICKALUMD (2, #) Bh TBXT #e TPeXh KOHHEKCAXD.
IxockocTn w MpHHALICANTH OHKOMHUMISHIIA coueTaHiii (z, p), KAk
nepechuenic Tpexs KOHHEKCOBD (%, p) Ch XapPaRTEPUCTHEAMH

(' m” 29)17;7/7‘", Zmr’?'”, e

H3p umcra oTHXTD XapAKTEPUCTHEDL ABS yKe BCTPHUEGHBI BLINE, H3E JIBYXD

- OCTQIBHLIXD LEpBasg 03HAUAETD UHCIO0 HIEMCHTOBB (x, p), ROTOPHIXD TOURA

JEKHTH BB JAHHON MIOCKOCTH, & IpaMasd NPHHALICKUTH JTAHHOMY HYURY, H
crbroBaTexpno, MOoKeTT OHITh Takke HCTOJKOBAHA KAKD LOPAIOKD KpHBOi
ABOAROH KPUBHBHBL, NpHHAICRKANel LUPAMBING IaHHATO IIYUKA, HIH RakD
PAHI'D KOMILIEKCA IPAMBIXD, COCTABIAOIINXT COUueTaHid (z, p) B3dT0H GHEO-
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HHIMICHIIN b TOYKAMM JQHHOH ILIOCKOCTH; BTOpad O03HAUAETH YHCIO CO-
weTaHifi (x, p), KOTOPHIXD TOUER JIEKUTH Ha ITaHHOi mpaMoil, a npamas
IGKHTHL Bb JAHHON ILIOCKOCTH MIH HPOXOJUTEH WUEPest JaHHYIO TOUKY, I
caIbIOBATCIBHO MOKETH OLITh Talke HCTOIKOBAHA, KAKD HOPAIORE. IOBEPXIEO-
crd, 00pasyeMoil TOURAMH, JONOJHAIUIMME J0 COUETAHIS PascMaTpHBaeMOit
OMROMHIUTCHIIA HpPAMbIA ITAHHOL CBASKM HAM IaHHATO HOXd, HJIH &Ke Kakb
PaHI'd KOHTDYPHIIM HPAMBIXDG, JOIOTHIOINXT A0 COYeTAHiA Tofl ke OHEO-
HHIMACHIIN TOUKM JaHHOH npaMoi. Sajajuscd garbe mpamono p; ei mpH-
HATTERHTS, OHKOMHIMAEHNIA (co®) coueramiii (Touka x, IIOCKOCTH @) Cb
XapaKTepPUCTHRAMIE:

(", mm'n’" Zﬂm'n", ni'n")

BTOPOE H3D OTHXD UHCEID 03HAYaeTDh IOPALOKD MOBEPXHOCTH, TOYRH KOTOPOii
COCTABIAITD cOoueTamie 5T0f OHKOMHIHIEHIIM ¢b IIOCKOCTAMH JaHHOM
CBASEHM, M RJIACCH pasBepTHBanmieiicad MOBEPXHOCTH, KACATEIbHBIA KEH KOTO-
POIl COCTABIANTH COYeTamic OMROMHIMIEHIIN CDb TOURAMH JaHHO [pAMOIl;
TPeThe—IMO0PII0EDs EPHBOM ABOARON KPUBUBHLL, TOUKH REOTOPOHl COCTaBIAITH
coueTaHie ONEOWHIUICHNIN b IIOCKOCTAMH JaHHATO IIVIRA, W TOPATOED
TOBEDXHOCTH, KRACATEIBHBII KOTODOH COeTUHATCA BDL CoUeTaHie OUROMHTIIN-
JOHIIN ¢b TOYRAME JAHHATO ToueuHAro noid. [JamHoil Touwb UpHHALICKATH
BD JABOIHON ROMHAUMIEHIIH (3) OMKOMHIMICHIIA coueramiii (p, #) ¢b Xa-
PARTePHCTHEAMI

(2r'r Zm"-r", >ow'r" wn'n')

BTOpPO€ M35 STHXTD YHCEIrb 03HAUALTT WHCIO0 COYGTAHIN (p, ), ROTOPHIXD
IpaMad NPUHALICKHTS TaHHON CBA3KRG MIM JAHHOMY MO0, & MIOCKOCTh—
JAHHOMY TYURY, H CUBIOBATEIbHO, (3HAUAGT TAKAKE KIACCTH IOBEPXHOCTH,
IpHEAQJISKAIICH OPAMBIMD TAHHOH CBASKH WM [OXA, U PAHTs KOHTDYIHILIMN,
HpHHALIeK AN II0CKROCTAMD TaHHATO IYUKA; 2 i7" 03HAYAETT I0T00HLINT
00pasoMs 4HeA0 coueTamiii (p, w), KOTOPHIXD UPAMBIL NPHHALIERKATH IaH-
HOMY IYYKY, a ILIOCKOCTH—JIaHHofi c¢BAskb, u cabroBarelbHO, €CTh PAHTD
KOMILICKCA, IIPHHALISHKAIMAT0 MIOCKOCTAME TAHHON CBA3KH, H RKIACCh pas-
BEPTHIBAIOIIEHCH [OBEPXHOCTH, NPHHAJIERAIIEH OPAMBING AAHHATO ITYUKA.

Kpowbh mepewicIeHHEXD XApAKTePHCTHRE, OCTAGTCS JHOMAHYTH EI[e
00T O1HOM, KOTOPYI0 HEIBSS MOXYUHTH, IPEIIOTATAS JAHABIMA TOURY, IIPIMYD
ITH TLI0CKOCTH aaeMeHTa (x, p, %) pascMarpuBaeMoli IBOMHON KOMHTHIEH-
TiM. 9T0 UHCIO e HIeMEHTOBH (z, P, ), KOTOPHIXD TOUKA JOKHTDH HA
JAHHOI IPAMOM, IpaMasg NIPHHALIEKUTD 1aHHOH cBAZKD MM MO0, W TLIO-
CROCTh IPOXOINTTL UePest TaHHyI OpaMyo. Yucio aTo paBHO LII JBOIHOI
KOUHIIAeHIin (3) > mr'n'.
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Veaopie (Tpofimoe) mpuHALIERATH TaHHON ABOfiHON OHEONHIUISHILIN
MOKETH OBITH M300PAKEHO TAKD:

?3 == ﬂgoo 1)5 + ‘8-2101)29 + 133011)28 7 lé)poPJ + /3)11]1)./6 —l_ 1(0])6 ‘(9030'93 _I_

+ 8001 9% + 84596 + By = 3.8, 0'9°¢

: : 1
(txb ¢+ k-—~1=3 u ¢, k, ! pasmsl nun Goxbe O u me Goxbe 3).
Ecan kawp Bpaue OBLI0 B3ATO. ABOHHAS KOMHIHIEHNIS ompeibrgercd,
KakD Iepechbuenie Tpexh KOHHEKCOBD
(i o ) b oo e
TO
B0 = ma'nt’ , By = Fumm's’, By, = ! "' 120:277@1"7'”,
oA 2;;@; W Oy — Zmn Wy Bue= 111", By = Jur's’
Dol Znna : /9003
JBoiinag KOMHIMIEHIIS MOKETh OMTh Takke 33TaHA, Kakbh mepechue-
Hie EBROTOPOH MPOCTOR ROMHOHICHINH ¢ XapaRTepueTuraMm (¢, ., & oy . . .
200 110 .

n kommHeRrca (m, v, n). Toria 114 Hes XapakTePUCTHEH BHIPABATCA TAKDL:
gy . ie) A qa . it caely q{
Bagy = My 5 Byyy =My = Flygs 5 Bop = My, =+ Moy, 5 :

7 R | aep A ) P Gisher 7 =l &
Blag = Ml == 115 By == Mgy T8 = 08y 5 89 = Mty == 1tk 5

Bogo = gay s Bogy = Iigy, == 1y 5 ‘9ow—mooz+”%u3 Bog = MGy -

4. Tpofinag kournuieHid. Yerseproe yeIoBie, HAIOKEHHOE HA 9IC-
MEHTH (2, p, ). BBABAAETH COBOKYIHOCTh cof TAKUXD 9ICMEHTOBDL, ROTO-
PYI0 MBI Ha30BeMH TpoiiHO™ KoMHTIHAeHUien. OHA MoskeTh OBITh HOIyYEHA,
Kaih lepechueHie UeTLIpeXDs KOHHEKCOBD, HIM ABYXD IPOCTHIXT KOUHIH[EH-
mifi man IBOfIHON ROMHUUACHIIM ¢bh KOHHEKCOMD WIH COCTABIATH HEIO0IHOE
mepechuenie 0JHOTO 3D YKA3aHHBIXD THIOBD.

Mur MomeMs HpPOM3BOALHO B3ATH HpdAMyl p. Hil mpHHaJIIERHTD Hapa
(ToueuHas MOBEPXHOCTH, MAIOCKOCTHAA TIOBEPXHOCTS),—TOUKH OTHON U ILIOCKO- |
CTH, KACATEIBHBIA KO BTOPOI, HAXOXATCA BH O0JHOSHAWHOMDL COOTBBICIBIM.
Ecanr Tpoiinad KOMHIUICHINA ompeibigerca 1eThphMsa KOHHERCAMH

U e ke e R R R B T (e S e

TO IOPSLORL IepBOil

5 ma'n'n'",
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 KIACCD BTOPOii

Z man'm'n" .

UHCI0 COYETAHIH (TOYEA, ILIOCKOCTH), KOTOPBIXG TOUKA JICKHTH BL TaHHOI
ILIOCKOCTH, & ILIOCKOCTh LPOXOTHTH Uepest ITAHHYID TOURY (MHEIME CI0BAMH
IOPALOKL KPHBOM, MpuHaliekanleil Bb arofi mapb jammofi cBaswb mwim kaaces
Da3BEPTLIBAIOMEHCA, KOTOPOH RACATEIbHBIA COCTABIAIOTH COYETAHIE IADHI CT

TOURAMH JTaHHATO HO.TIH) €CTh
Z wmm'n'n"" .

[Ipavpinb TaHHATO MyIEQ OPHHALICKATE OMROMHIMICHIIA ¢b Xapakre-
PUCTHEAME
(Zﬁ'nfn”n’" Z‘im’n”n”’ mei" 2k mem” it

TIPSAMBIND IAHHOH CBASKH—ROMHIMACHIIA COUCTAHIN (TOUKA, ILIOCKOCTD) Cb
XapakTepHCTHEAMMT

(Emm”} loe an’ L't Emz' el

HAROHCID €CIM TPAMBLA BIEMEHTA (%, p, #) NOXKHH BCTPBUATH Tammymo
IPAMYIO, TO COUCTaMiA (#, u), COSTUHSAEMBIS C'h HTHMU TPAMBIMH, 00PA3YIOTE
EOHHERCD (oof) coueraniit (#, w) mopsjka

Zl)mﬂl H NG
2 zrizr'r”-r”’.

Hean 3 TATNMCA TOYROI M IPAMOK JICMEHTa, TO TaKUXDH 3SIEMEHTOBH Bb

TPOiiHOll KomHImAeHIiK uMberca
Qrr'r'r".

H KIacCa

Moxno TH ke umcIa MCTOAKOBATH M WHAUE H3D JaHHOI TOYKH HIH 3a]a-
BasCh IOCKOCThI0. BL 00meMs ycioBie IIpuHALICKATH TPoiiHOi KOIHIMIeH-
OiH ecTh UYETBEPHOE YCIO0Bie, KOTOPOE MOKETH OHITH H300pakeHo:

84 =310P°9 ~7310% + 7,0, 0°0 + Vo PP9e+ 700, 0%€ 7, 09% +
T 1219 + 7119P9€° 1 110,063 - 70100t Y1970 + 7000076 - Vog0908.

Eciu Tpofimas koMHUHIEHTIS 3a1ama nepechueHieNs UETBIPEXh KOH-
HEKCOBD, Kakh BEHIIE, TO

g e AN e BBl T L N T e LT
Yaio— .t m Vgr = Y nomlmthy Nty

S NV T T S N I T NS T R T
Yo = Y, malytipttl Vooe = 3, mum'ptlpdil Yigo = X, iyl

7220

o = SRR L MRS, SRy By DR R T N Tl
Vi = Ymrrtint o0 v w il =cpplplgdit Yoo — D0 B

e I,I1,.111 L N LT T b Ly L, T
Yooo— Y iyl Yous = Y rwnntt, Tie = Y, nt.
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Ecin TpoiiHag KoMHUMIEHIiS 3ajaHA nepechuenient 1Bofimofi KomE-
M IeHI T
%] 2 3 0 i
(‘83007 ‘("ZEO" ‘U20[’ ‘81‘20’ r[))“] 2 K}030’ r/)7()21 2 ‘@0127 ‘6003)

¢b EoHHERCOMB (™', #M, w10 m1a Thx® we wmCern IMOIyUAENT Bhi-
PaikeHi: :

P10 = Caou? T+ Be™ 3 Yooy = Bagg® 1 Bogy M5 Vg = Bragh —+ By ;
Yo Wb -7, L NB9105 Tage =M1y + M8y ; 130 = M8 1181995
T W8y 118 1 "B1505 Tiiz = MBys—1 rBroe T M0y 5
T B AR B "B Yogr. =781 T 185
Pose == B81g M8 055 Pigg =B+ W34

5. UeTBepHad ROMHMHIEHIIA COCTOMTH H3B oo HICMEHTOBD I
MOKETH OBITh BGIIbIEHA M3DL COBOKYIHOCTH co!0 sreMeHTORD (x, p, u) Ea-
KIMB MO0 IATEPHEING YeI0BienD. OHa MokeTs Gbirh, cabioBaTeIbHo, ompers-
JeHa Kakb Tepechyenie IATH KOHHEKCOBD, IpOCTOll KOMHIUIEHIIN €D IBOfi-
HOI0 HIM TPOWHOH ¢b KOHHERCOMB.

Ycaosie §, npEEATIE®ATH TAKON KoH(uUrypanin ectb ycrosie marepuoe,
EOTOPO® MO®ETH OBITh BH THX'D e CHMBOIAXT H300pakeHO

§s ==Y d,, plglct ¢+ k+1=05).

JAHHON NpsMOl IpHEAIIERETH ool coueramiii (z, o) 00pasyIIHXD
napy (Epupas JBOSIKOML EDUBHSHLI II0PSTRA Oyps» DABBEDPTBIBANIAACA 110-
BEPXHOCTL KIacca d, ), TaHA0l Tourb oo? coueramifi (IpaMasg, IIOCROCTH),
00PasyIOIIIXD APy (KOHTDYHHILis pasra d,.. MIOCKOCTHAA OBEPXHOCTH KIACCA
2d,,,), mpuyent nwberca 2044y COUETAMII (p, u), KOTOPBIXD UpAMAL BCTpH-
UAETD NAHHYI0 IIPAMYIO, & ILIOCKOCTh MPOXOIUTD 1ePesh JaHHYI0 TOUKY. JaHHoOil
IIOCKOCTH UPUHANICRATD Napa (TOUeYH. TOBEPXHOCTH IOPSIKA 2d,,,» KOHTDY-
OHILA pamTa Jyy ), TPHUGHD 20, coueramifi mwhioTh TOUKY BB JaHHOf MWI0CKO-
CTH M ODAMYI0 B JaHHOH cBaskb. Heaw BospMeMT nyuert Imockocrefi, To
coueTaHid (z, p), COCTABIAONIA DICMEHTD ¢b ONHON H3B ILIOCKOCTEH 3TOTO
Iyuka, 00pasyors Hapy (TOUCUHOE IPOCTPATCTBO, LOMILIEKCT paHra 2d,, ),
Bb ROTOPOH ¢Bb RAKIOH TOUKOK MOMETH COEIIHEHO 2d,,; TPAMBIXD 3TOTO
KOMILTeRCA, HPAMBIA, COCTABIAMINIA COUCTAHIE ¢F OTHON H3D TOUCKD JAHHOM
IPAMOI, 00pasyorh IHHEHTATYI IOBEPXHOCTh PaHTa 051 » @ COCTABIAIOIIIS
COYETAHIA Cb OTHOI0 M3D TOUEKD TAHHATO MONA—EKORIPYIHIII0 Panra “dy, .
[IBoiictBenno coweranic (p, u) THXD HICMEHTOBD, KOTOPBIX'h TOURH J€KATH
Ha JQHHON HpAMOMl, 00pasylorsh Hapy (KOMILICECH DAHTa .5, MIOCROCTHOE




4

.i ; e TOYY

IPOCTPAHCIBO), BD KOTOPOH €b Ka®10H IMOCKOCTRIO MOKETD OBITH COEIHHEHO
20,,, IPAMBIXT; TPAMLIA cOUeTaHifl (p, ), KOTOPHX® IIOCKOCTH MPHHALIC-
KaTh TAHHOMY MyYRy, 00pasyoTDh JHHEAYaryo IOBEPXHOCTh paHra 2d, , a
IPAMBIA COUETAHIH, KOTOPBIXD ILIOCKOCTH MPUHAIISHKATEH TAHHON CBA3ED,—
ROHTPYSHIiO parra d,,. Mo&no sawbrurh Tarme, 4To0bl Lcueparh Beb
4 XapaRTepPUCTHRHE,~—YT0 BB COBOKYIIHOCTH 3J1EMEHTOBH, KOTOPHIXH IIPAMBII
IpHHATLIEKATD JAaHHOMY YUKy, coueTaHia (z, ) 00pasywrsh Hapy (LoBepx-
HOCTh IIODATRA d.,,, MOBEPXHOCTH Kiacca dy ), MPHUEME COUGTaHill, KOTO-
PEIXH TOUKQ JIEKHTD BDL JAHHOM ILIOCKOCTH, & IIOCKOCTH MPOXOJHTEH UePesd
JAHHYI TOUKy, HMbens d,,.
Icim uerBepHAs KOMHTUIEHINA 3aJaHa Kakh Iepecbuemie MATH KOH-

HEECOBB
(- woim) o Y e e
TO:
R ST U % e e RS AR AT S L, 1L 110, LV
d‘m_ZMH et == N itttV d()gg—Enn AR
R e e g g Lo o ey e Ly IL IIL, IV
dHO—ZmM A e d‘m—me; AN dazo_zmm e el
b e AV BT LT o e R L T
(5131—2””” RN Jm_gmn B rL JM—me PR
- Tt B 1 : 1,01, 111, 1V 1,11, 111, TV
. : JUB—Zmr il dV dm_anm gV (5203:27;”” IV
A 1y LTI, TV Lyl 1L, 1V
g cfgu_zmm L G = % muntm ity

Bemn wersepuas KOMHIICHIIA ABIAETCA, Kawb iepechuenie Tpofinoii
ROMHIUACHIIH Cb KOHHEKCOMB (m, +, n), TO HMBEMB, OsHAUAL Yot
(#-+ k- 1=4) xaparTepuCTHRN TPOAHOM KOMHIHIEHIIN:

Fost = Yoar T00as™ Dogs =0 623" <7 91 15 * Cony =12 157+ ¥ gas™
dl4o'=.7040m 71307 > Ta30 ™= V180" Vom0 "3 Oga0="TaagM 1 V3107 5
B =V P ot g™ d;zz = Yosa™ T Tna? T Vg ¥
cf i e RO e O]nm iarlas 7“213
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6. Ilarepmas KONHIMIEHNIA, cocTaBrgeMas oof HIEMCHTAMU
(z, p, 1), JIOBICTBOPIIOMHUMHE RaKOMYy HHOYID IIECTEPHOMY YCIOBIO, MO-
#erb ObITh ToXyueHa BD nepechbueHin UIGCTH KOHHERCOBD, WIM BH Iepe-
chueHIn WeTBEePHONl RONENNAEHTIN CT KOHHEECOMS HIH TPOiiHO ¢b HpocTon




I BG nepechuenin IBYXD IBOMHBIXD KOMHIMIEHII (mepechbuerie Tpexsd
IPOCTEIX'h KOMHIMICHIIE ecTh yacTHLII cayduail mepecbuenis mpocTofl KOMH-
NUIeHIin ¢b TPOHHOI).

Ecin yeaosie pgag (xz, p, u) IPUHALIEHEATL TAaROH KOHHIUICHIIH
(aaredpanueckoil) u300pasznNb:

T — 933 1 302 13002 133 L 2t L 203
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TO 3HAYEHIA OT;I’EJILHBIX’L XapakTepHCTHRDL TaROBbI.

Jammoft wpayMofi NPUHALICKATD KOHETHOE THCIO (0, COUETAHIT (2, u)
COCTABIANIIAXD C¢L Helo 3IeMeHTDh. JaHHOfl ILIOCKOCTH HPUHALISHKHTH Hapa
(kpuBad IBOAKO KPUBHBHBL MOPAARA 24, , IHHENMATAT LOBEPXHOCTL PAHId
2.). Jamnofi Tourb—mapa (ImHEvATas MNOBEPXHOCTD PaHTa 2if,., Pas-
BepTHBADIIALCA Klacca 2g,,). IIPAMBIME JaHHATO HYUKa HPHHALIERATD
(T. €. COCTABAAOTD HIEMEHTS ¢ OJHON H3D IPAMBIXTE HyUka) COMETAHIA (2, u),
o0pasyollid mapy (kKpuBad IBOAKON EPHBUSHEL MOPAIRA U, ., PasBePTHIBAIO-
masdca KIACCA fy,). IIpamprvn Tanuofi cBAsKu—rnapa (MOBEPXHOCTD [0-
PATKA (4,0, TOBEPXHOCTD KIACCA M, ),—KAEKIAA TOUKA IEPBOM MOBEPXHOCTH
BDL COCJUHEHIH ¢b OmperbIeHHon RacaTeIbHOH ILIOCKOCTHI0 BIOPOM HOIOI-
HACTD OJHY H3D IPAMBIXH CBASKH 10 ACMCHTA NATEPHON KOMHIICHIIN; TPH
9TOMD UMCI0 CcoueTaHift (z, ), ROTOPBIXD TOYRA ICHKUTDH BD JAHHOM MI0CKOCTH,
& IIOCKOCTH LIPOXOINTH Uepeshb JaHHYI0 TOUKY, PABHO (.

Coueramig (z, p) THXD 2IeMEHTOBD, KROTOPHIXD ILIOCKOCTD TIPOXOJHTD
uepest JAHHYI OpAMyD, 00pasyloTs mapy (MOBepXHOCTH IOpAAKa 2w, .
KOHTPY9HIA DAETa 4, ), IPHYCMD 2., COUCTAHII AMBIOTH TOURY BL JaH-
HOfi IL10CKOCTH M Ipsuyl Berphuanomyio lannyo npauyn. Coueramis (p, u)
T5Xp 9I6MEHTOBD, LOTOPHIXT TOUKA I1eRHTD HA JAHEON HPIMON 00pasyloTh
napy (EOHTPYSHIIA PaHra «.,,; TOBEPXHOCTH RIACCA 2, ;) TDHIEMD 2u..,
cOUeTAHiA HMBIOTH IIOCKOCTH, IPOXOIANIYI0 UYEpesD JaHHYI TOUYRY, I
IpAMYylo, BCTpHUAnIIY0 JaHHYIO HIPAMYIO.

Fean nartepHad LOMHIUIeHNIS onpefbrgerca Kakb nepechuenie
IeCTH KOHHEKCOBD

G, e, ) (o ) o e ey,
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TO €4 XapakTepHCTHKH BLHIPaKaoTCd CBb IIOMONBH NOPALRA, KIacca H paHra
0TIBIBPHLIXD KOHHCKCOBD CIBIVIOUINIME 06DA30Mb
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Eein ugrepras RomHUMJeHIidE ompegbiderca uepechbuenieMd uer-
BEDHOHl €Bb KOHHERCOMD (m, #, 1), TO
Uago =M g+ 705505 Mgy = g M =y 7 g

Sk e o e
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7. lecreprad coumunmuzeniig. CeMb ROHHEKCOBL HIH KOHHEKCD
I IsATepHadg ROMHIHMHEHNIA HIHM KOHHUHJCHIIN MpOCTad U YeTBepHAA HIM KO-
HHOUAEHIIN JBOflHAgd W TpoiiHag uMBIOTH OOIHME co® HIEMEHTOBDL, COBO-
RYIHOCTH ROTOPHIXD NPHIATHMDL HasBaHie MECTepHOll KOMHIMICHINH.

1IpousBoibHasd IpAMasg [NPOCTPAHCTBA He IPHHALIGHKHTDH BOOOLE Takoi
ROH(Urypamin, T. e. He BXOINTH BbL COCTABb HH OJHOTO ed 3IeMeHTa; Beh
IPAMBLA, BXOJANIA BB COCTaBD 3IeMEHTOBh NIECTEPHOI KOMHIIMIEHIIIN, 00pa-

3YI0TD KOMILIEECH, KOTOPar0 PaHI'hb OBHAWUMD A,., U Bamioil Takoil mmpsa-

MOIl IpPHHALIERHTD onpelbiennoe coueramie (x, u), Bumberh cn sr0D
IPAMOK  00pasyoIee HIEMEHTE HOH(I)HI‘YPELIHH. IIpousBoapHo sa1anmoit Tourb
UPHHALICRATD 24, cOUeTaHifi (IpAMad, MIOCKOCTD), MPOUSBOABHO 3aTAHHOI
IIOCKOCTH—24,,  COUeTaHill (TouRa, IpAMasd). JIeMEHTOBb, ROTOPHIXD HIPAMBLI
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TPUHALTSKATD JARHOMY YUy, UMBETCA A, ,,—WX'D IPAMBIL CYTh TPAMBIA KOM-
IICKCA. OJICMEHTOBD, KOTOPBIX'G IPAMAA IPOXOJUTH Uepeshb IAMHYH TOTRY
MMM IeRMTH Bb JAHHOH IIOCKOCTH, HMbBercd co': MpAMEIL CyTh HpAMBLA
BBIIGYIOMARYTAr0 KOMITEKCA, IPUHALISXAIIL CBI3ES Cbh BEPIIMHOD Bb
TamHOfl Touwb n oOpasyomis KOEyCDh HOpAZEa 24 15 (MIH IeKAIid BB 1an-
HOH TIOCKOCTH H Oru0aminid MIOCKYI0 KPUBYI HOPIIKA 22,,5), TOUYKH 3THXD
JICMEHTOBD SAMOIHANTS KPUBYIO IBOAROH KDPUBUSHOL HOPAAKA gy, @ ILIO-
CROCTH OrH0al0Th PABBEPTHIBAIOMYIOCS KIAcea A 5o+ COBOKYIHOCTD COUETA-
Hift (p, w) TBXD 5IeMEHTOBD, KOTOPLIXL TOURH IekaTh Ha TAHHOM TpAMOiT,
00pasyloTh Iapy (Immeiiuaras MOBEPXHOCTH panTa 24 133 » DABBEPTHIBAOIAAC
rracca 24,,,). Korm coGepews Beh areMeHTH, EOTOPHXD ILIOCKOCTH IIPOX0-
JATD 4epesD JaHHY IPAMYIHO, TO COUETAaHIA (w, p) OTHXD AAEMEHTOBD 00pa-
3YOTh Hapy (KpEBad JIBOAKOH KPHBHBHGI MOPALKA 245, , THHGHYATAL MOBEPX-
HOCTH pamra 24, ). Hagomenn 21,,, sIeMEeHTSI OMBOTE TOURY BH JaHHOI
[IOCKOCTH, IOCKOCTh Bh JAHHON CBA3KDL, W NpAMYI0 BD JAHHOMD CHEMialb-
HOMB JuHelinows rommickeh. Ilepeumcmenmbls 10 XapakrepHCTHRL Takb
BBRIPAKANTCA Bb CIyIab, ecid mecrepHas KOMALMICHIS 3alaHa, Kakb IIe-
pechuenie ceMH KOHHEKCOBT
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Hern morysaend IeCTCPHYIO KOMHIUASHIIN BB TepechueHin maTepHoil
Chb KOHHEKCOMB (me, 7, #2), T0 TH e XaPaRTePHCTHRH BHPA3ATCH:

Aga == My~ Tlhagy ; Ay == Mefhyyy — Ty Nl ;
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Bb BmIy Toro, uro B mecrepHoii RommumIemmin YCTAHABINBAGTCH
n3BEeTHATO  pofia coorBhTerBie Memry BebMm ToumaMm IpOCTpaHCTBa, IIpsi-
MBIMI HBEOTOparo kommierca u Bebuum IIOCKOCTAMH HPOCTPAHCTBA, MOKHO
HASHIBATL NIECTEPHYH KOMHUHIEHTIO DIGMCHTOBL (%, P, u) mpoiikoio (To-
HUEHHOE TIPOCTPAHCTBO, ROMILICRCH, ILIOCKOCTHOE HPOCTPAHCTRO).

8. Cemeprasd KOUHILHIEHIIA. Jaxsubiinyo  komfurypanin mpes-
CTaBIACTH COBORYIHOCTh oG HIEMEHTOBS (%, p, u), BhIbIseMAasd BOCHME]-
HBIME YCIOBieMD: nepechueniens BOCMH KOHHEKCOBD IIH MEeCTePHOl ROMH-
MUICHIHN b KOHHEKCOMD, TATEPHON KOMHIMICHIIN ¢ IPOCTO10, YCTBEPHOIL ¢
MBOIMHOK HIH IBYXT TPOMHBIXD. XAPARTEPHCTHRN e :

¥ B 2

3410 Youn s Vyggs L

3320 Pagg s Vgog

mnbioTE crbiyomee snavemie. Tourn ~21eMCHTOBT 00pasyTh MOBEPXHOCTD
IOpAxEa 2w, ., IPAMBLI—KOBTPYSHIIN paHTa Voyq . IIOCKOCTH OTHOAIOTEH I0-
BEPXHOCTh RIacca 2v,,,. 9IeMEHTORD, KOTOPLIXT TOUEA JACKATEH BT JaHHOI
ILIOCKOCTH, HMBETCS col @ TOUKM 5TH 00pasylTs KpuByio nepechbuenis Boime-
JUOMAHYTOH TMOBEPXHOCTH € JAHHOD ILIOCKOCTBIO, NPAMBLA MOEPHIBAITT JTH-
HEIYATYIO II0BEPXHOCTh PAHTa 2¥y45 > IWIOCKOCTH OTHOAIOTH PA3BEPTHIBATONLYIOCS
K1acca 2w, ; JABOMCTBEHHO 31CMEHTORDL, KOTOPLIXD IIOCKOCTD IPOXOIATE ve-
pestb JaHHYI0 TOURY, nMbercs Tarme ool: HXTD TOURH 00pasynTs KpHBYIO
JBOAROIN EPHBHBHGL TOPAJRA 29,,,, MPAMBIA TOKDPHBAIOTE IMHEHYATYH 110~
BEPXHOCTh panra 2#,,, U IIOCKOCTH OTHOA0TH KOHYCH, KACATEABHBIT KDL BH-
MIEYTOMAHYTON MOBEPXHOCTH RJIACCA 2v,,, W UMBONI BepIIMHY BB JaHHO
Tourh. 10aToMy MOKEMD HASHBATH HAITY (purypy Tpoiikown: (ToueuHas moBepx-
HOCTB, KOHIPYIHTIA, MIOCKOCTHAA TOBEPXHOCTS).
Ecru cevepras KOHHUUICHIIA 32JaHa BOCEMbI) KOHHEKCAMII
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Orcoga ecinm Bch KOHHEECH
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CYTh TPHIMHENHEIE, TO MOPALOKD TOUCUHOI MOBEPXHOCTH TPoiikH paBens 560,

PAHI'D KOHTPYSHIIM 560 I RIaceh IIOCKOCTHON moBepxmoct: 560. KpmBas

ABOSIKON EPUBH3HGL H JIHEUATAT H0BEPXHOCTH, NPHHATLICKANIIT TI0CKOCTAME
15

e

NN T ey s




L

JamHOfl cBA3KH, Oyayrs Hopdagka 840 u pamra 1120; npuHAIICKAIld TOY-
KaMb TaHHOH MIOCEOCTH JuHeliuaTad IOBEPXHOCTh M  DPasBEPTLIBAIOIIAICT
OKaspiBaloTca panra 1120 m Rracca 840.

Ecin moBepxHOCTh 337aHa IepechbuenieMd KOHHeKca (m, 7, #) b
IIeCTepHONl KOMHIMJEHI[el, T0

P ™= mlsio e 2“331 el '2“340 ) LOVTS ’”)'043 sl ;“133 3 ”2“142 H
Doyg =M Ayt T dygy = Mdyyy s Pypg = M dyg 1 1 Agyg Ny
E s ol RS o e et S s
Vggy == M Aggo 1= 1" Aggy = M dgg, Vggy == M hygq T~ 1" Aopg 1 Ny

9. Jdesarp ycroBiil orTrbadnrt u3L Beell coBORymHOCTH o' nremen-
TOBD (%, p, #) col TAKUXH HIEMEHTOBDL, KOTOPBIE 00pasywTDh mipoiiky (wpu-
6aa  0604K0l KPUSUSHLL NOPAOKA 2%, , JUHETHMAINAR  NOBEPIHOCIL  PAHA
2%, , PaIGEPMBBRIOUAACH KAQccd 2, ). Touka TMepBONL BL COETHHEHIN
¢b ompexbaennoit oGpasywomeil Bropoii u oupeLbIeHHOI0 MIOCKOCTHI0 TPeTheil
00pas3yoTh HIEGMEHTS KOH(BUIYpalin.

Ecan tpofika sajaHa, Kaks HepechueHie AeBATH KOHHEKCOBD
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Ecan, panpuybps OepeMb 1eBATh TPUIMHEHHHXD KOHHEKCOBD, TO HO-
PANOKD EpUBOI ecTh 2520, paHrs auHeuaToli moBepxHOCTH 3360 U KIacch
pasBeprhBanmeica 2520.

Tpoiika MoEeTd OBITH 3aTaHA Takme MepechueHieMd KOHHEKCA Cb
Tpofikol (ToUeuHad IIOBEPXHOCTH, KOHIDYIHIIA, IIOCKOCTHAS IOBEPXHOCTD).
Torga Tph €S XapaKTePHCTHEE BHIPABATCS

e Lpp g o e
B Vs o Pl e Y, ol W = W el

S e - 0
Rogq =MV g & TPy = MWy,

10. JlecaTepHoe ycioBie, HAIOKCHHOe HA SICMEHTH, JaeTh KOHEUHOE
XD unex0. TakaMb 00pasoMb JeCATh KOHHEKCOBD
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IMBIOTE OOLINXD HIEMEHTORE
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Roreumoe wmero o6muxs sreMeHTOBL UMBIOTH Jarbe KOHHEKCH I
Tpoiika (KpHBafA IBOARON KPHBHSHEL, IHHEuaTas NOBEPXHOCTH, PasBePTHIBAIO-
magcd). Ymero 310 paBHO

1
N_Q(m,c243 B s H
Hpocraa rommmujeniis mnepechbraerca ¢b TPOHKOID (TOYEUH. HOBEPX- .

HOCTb, KOHIDPYSHILA, IIOCKOCTH. IIOBEPXHOCTH) Bb
s ' ’ =l s o ’ y
s 2 (a2001143 -{— aIIOT‘BSS + ulOl ’D?A‘Z | ("0201 323 + (“1)111 332 + a0021’341)

ATEMEHTAXDb. Umelo axeMeHToBs mepechuenis apoiimoi ROUHIUJCHIIN CB IIe-
cTepHOI0 onpegbagerca (opyyron:
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DIGMEHTOBD M HAKOHENd IABL UETBEPHBIXT KOMHIMICHIIN MMBOTDH
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00IIUXD HIEMEHTOBD.

Bv wacrrOcTH, HAnpmMEBph, wMcao axeyenToBD mepechuemia 10 Tpu-
IMHEHHEBIXD KOHHEKCOBD PaBHO

2520 - 3860 - 2520 — 8400,

11. Bp nocarbryomens MBI GyIeMT pascMaTpHBaTh TIABHBIME 00pa-
30MB KOHHEECH M IIpocTyl KomHnmJeHunio. IlosToMy BL 3akIooueHie HacTo-
AMAT0 §-a OCTAHOBHMCS eIle Ha YHCIB IIPONSBOIBHBIXG KOS((UI[EHTOBE,
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MpocThiiwia Roudurypauin cv azementoms (x, p, u).

1. Tpuaunefinnii KoHHERCT.
Ypasmenie

fle, p, wy= Zai,l‘,ﬂxt up,=a(aapp)u, =0 (1)

JTMHENHOe OTHOCHTeILHO Zy Py M W, OMPEABIACTS TPHIMHCHHBIT KOHHEKCD,
Ono copepmnrs 96 KOO HILIeHTOB:, W 145 II0THATO onpenbienia KoH(ury-
panin J10XKHEL OBITH 3aiamsl 95 eg SIEMEHTOBD (%, p, u).

OCHOBHHIX TOUEK, IPAMBIX'S IIH TA0CKOCTeH o0mifi (1. e. mybonmifi
YPaBHEHIE C¢b IPOH3BOIBHBIMU KO pUIICHTAMI) TPHIMHERHNA ROHHEKCT
HE COJCPEATE.

Ho ocnosnvin  covemanin )y (b w), (£, %) NPHHALIEKRATD U
o0meny koHHeEcy (1, 1, 1).

TakoBsr Oyayrs lpexne Bcero Hapel (T0YEA, ILIOCKOCTEH), OGS IMecTH
OHINHCHHBINT ROHHEKCAMT (2 U

df i ‘ r
W)’;:anzxduk:() bt 12 oy @)

Ocnosnviazs covemaniii (mouwa, niocrocmv) oGuyiii MPUTUHETHDIIL KOH-
Hewcs uMmwems 20, —110 YHCAY 51eMEHTOBD epechbueHia nectn OIIHEeRRLIYE
EOHHERCOBL (x, u).

OcHoBHBIA coueranmis (Touka, IpAMasT) 00T TPHIMHEHATO KOHHERCE
CITb SIEMEHTHI LepechYCHIA YeTHIPeXTD OHINHEHHBIXD KOHHEKCORT (g

1 —— Ji i 7 : /
Zaz.,kxﬂ;oiz);.l—C) g 3. 4 (3)
Tpuruneitnorii konnercs (1) wamenms oo¥ aenosnvias covemaniii (moura,
upaAMaa) oopasyiouuzs napy (mouewnoe MPOCHPaNCcmiGo, Koynaercs 4 pama).
Hpavbia s1uxs coueranift sanormaors ROMILIEKCH 4 panTa
J2

sl
dxt du ;

= (aapp) (bbp'p") (cepp™™) (ddpHiphiny (abed)(efyd) = 0. (4)

Ramnoit mpavoii upumaiiekurs onperbIeHHas BOOOIE TOUKA, KOOI~
HATBl ROTOPOH BEUIOAHAIOTD ypaBHeHIA (3), HpH ycaoBin (4) coBMberabId.
Hexmovenia cocraBigors 16 mpayi, KOTOPBIA YHHUTO®KANTDL HE TOABRO
(4), HO u BCh ero mepBre MuHOPHL. TakIXD IPAMBIXD TPUIHHCIHHBI KOHHERCT
COTEPEUTD 162,10 umcIAy NPAMHXD nepechuemis UETBIPEXD KOMILIEKCOBT
3 paHra, omperbifeMbIXT ypaBHeHimMIl
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Obparso, kawaofi Toukb WpocTpaHCTBA, UpPHHALIEKATH BB IPAMBHIXED
BEIMEeCTBEHHLIX'D, HIM MHUMBIXDL, LpAMDIA IepechbueHia wueTHpexs JHHeH-
HBIXD KOMIIEECOBD (3). IlpambiNs Komimerca (4). IemaluMb BH JaH-
HOfl TIOCKOCTH, MIM IPOXOAAMUMDB Uepesh [JaHHYHO TOURY, IPHHALIE-
KATh TOUKM EDPHBOH 6-ro mOpsjka, M TOURAMD JAHHON ILIOCKOCTH TpH-
HAIIGENTD KOHTPYSHIIA 6-r0 pamra, Jekamas BB RoMirerch (4), Ilpayeivs
EOMILIEKCA (4), BCTPBUaIIEMT TaHEYH0 TPAMYO, TPUHALIEKATS T0BEPXHOCTD
4-T0 MOPAIKa, I TOUKAMD JAHHO IPAMOI-—IHHeivyarad II0BEPXHOCTD PaHTa 4,
BCH IPAMEBIL KOTOPOI cOCTABIAITH OCHOBHBIA COUETAHiA TPHAMHEHHATO KOH-
HEKCA CF ONpeThICHHBINH TOUKAMH JAHHOM IIPAMOIL.

Ocnosnvlas couemaniii  (Npamas, NI0CKOCIb) HMPUSUHCTIHYIT KOUNEKCED
WMIBENVE INAKIICE O3 0N ONPEOILIANMCA YPABHEHLAMU

df(x,p,u) :
T s —_ ) / _
T =M q wp,=0 (=1,2, 3, 4) (5)
L
w 00pasyoms napy (KoMnaercs 4 pawua, NAOCKOCIHOE NPOCIPANCINGO ).
RoMILIGKCD 9TOTDH, KAkb TeTRO BUIETH, COBIAJAETL €T TOIYIEHHEIMT BHITIE
KOMILIEECOMT (4).

SaMBTHMB, UTO KOMILTEKCS (4) He GY1eTh CaMbIMb 0OIIHME KOMILICECOMD
4 paHra—o0HD B3aBUCHTDL HE 0THL 104 mapaMerpoBb, Kakd oOmifl, a Iuuis
015 95,

Moxmo sambrurs, 1moz06HO TOMY, Kakh WMBIH BhOIE IS OCHOBHBIXD
coueTaHill (ToukaA, MpAMasg): Cb HPAMBIMH KOMIIERCa (4), IpHHALIeHKAILIMI
JaHHON cBASKD (MIM JAaHHOMY IIOXI0), COCTABIANTH OCHOBHOE COUYETaHie
ILIOCKOCTH, OTHOAOINiA PasBepTRIBAIONIYIOCA MOBEPXHOCTh 6 Kiacca, M IIpsd-
MBI ROMILIEKCa (4), 00pasylollid OCHOBHBIA COUETAHIA Cb ILIOCKOCTAMH JaH-
HOI CBA3KH, 00PasyOTh KOHIPYSHIID 6 pPanra, HAKOHEND INPAMBIMD KOMILIEKCA
(4), BCTpBUAIIND JaHHYO IPAMYI0, IPHHALIORATS (BD YEA3AHHOMT CMEICTE)
KacaTeIbHBId Kb MOBEPXHOCTH 4 IIOPAIEA ILIOCKOCTH, H ILIOCKOCTAMD JaH-
HAro My4YKa—Iy4d JHHeid4arToil moBepXHOCTH 4 paHIa.

IIpousBoabHO B3ATOMY coueTaHino (p, #),— eclm 0HO He OyIeTH 0c-
HOBHBIM'D, —IIPHHALICHKATH ILIOCKOCTh ©, ROOPIHHATH KOTOPOil CyTh

: daf
0B, = 7!72 =a (aapp)u,.




IL1ockocrh » mepechbraerTcd €5 MIOCKOCTHIO % B3ATAT0 COUCTAHIS II0
mpaMoil ¢, arciaIbHbIA KOODIMHATHL KOTOPOM CyTh

T.q,=0(v,u,)=( aapp)u_ (au,).

JTa mpAMag BCTphuaeTs MPAMYIO p COUSTAHIA, €CIH BHIIOJHEHO JCIOBie
Q
2{ qr’kpik =)
( aapp) (auzxz)u, =0 (6)

(rab 7 03HAYAITD ARCIAIBHBIA KOODAMHATHL UPAMOI p), T. €. CCIH B3ATOC
; (p, w) NPHHAILICRATH OIpeTbICHHOMY 5THMD YpaBHEHIEMD KOHHERCY 2 Pamra
{ I 2-r0 Rracca. MTarn cymecTByeTh oo coueramii (p, u), 00aa1a0IHXDb
r_ TEME CBOfICTBOMSB, uTO TouRH Berphum mpayol p siementa TpHIHeiHAro
' KOHHEKCa CB ILIOCKOCTBIO # TOTO iKe dIeMEeHTa, H Cb ¢ COBHAJAITS.
t IIpayasg ¢ coBmajaeTs ©h TPAMOI P, GCIH CYIECTBYOTH PABEHCTBA

2 aapp)u, (eu,) =u.p,

i HEBaBHCHMEIX's COOTHOMIEHI 110 HCRIOUEHIM '/ TOJIyYaeMb IATh,—TakHXb
i coueraHifi mwbens cabroBaTelbH0 co?,—O0HH 00pPA3YIOTH HApY: (KOHIDPYSHILLL,
IOBEPXHOCTH), XapPaKTePHCTURE 8T0f Tapnl c¢yrs (30, 160, 120), rab 120—
PaHI'hb KOHTPYSHIIM, 30—KIacCh NMOBEPXHOCTH IIApbl—T. €. YHCI0 CoYeTaHii
Iapsl, KOTOPBIXH ILIOCKOCTH NPOXOINTDH Yepest TaHHyl IpaMyl, H 160—
YUCIO COYeTaHill, KOTOPBIX® I[paMasg BeTpbuaeTs JaHHYI HpAMYl H ILIO-
CKOCTb IIPOXOJIHUTDH U€Pest HAHHYIO TOUKY, HHLIMH CIOBAMH DAHIb IHHelua-
T0iff MOBEPXHOCTH, 00pasyeMoii TPAMBIME COUYETaHill, KOTOPHIXD ILIOCKOCTH
IPHHAIEKATS JaHHOH €BA3KE, WIM KIAcCh pasBepThiBambILeiicd, ormGaeMol
; ILIOCKOCTAMH, KaCATeIbHBIMM WD [OBEPXHOCTH Haphl, BXOAAUIAMU BB COCTABb
i

i

TBXB coueTaHiil, KOTOPHIXD IPAMBLIA BCTPBUAOTD TAHHYI HPAMYIO.
JBOfiCTBEHHO, €CHM BO3BMEMT coueTamie (x, p)—He NpHHALICKANICE
i Kb UHCIY OCHOBHBIX'B,—TO €My BDH KOHHEKCH UPUHAIICKHTH TOURA » Kakb
{ HEeHTP'h CBASKH ILIOCKOCTEH, COCTABIAINIXE ¢b (%, p) dIeMEHTH TPHIHHEI-
' Haro KOHHeEca. NoopIuHATH 5Toil TOURH ¥

oy, = a,( aapp)a,;

1 crbIoBaTeIbHO, IpAMAS, COSIHHAOINAS # My, UMbBeTs pajialbHbla Ko-
OPAHHATHL IPOIOPIIOHAILHBIA ONpeIbINTe I b:

a,( aapp)(ex,)=t.q,
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nmpAMag sTa BeTpbuaeTh HpAMYIO p dIeMeHTa, eCIH B3ATOe HaMH COYEeTamie
(z, p) NPHHATICRATD, KOHHEKCY 2-TO IIOPAJRA H 2-TO DaHTa

a ( aapp) (ex pp) =0 (7)

Touno Tawb ke, KakD H BHIIE TOIYIAMD Aadbe mapy (LOBEPXHOCTD,
KOHTDYSHI[A) b Xapakrepaermkayu (30, 160, 120), mus coueraniii (v, p)
ROTOPOil mpsamMbld ¢ = (2, ¥) M p COBHAAAI0TH, 30 €cTh IMOPAZORDL II0BEPX-
HOCTH, 120—paHr'b KOHTPYSHIIM H QHAIOTHUHOC HPEIBIIVIIEMY 3HayeHie
uywbers TpeThs XapakTepucTHEa 160. :

dna coueranift (z, p), HpHHaLIEKANMXD (7), TOUKA ¢ JEEHTHL BD
ILIOCKOCTH, ompexbidemofl TOUK0I0 # 1 UpAMOil p coderaid, HMIH ILIOCKOCTH
(x, p) 1 (¥, p) COBUALAITD.

Coueranino (#, w) OPUHATIEKATE BOOONIE JIMHEHHBIL KoMILIeKCh. Koy-
IIERCD BTOTH OVIeTh CHCLialbHBING, ¢CIH (4, %) IPHHASICRHTD KOHHEKCY
(x, w) mopamka 2 1 Kracca 2 :

a,b u, u, (aabh)=0. (®)

Ilpanoii p npumajiexurs BH TprImEefiHON® EoHEekch (1) ompexb-
neHHbi Owinmeiinplfi ROHHEKCH Ch 2IEMEHTOMT (TOURA, INIOCKOCTH), YCTa-
HABIMBAIOILH, Kakb uspberHO, KOTIMHEAPHOE 1Ipeodpas0oBaHie IPOCTPAHCTRA.
CoorsbrerBenno BebMb cof IPAMBING (IPOCTPAHCTBA HOAVIUMD pacupelbiewie
BebXD oo? srementoBh (#, p, w) TpUINHENAr0 KOHHERCA HA oo! CHCTEMD
M0 ©® »ieMeHToBL. MOEHO CRasaTh, UYTO H3b BCEro MHOroodpasig oo'®
KoMIMHeANill, Tpuampefinpii xomHerct BHIIBIAETL MHOrooOpasic oot ROI-
IHHeAlifl, KoTopnA A o0miaro TpuiMHefimaro KoHHeKca BeH MeEZy co-
0010 PasIMIHBl (A COBMAJEHIA JIBYXD KOMIMHEAUIl NOJKHBL OLITh BHILOI-
HEHE 15 yeaosif, @ Beimuuws 1as uxXb BbLIOIHeHIS mrbeys immb 10). Beb
cot GUIMHENHBIXD KOHHEKCOBD, YCTAHABIMBAIOIIMXT HTH KOLIXHeauin mrbkors
20 00IMXD 9IGMCHTOBL—OCHOBHBIA COUETAHis (7, «) TPHIMHCHHATO KOH-
HeEca. OcOGEHHOCTH KOLIMHEAILH, IpuHaTeRallell npayoi, BLibII0TD o1y
HPAMYI0 3D YHCIA JAPYTAXDH, M TAKUND 00DA30MD YCTAHABIMBAA HHBAPIamT-
HBIA (GOPMEL LI ROLITHEAL N, LAY IaeMD KOBapiaHThl TPHIMHENHAT0 KOHHERCA.

Taruns 00pasoMs IoIyIaeMs Hpemkie BCEIO HOBOe 3HAUeHIe YycTa-
HOBJEGHHATO BLILIE KOMILICKCA 4-T0 panta (4). Lho mpamvidns npunaoiexcains
abiposicoenbia Kodanearin. IBICTB., YDaBHEHie €I0 BBHIPAKACTD, UT0 OMperb-
JATeIb KOMLIMHHCAIiM, MpUHAJIexallel 1payoi p, odpamaercd Bb 0.

1o106HENE  06pasoMD IpAMLIA P, UPHHALIERALA EKOTOPHIMD  KOI-
JHHCALIM HAX0LATCS BO BIMCAHHOMD IOJAOKEHIM TeTpasipoBh (T. €. ecln
CYIIECTBYETh oo® TeTpasipoBbh, COOTBBICTBYIONLE KOTOPLIMD BDL ROLIHHEALIN
TETPA’IPsl BH HOX'H BIMCAHH), 00pasylorh IMHEHHBIT KOMIIEKCD

Pl = (aapp) a,=0. (9)
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9T0 HPUBOAHTH HACH MEKLY LPOUNMT Kb HHBApiaHTy TPUINHEHHATO
KOHHEECA (aabb)a, Z)I,J (9a), ymmuromeHie KOTOPAr0 BHIDAKAETH, UTO HTOTDH

KOMILIERCD €CTh BBIPOKICHHGH. B0 BIHCAHHOMT MOI0KCHI Terpasipa Ha-
X01HTCA KBAZparh KOMIMHeANin TMpuHajliexamiefi p

(aapp) (bbpp) a, b, u, — 0

€CIN IpAMad IPHHALIECEKATH KB QIPATHIHOMY KOM [LIERCY

E = L, = (aapp) (bb pp) agb, =0 (10)

¥ S e SRR ET s - ST

I TOUHO Takke NPAMBIA KOMILIEKCA 3 pamra: 3

i P, = (aa pp) (bbpp) (cc pp)agb,c, =0 (11)

-

JA0TH ROLIMHEAIIN, 3-1 CTeleHb KOTOPHXD HAXOIUTCA BO BINCAHHOMD
MOIOAKCHIN TETPasIpoBb.

Mo&HO yCTaHOBUTEH elLie KOMILICKCT

s

T
: o 2 i
P, = (aapp) (bb pp) (C(,'pp)f b, bF b, =0 (12)
2
| € Oy €
IPAMBLT  KOTOpAro JaloTh KOMIMHEAIiH BB OMHCAHHOMD II0JOKEHIN TeTpa- 58

IPOBE.

[lxockocTn w UPUHAAIGKNTD CHAMHEHB KoREERCs (7, p)  coorhr-
CTBCHHO BCBMD IOCKOCTAND ITPOCTPAHCTBA IHOJVIAEMB 00% TAKHXD KOHHEK-
C0Bb, T. €. pacupeibigenNs oo HICMEHTOBDL Ha o CHCTEMT 0 oob pire-
MEHTOBT Kakiad. Iloayuaevad cHCTeMa ROHHNERCOBH (x, p) IuHefiHa U omi-
paeTca Ha Tapy [ToMeYHoe MPOCTPAHCTBO, KOMIIEKCH 4 pamra (4)].

SRR SRR ET

v

Ramaplll OMIMHCHHMI RomHekcs (2, p) uMbers IBB OCHOBHBIXD 1ps-
MBIX'h, KOTOPBIS MOTYTT OBITH BEH[ECTBCHHLI M PA3IHUHLI, BEIIECTBEHHLI I
COBIAJATh WIM HAKOHEI'b MOTYT'h OLITh MHHMEL Takuvbh 00pasoMb Kakloil
ILIOCKOCTH IPOCTPAHCTBA MPHHALIEKATD 1BB UPAMBII,~—5T0 HMEHHO IPAMBIL
BOMILICKCA (4), IPHHATICKAILA 9T0i ILI0CKOCTH, H OCHOBHON KOMIICKCT (4)
CCIb CIBIOBATENBHO, TEOMeTPHUECKOe MBCTo maph 0CHOBBIXT IIPAMBIXG OH-
AHHEGIHBIXD  KOMIIEKCOBD, UPHHALIEAANNXT ILIOCKOCTAMD IPOCTPAHCTBA.

IlponsBoabno B3ATHIT OHIMHEHM KOHHEKCTH, NPHAALICKANUIN MI0G-
KOCTH, OCHOBHBIXD TO4eKbh He umbern. Ho B umerb oo miockocrefi mpo- ii
CTPAHCTBA CYHIECTBYETH 20, ROTOPBIMYD HPHHATLICKATD OHIMHEIHBIe KOHHEkL- .

-
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ol (z, p), MBONIEe OCHOBHYO TOYKY,—3TH ILIOCKOCTH I COOTBBTCTBYOMIIA HMD
TOUKH OTPeIbIdnTcd ypaBHEHIAME

df :
Ea[, kg1 E=— Clﬁjz = )

I CyTh CIBI0BATEIBHO, ILIOCKOCTH M TOYEM OCHOBHBIXT coueTamiii (z, w)
TPUIMHEIHATO KOHHERCA.

ABofictBeHHO TOUKE 2 OpPUHALIEKUTD oUpelbieHHb OnIMHeHHLIE
KOHHERCH (P, %), a BCBMD oo® TOURAMT HPOCTPAHCTBA—IHHEHAA CHCTEMA
oc® OUINHEHBIXD KOHHEKCOBL (p, u). OCHOBHBLA NPAMBIA 5THXD KOHHEK-
COBH 00DPas3yoTh TOTD e KOMILIEKCT 4 paHra (4).

OcHOBHBIA ILIOCKOCTH HMBIOTCH TOIBKO BDH THXDH KOHHEECAXD, KOTO-
pele  BHMOOJHAOTH ThHEe YypaBmenia (2), m cabmosaremrpuo, Thike 20 To-
YeRD JAKNTH JIHHEHHGIe ROMILIERCHL (p, ), HMBONNA KamIbll OCHOBHYIO
ILIOCKOCTD.

2. Rournupgeruiga—unepechbuenie 1BYXD TPUIHHEHHHXD KOH-
HEKCOBD.

DIeMeHTsl (z, p, u), 00ILie IBYMDb TPHINHEHHBINE KOHHEKCAMD

fl, p, W= Na 4 p, =0,
(13)
F(z, p, w=a , 4 zu, P, =0,

00pasyinTh KOMHIHIEHIIH (TPOCTYI) U3TL ocf 2ICMEHTOBD.

IIponsBoibHO B3ATOMY coveTaHio (p, %) IPHHALICHHTH BOOOILE 0IIpe-
rhremmasa mpavag — mepechuenie mrockocTel ¢ W v, TPHHANIEKANINXD
(p, w) Bb TOMB U JAPYroMb KoHHeKcH,—Touknm »Toil mpawoii Bwberb cb
B3ATRIMG COUGTAHIEMDB (P, #) COCTABIANTH HIEMEHTDH RomHuujeHuin. Hoop-
JHHATHL 9TOIl NMpAMOIl BhIpasaTcs

af cdBE il JF

dx'. d dx, o dx, : dx,

= (aapp) (a'a' pp)u, u, (a,4a,).

T Q=

Couerarin (x, p) NPHHAJIEHKUTH TaRKe OpAMad, Kakb 0Chb LYIKA
II0ckocTell, Ramgasd U3D KOTOPRIXH COCTABIAETH IGMEHTDH KOMHIUICHIIN
BMGCrh ¢b B3ATHIMD coueTamieMt (2, p). Ilpavag sTa coefuHAeTd TOURM
Yy Uy, UpHHALIERKANA coueTaHilw (z, p) BD TOMEH K JPYTOMTE TpPHINHEI-
HBIX'b KOHHERCAXD.

Haromems coveraniio (¢, ) OPUHALICHKATH KOHTPYsHIIA—IepechueHie
IBYXDb IMHEHHBIXD KOMILIGKCOBD, NPHHALIEKANNXD (2, %) BD TOMDB H ApY-
rOMD KOHHEKcaxb (1).

D A ——
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Ocnosroinu couemaniamy, GBaTca Th, KOTOPHIMD NPHHALIEKUTDH BBIC-
nree MHOT000pasie TOYeKbH, COOTBBTCTB. ILIOCKOCTeH W HpAMBIXD, UbMB JId
TMPOU3BOIBHO B3ATATO.

Takumb 06pasoNb OCHOBHBIMD COUETAHieMD (p, #) OYICTH Takoe, Ch
KOTOPHIMD DIEMEHTDH RKOMHOUASHIIHN COCTABATL HE oo! TOUERE, a oo’ HIH
Jame cod. Brpouems MOcIBImAro 06CTOATEIHCTBA HE MOKETH BCTPBTHTHCH,
ecan 003 TPUIMHEHHBIXH KOHHEKca, oONMpelbigninie KOMHMILIEHII0, OYIyTH
oomuyu. Bp camonms pbab, 11a sToro HeoOXOAUMO OBLIO OBL  OJHOBPEMEH-
HOC BBIIOJHEHIE BOCHMH YpaBHeHili

Foi
%:O j—ﬁ;zo (=t 208 4
¢b ceMbl HemsBbormbvM. Mckimovuenie «, w p, 3D 9THXD BOCHMH yDaBHE-
Hifl A0CTaBUTH COOTHOUIEHie MeRIY K03(QuIieHTaMi KOHHIHAEHIIN, KOTOpOe
i OyzerTh BHIPAKATHCA YHUUTOREHIeMD cOOTBBTCTB. COBMBCTHATO HHBApiaHTa
IBYX'H> TPUINHEHHBIXH KOHHEECOBD.

ITosroMy [if KOMHUUIGHIIH BOSMOKHEL BbH 00LIEMD CIyual TOIBKO
T4Kis OCHOBHBLA COUETaHid (p, u), b KOTOPBIMH JIEMEHTDH 64 COCTABIANTH
cc? TOUEKb, 00pa3yOIUXs ILIOCKOCTb, B03MOKHO 5T0 Ipewpe BCero ecin
(p, w) OyAeTh OCHOBHBIMD COUETAHIEME OIHOTO M3H TPHINHEHHHIXD KOHHEK-
COBB, T. €. 6Cal (p, ) BBHIIOAHAITH YpaBHEHid

df g =

—— —— e 2 a - .

et (5)
HIN YpaBHEHId

ar . s

- = S 2 / 1

Tl ek D)

Tarux® coyeTaHiii ROHHIMICHIIA HMBETH 3.

Ho wpowb Toro, yrasammoe 00CTOATEIHCTBO BCTPBTUTCS BCAKifi pasw,
ROTJa COBHALYTH IIPHHALIEKANLA COUETAHI0 ILIOCKOCTH v H ¢', u GIarojaps
5TOMY IpAMasg HXB mepechbuenia cramerh Heonperbiemmoo. UroOrr 00CTOM-
TeIBCTBO 5TO BCTPHTHIOCH, TOXKHBL OBITh BBHIOAHEHDHI YPaBHEHIA

di: 8 dr s

Ok 0k, - ol
AN e e (14)
d dF dF dF
dx, dx, d, dx,

YTO JaeTh TpH HEe3aBICHMBIXD COOTHOIIEHII MERIY BEINYHHAMH P u,.

TaruMp 00pasoMb KOMHMMIeHMiA (13) mywbers oo! OCHOBHBIXG COUCTAHII
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= 2ok =

(%, w) 00pasywIIUXD ABOHHYI KOMHIHIEHIIN (p, u). YToOH MOIYYHTH Xa-
pakrepucTnEd »Tofl mocabAHed, sawbEEMT (14) TpeMS HE3ABHCHMBIMH CO-
OTHOIIeHIAMI, HAaIpUMEPD, :
8 1 7 e e e 4 Tl
i —fxﬁ}fxl_o, [ F

T s Lo & z xy

Hasreteea ¥ RS R E
e s e S e B0 (15)
I CHMBOJIHYSCEM—TpPEeMA HEe3aBUCHMBIMU OHpeJﬂiJIHTGJI}IMH MaTpPHIIDbL

W a0 aza
k 2784
(aapp) (a'a pplu,w, || |

;2 r
j 031(1,2(1,3(1

i::(y

4
Ho emcrema (15) me BuoIED skBUBalZeHTHA cuereMb (14).—oma yio-
BICTBODPSETCS, ecIm (p, o) YI0BISTBODPACTS TAKUMD CHCTEMAME:
o = i 7 ’ Faid F ’ o5
Fa‘g 0 z f;z 0 f;j 17:04 f.n Rg 0 : :
u : (16)
e i 73 r i T bty :
F:c3 sl 7‘;3 =) ’c.:tl F:c.z f;z P.’l’, =4
HO oTH noCABIHiA He BHNOIHAOTDL TORICCTBCHHO YPABHEHIA
o VA ) 3 e
fnfxl e ﬁ:al f.:g =1

crbryomaro use (14),—KoTopoe Takke T0MKHO OLITh BHLILOJHEHO HCKOMBIME
coueramiaMm (p, w). Tagig (p, w) LorLKHB ObTH oTOpomieHBl. OTcIa Ha-
XOIUNT, 4T0 Toayuenmoe M, 1) coueramiii (p, w) mwbers XapakrepuCTHRE
(4, 12, 12, 8). SHaueHie uMCEID TAROBO: BT PascMaTpHBaeMOil IBoiiHOM
KOMHIUIGHTIIN CcOueTaHifl (p, %) JaHHON IIOCKOCTH HPUHAJICKUTD JHHEl-
yaTad I0BEPXHOCTH & paHra, JaHHOM npaMoi—4 ILIOCKOCTH; UPAMBIMD JaH-
Haro moag (,Strahlenfeld*) waw nammoii cBA3KM—MIOBEPXHOCTH 12 KIacoea,
UPAMBIMG  JTaHHATO I[IyYka—pasBepThBalNIadcs II0BCPXHOCTh 12 kaacca,
00paTHO IIOCEOCTAME JAaHHOH CBABRH—KOMILIEKCH 12 paHra, ITOCKOCTAMM
JLaHHATO Iyuka—RKOHTPYsHIiA 12 panra. Bb coctaBb 5Toll ABOIHON KOMHIN-
JCHIIH BXOAATH U OCHOBHBIA COUETAHIA TOT0 M JAPYyroro KOHHEECOBH (13).

AHAIOTHYHBING 00PA30MDb MBI HAXOIMMDL OCHOBHBIA coueTaHis (w. p)
ROHHIEJeHNN (13) usn ypaBHemii

df df df df
du, du, du, dut
i 4l dFE > ol
du, 7@(2_ ;?u? ?iﬂ;

(17)

') M, = wHorooOpasie yerspexs HsMbpenii, —o0osHaveHie, KOTOPBIND AIf KPATKOCTH
OyZeMs TOIH30BaThCA I Harbe.
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3aMbBHAS 5Ty CHCTEMY YpPaBHEHISMU:

df

df ' dF S df : ar sa df : b s - gE e
dpy, Adp,, @, dp,, Y odps CSdps S . ?
(20)
df dF  df -dL—O df dr df T
- dp, dp dp,, dp, dp,, “dp,, dp dp ;
. af ~ @by Sordpad e
dpy by Ay dpy

onpelbIgnIuME co! JIeMEeHTOBD (%,

w) 00pasyomuxs mapy (EpHBasg IBOIi-

HOfl KPUBHBHBI, PA3BEPTHIBANIIAACA MOBEPXHOCTH), BBOTUMD IOCTOPOHHIA ph-
IIEHiST,—TapH, omperBigaeMbld CHCTeMaMi ypaBHeHI:

o G
) dp dp,
df_dFﬁ df .(ZF_
dpyy APy, dpy, dpy,
ar o<
na_o g
df dF sod (l[ :
dp34 dpp dp,, dp,,
s af
py, dp,,
df dr df dF
dpy, dp,,  dp,, dp,,
d) &r di
dp,, iy
af dF dfcdr
dp,g (lp dl 14 (]P

& AE @ aF
dp.dp Tedp
af  dF  df dF
an,, ooy S dp dp,
dif aF _ df ap _
apy, dpyg dpyg dpy,
df “df - ol af
b, A0,  dny, dp, =
if aF _ df aF
dpyy dpyg  dpyg dp,

dt : dF df dr S
dp,y APy dPyy APy

df dF af dF

dp,, dp,,  dp,, (]pl, ‘
gf ar _ df dF _
dpy, dpy,  dpg, dp,, :

KOTOPBIA He BHIIOJIHAITD ypaBHEHid, crbiyomaro Tarke nsb (19):

dF df

(lp2 5 : dp

dr df
dp




Mocroponnmia phimenia sTH T0XKHEL OHTH OTOPOMIEHBl IpPH IoLcueTh
nopaika ¥ EIacca mapbl. Ho mpm 3TOMB MBI JBAEIBI 0TOPAchBAEMB Iaphl:

ar S df 0 dF -1 df 2 df dF df- - all i

i e L Spltenag . S : =
dp,, dp,q dpy, dp,, Ap, dp,, dp,, ap,,
ar df Pfe T df af:-adf’ df drF
e - ) ) ===} — e =0
dp,, dp,, dp s dp,, dp,e APy, APy APy

IoaToMy MOPATOET W EIacCH STUXD TAPH JOMKHE OHTh T00ABIEHHL.
Tarums 06pasoMdb BH KOHIG KOHIOBD IOJyUYaeMD HA OCHOBAHIN TEOPEMEL 0O
nepechueHin mWATH KOHHEKCOBD (z, w) Y.

Tounu ocnosnwlrs couemantii (r, ) KOUHUUOCHUTU——NEPECIVUeNIS 08YLD
MPUAUHETUNVITD KOHHERCO6D 00pa3yions KPusyio 32-10 nopaokd, « nioCKOCHU
IMULD COUCINANTIL 0MOI0ING PA3sepMbIBaIouyoca 32-10 raacca. RpuBag aTa
LPOXOJUTH 4Yepesh 20 TOUeKD OCHOBHBIX'H COoueTamiil (#, w) KoHHeEca [=0
u uyepess 20 TARHXD Ke TOUeKD LKoHHekca F'=0, a pasBeproBaiomagcd
racaercs 40 cooTBBTCTBYIONLUXD ILIOCROCTEIL.

o cuX® mopb Ml Opaium coueTamia (p, ), (z, p) u (z, w). 3a-
JaguMcs Termepb Ipamon p°. B pascmarpuBaeMoil komHOueHumim (13) aroi
NpAMOfl MPUHATIEHKUTS LROMHIMACHIA coueTaniii (x, ), mepechuenie IByXD
OMIMHEHHBIX's KOHHEKCOBD

s po o i =0 S0 % ur=—0. (13)

Bebap mpaMmivt mpocTpaHeTBA MPHHALIEHKNTH TARUMDL 00pasoMb oot
TAKUXD KOMHOUJACHII (2, w), M 10 CBOHMCTBAMB MXB MOKHO RIACCH(U-
- IIHPOBATH IIPAMBLA. :

Tarsb mpeie Bcero kamiasd KOMHIMIEHIII UMbBeTs 0CHOBHOI TEeTpasips,
YETHIPE BEPHIMHLI ¥ YETHIPe TPaHH RKOTOPAro MpeodpasylTcsd OTHHAKOBO BD
KOLIMHEAIAXD, YCTAHABIMBAGMBIXT TEMB H JPYTHMD OHIHHEHHFIMTD KOHHEL-
coMb. Terpasiphs 9TOTH MOEETH OHITh BIOAHS BeNIECTBEHHEIH, i &ke HBKO-
phle WIH Jaike BCH €ro sIeMEHTH MOTYTH OBITh MHHMBIMEH, HAROHEILL BO3-
MOKHBL eT0 BHIPOo&ZeHIA. OTcoZa ABIAETCA CPEICTBO KIACCH(HIUPOBATH KO-
HHJIeRnin (%, w), a crbloBaTelbHO, M IPAMEIA, KOTOPHIMB OHB mpHHAJ-
JIemaTsL BB (13).

Yerslpe OCHOBHBIA TOUKM 118 KOMHIICHIIN

flx, )y=au,=0, I'(x,u)=du,=0

1) Teopis KoHHeKCOB®, oTp. 23.
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!
— 240 -~ -
onperbrsioTed M3b ypaBHEHIH
af or
A———pu—=20 ¢=1,2,8.9
dx, 2 oz, : ol

q9T0 JIaeTh ypaBHeﬁie 4-fl crememn AT Mp:
0 = (abed) (¢8yd) 4t -+ 4 (a'bed) (a'3yd) 23u —+
& 6 (abe'd)) (aBy'd") 22u? 4 (ab'c'd’) (ef'y' ") 2u® - (a'D'e'd") (a'B'y' ") ¢t

Mpuybaaa wb Hameil KONHLUIEHIiH, COOTBBTCTBYoUedl mpaMOll p,
MOTYIUMD:

0 = 2* (aapp) (bbpp) (cepp) (ddpp) (abed) (afyd) +
L 4(a'a’pp) (bbpp) (cepp) (ddpp) (a'bed) (¢ By 0). 23—
-6 422 (aapp) (Wbpp) (¢'c'pp) (A'd'pp) (abe'd") (aBy'd") =~
A (aapp) (U'b'pp) ('c'pp) (Ad'pp) (ab'c'd) (a8'y'8") 2w+
+ (a'a'pp) (b'b'pp) (c'c'pp) (d'd'pp) (a'b'é'd") (cc".(?’y’cf’) @,

Orrbipubie Koa(QUIieATs ¢YTh coBMbBernbie EOBApiaHTHl JBYXD TpH-
JIHHCHHBIXD KOHHEKCOBD.

TIpuBEIy eme TOAbko OfuETH HpEMEDPS YeTaHOBICHIS 1m0jo0HAT0 COBMS-
CTHATO KOBapiaHTa.

BospMens npocrbiimnifi copybeTHBI MHEBApIaHTD JIBYXDH OHINHENHBIX'D
KEBaTepPHAPHLIXD (POPMB

e, n—au 1 Ex, w)=au,,

HMEHHO
. L ’ i Bl , ’
J=ay,a, = 2;‘ Zk 0 O -

TeoMerpuueckoe ero 3HAUEHie 3aKIOYALTCS BH TOMD, 410 1IpH j=0
IpOM3BEJEeHIA Kommpearii f=0, I’'=0 u abBoe I IpaBoe: fF n Ffna-
XOZATCS BO BIHMCANIOME [OMOKEHIH TETPASIPOBBH, T. €. ecam f(z, u) =0
nepesofuts Touku 4, B, ¢, D,®s A, B, C., D,,a F(z,u)=0 B
roukn A4,, B,, C,, D,, 3arkyp LPOABBOLT CHAYAIA ROJIHHEAII0, YeTa-
HABIHBACMYIO [(4, w) =0, & MOTOMD KOLINHEATIIIO F(z, w)=0 nepeseieMs
4,8,C, D, ex 4, ;. B, 4, O30 Dy 4, 8 0DH 00PATHOMb TOPIIKD BHIIOIIE-
Hie 9THXP KOLIMHeapHHXT Ipeodpasosamiit s 4, ,, B,,, C,,, D,,, 10

= mAo 5 . A =
o6a Terpasipa 4, B, C, D, uw 4, B, G, D, BIUCAHN BB
rerpasaps ABCD, ©. e. 4, m A, 71eRaTh BH ILIOCKOCTH BCD a1 1
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CocraBrad Takofi coBMbCTHBIT HHBapiaHTDL 118 ROIIMHEATif, npuHaI-
ACKAMEXD BL ROUHOUICHIUIN (13) IPAMOR p.  IOIYIMMB: WPSAMDIL, HPHHAL-
IeKauad KOTOPBIME KOMHUMIEHUIA (2, %) HAaX0AUTCI BO BHHCAHHOMT IOJX0-
eI TETPa’IpoBBh, 00pA3YITH KOMILICKCH 2 paHTa:

(aapp) (a'a'pp)a a , = 0.

IrockocTd % NPUHALILEATE ©o° coueTamift (x, p), 00pasyOIUXD KO-
HHIIEATD—Tepechbuenic 1BYXh OUIMHERHHXH KOHHERCOBL (Z, p), HT0U-
BB 2 —och coueramiii (p, w), 00DABYOUMXT ROHHIHICHIID Iepechrenis
IBYXD OMIMHEfHBIXs KOHHEKCOBDL (p, ).

Ur00Bl BOCIOAB30BATHCA HTHMD CBeleHieNb Ha Goxbe mpocteis ofpa-
B0BAHIA I HM3yUeHid camoil rommmmueniin (13), Hy&HO IIPEABAPUTEIRHO
O3HAKOMUTBCA OXMEe CO CBOMCTBAMH ATHXD HOCIBIHEXT Goabe mpocTHXD
00pasoBaHiii, 0Ka eme OUGHh MAl10 HBYUCHHLIXH., OTPAHHUNMCS IOATOMY
B HAcTOAMed craThbB TOIBKO YRAZAHICMD HA HTOTH NPieME CBeIeHid.

3. ABolimad KOMEIMICHIiA—Iepecbuenie TPexXT TPHINHeI-
HBIXh KOHHEECOBB:

flepu) =0, : Plapn) =10, D(xpu)=10. (15)

Coueranio (p, #) IPHEALTEHENTH, BOOOIIE TOBOPA, COBCPIIGHHO ONpe-
1BI6HHAS TOURA % CB KOOpIMHATAME

ox, = (aa pp) (a'a’ pp) @ pp)u, v, ,u,,(ea'a"),

rib TaruMDL 00pasoMh CHMBOIMUECKH H300DAKEHT ONpexbInTelbh MaTPHIE

)
|

‘, da, dr, a’ﬁzl dz, |

; (iz'ff (;I‘ fgi. (Z{ I (16)
\ dz, dr, dx, (1,1,4

dD dD Ao do

‘ dx, dx, dxs dx s ’

Coweraniio (z, p) UPHHALICKHTTS IOI00HHIMG 00Pa30Mb COBEPHIEHHO
ompexbieHHAS BOOOME MIOCKOCTH #, KOOPANHATH KOTOPO MPONOPILOHATLHEL
OIPeIBINTeNIMD MATPHITH

16




Ledge
| df daf df af |
} di, du, du, du, |
qp igE st ir
Wy, e W 25
: dD 4D dd dd ’
{ du, dug (Zu3 du o

IIH CHMBOXHYECRI.
6.u,— (aapp) (a'a'pp) (a"a"pp) e, o @ (ec'a’),.

Haxonens coueranino (x, o) UPUHALICKATH JIMHEIUaTas TOBEPXHOCTD
2. paHra—uepechuenie Tpexdh JHHEHNLIXT KOMILIGKCOBD HPHHALJIEHAIIIXD
coueranin (z, w) Bb KoHHekcaxb =0, I'=0n @ =0.

Ojqna ¥ Tame TOURA NPHHALISHKRATTD O0C3UNCICHHOMY MHOMKECTBY COue-
ragiit (p, ). Eciw sajgagmyed Tounol0 x, T0 eii OygyTds IPUHALIEKATH
cot coueramii (p, u), 00pA3YOIIAXS OUROMHIHMIEHNIO (p, ), Bh KOTOPOI
IIOCKOCTH NPHHAIICRATL AuHelluaragd mOBEPXHOCTh 2. PAHTra, HpAMOii—OIHa
INIOCKGCTh, MIOCKOCTAMDL IIYUKA—KOHLPYSHUIL 3 panra, IIOCKOCTAMD CBA3-
KH—LKOMILIEECTE 3. pamra, NTPAMBIMG IIYIKa—pPasBepTHBAIMALCT 3. KIACCa
I TMPAMBIMND CBA3KH (L0Jd)— HOBEPXHOCTL 3. KIacca.

Ecan sagaiuMca IpaMono, T0 el NpUHAIIeKAT: OHKOMHIMIEHINS Goh
couerTamifi (x, @), BB KOTOpOi TOURE IPHHALICHKUTE ILIOCKOCTH, ILIOCKOCTH——
TOUEA, TOUKAMD HIPAMofi—pasBepreBanilagcs 3. kiacca, TOUYRaM'b ILIOCKOCTH
MOBCPXHOCTH 3. KIacca, ILIOCKOCTAMD IyYka—KpHBAs IBOHHOH EpPUBUSHEL 3.
HOPANEA W ILIOCKOCTAMT CBASKH—IIOBEPXHOCTh 3. MOPALKA.

Haxowemws ILIOCKOCTH % [IPHHAJICKHTD oot coueranifi (2, p) o6pa-
BYIOIINXD OHKOMHIUIGHII0 HTHXD COUCTAHI, BB LOTOPOI psAMON HpPUHA]-
aesknrn onperbrenras Touwa, Toukb—iaunefiuaras NOBEPXHOCTh 2. PAHTa,
TOUKAMD HPAMOH—ROHIPYSHIIA 3. paHra, TOYRAMH ILIOCKOCTH—EKOMIIICECT
3. pamra, TPAMHEIMGD ITYUKa—ERpHBAA 3 MOPAIKA (IBOAKOH KPHBU3HEL), IIPd-
MBIMB CBABKM-—IIOBCPXHOCTD 3. IOPAJKA.

Mo cuxd HOPD MBI TOBODWIM OTHOCUTEIEHO OOBIKHOBEHHBIX'h COUCTAHIL.

O0pallasgCh KD OCHOBHLIMG COMCIANIAMS, ONDEABINNT LpexIe BCEIO
OCHOBHBIA coueTamid (p, ). RamIoMy TaroMy COUeTamiln JLOJKHA HpHHAI-
JCKaTh BB ABOHHON ROMHIUAGHIIN HE OHA TOUYLA, & Oe3UHCICHHOC MHOKECTBO.

TaroBsl GYAYTH NPEELE BCETO COUETAHIA (P, ), OCHOBHBIA BDL OXHOMD
U3T TPEXT TPUIMHEHHBIXD KOHHEKCOBD f=0, F'=0 nia @=10; Bo BIOPLIXD
b, KOTOPBIA OVAYTH> OCHOBHLIME COYETAHIAMH BT 0JHOH H3H IPOCTHXT KO-
HHTMIeHIH, 00pasyeMblXs IBYMS FaRUMH-IN00 H3DL TPeXD OTHXT ROHHER-
c0BB. HakoHeID, OCHOBHBIMII coueTanimu (p, u) OYAVTL Th, 114 ROTOPHXD

|
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TpH MIOCKOCTH, MOJYHHACMBIA HTOMY coueTanilo KoHHeRCaMH [=0, F'=0
@ — (, TPOXOIATT UepesT OfHy UpaMyl. Jad 9T0ro ZOIEHEL 00pamarhes
Bb Hyab Beh ompepbanremn marpuimpr (16).

He3aBHCHMBIXS MEKJIY HOMIL TOABKO B4, B MBl IIOIyYaeMD TaRIMD
00pasoMb UTO0 OCHOBHBIL COUETAHIfA (p, ) AI4 (15) umborcad BB ROIMTe-
crb oo® m 06paszynTh EOUHNUIEHIID (P, ).

XapakTepucTukn 570l KOMHIUAEHIIN onpelbIuMs 3aMbTHED, UT0 eClm
B3ATh JBa Kakie HEOYAh ompeibamreas MaTpuupl (16) u IPHPABHATH HYIDO,
T0 BBeICMT JHIIHIN KOMHIMIEHNIO coueTaniil, RoTOpbIA AbIaoTh PaBHLIMH
IBa CTOX0IA, 00IIie ATHMD JBYMD OIPeIBIHTENAND, HO HE MOTYTB O0ODATHTH
Bh HyIb BOOOME JBYXh OCTAIBHBIXD OmperbauTenell MaTpHIEL

MBI MOXYUHMD TAKUMDL 06pasoMb, 9YT0 Bb KOHHIUICHIIN OCHOBHBIX
coueramiii (p, w) TpaMOil UPHHALIEKHTH pasBepreBaliiagca 6 Eracca,
ILIOCROCTH KOHTDYSHILA 6 panra, UPAMBIMD Iydka—IIOBEPXHOCTb 12 KIacca,
B ILIOCROCTAMT MYUKa—KOMILIEKCH 12 paHra.

CoBepImenno MoJo0HBINDG 00PasoMt HafiieMb, 4TO ood OCHOBHBIXD  CO-
weraniii (z, p) 00pasyloTh KOMHIUICHII, BL KOTOPOH NPAMOl IPHHATIEKITD
KpHUBas IBOSKON KPHBU3HB (. MOpAIKA, TOUKB—ROHIPYsHIiA 6. paHra, mpa-
MBIME TMyIRA—IIOBEPXHOCTh 12 IOpIIRa U TOYKAMT IPAMOINHENHATO PATa—
KOMILIEECD 12. panra. :

OCHOBHBIA COueTamis (z, w) ZOMKHBI o0pamarh Bb HYIb Beb 15 ompe-
abaureneil MaTPHILLL

. of
op;,
or
C?pﬂ
oD
(‘)pﬂ

=), {H=1284) (18}

HesaBuCHMBIX'S MEK1Y HEMH UeTHIpe: OCHOBHBIXG coUeTamiil (x, u)
ABOiHas ROMHIMACHINA (15) uwbers oo, 00pasymoNINXD lIapy MOBEpXHOCTell.
Tlopamort W EIaces HTHXH HOBepXHOcredl ompelbrarca paBupMu 36, a
PAaHID TapH, T. €. HOPAI0KD KPHBOI, NPHHALIeKAMEN NIOCKOCTAMD TaH-
HATO IIyUKa, H KIACCH PAsBEPTHIBADILeficA, IPUHALICKAILeHl ToYkaMD Jam-
HAro IpsAMoJnHeliHaro pdaja, paBeHD 4.

4. Fcan odpaTnmes Tenepb kb TPOiiHo# EOMENEICHIIN, ompexrbigemofi
nepechbueniens UYETHPEXD TPHINHEHHNLIXD RONHEKCOBB, TO 3aMBTHMD uTO
OCHOBHBIX'H COUETaHill (z, p) U (p, %), 3%bch yme HE CYMECTBYETD, U JIO
usBECTHON CTeIeHN MOEHO CEA3aTh, 4TO OCHOBHEIMND COYETAHLAMD IPEIBIAy-
IIUXs KOHHTYpauiii 315ch CoOTBETCTBYIOTS OOBIKHOBEHHLLA COYETAHIT,—Ta-

T TR
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Kif, KOTOPHISA JAl0Th AIeMEHTH onpenbagenoli kounnuientnin. IbiicTBuTeapHo,
ecanm UMbewDs uYeThlpe TPHINHEHHBIXL ROHHEKCA

o) = 0. glowi)— 07 Flopui= 0" @(wpi) =10

TO TPOM3BOIBHOMY B3ATOMY COUETAHIID HEe COOTBBTCTBYETT BOOONIE TOBODA
HI OXHOM TOUKH, IPOM3BOJBHO B3ATOE coueTamie (#, p) WId (p, u) HE BXO-
IATH BOOOIIE TOBOPS BH COCTABD HU OJHOTO AIeMeHTa ROH(QHrypamin. Toabko
15 couerania (p, «) U3 0OMATO HXB MHOT000pasid oo’ BXOJATH BB CO-
CTaBh AIEMEHTA KOH(UTYPATMifl, KOTOPBIA YIOBIETBOPSTH YPABHEHIN

(af dg OF a@)_o

\
LIl CHMBOJIHYECKH

Il Rl alll " Niks, : fibvl (i}
0 = (aapp) (a'a'pp) (@"a'pp) ("2 "'pp)w,u ,w ., (ad'd'a)  (19)
n cabiroBaTeIbHO, MPHUHAIIEKATH KOHHERCY (p, %) 4 paHra U 4 KIacca.
Touno Takke TOJIBKO TH coueTaHid (r, p) BXOIATH BB COCTABD 'ale-
MEHTOBS ROH(GHTYPAMin, KOTOPHIA HpPHHALICHKATD KOHHERCY (x, p) 4 I0-
paira o 4 paHra

e L R

0=ua,a a a (aapp)(a'a'pp)(a'a’pp)(a’'a' 'pp)(ac'an"") (20)

LB X

of ag o8 o
O, ()u,2 ' 0203 : 0u4)

Eean ofparnvesa Kb cogeTadiasns (2, #), TO 3aMBTHMDL UYTO KamkI0My
TAKOMY COUETAHil TPHHAJIERATE IBb MPAMBIXG—IPAMBIA HepechueHid ue-
THIPEXD ANHEfiHBIXD KOMILIeRcoBb. CabjloBareisHo, Bb TPOfiHON KOMHIINICH-
MM TOIBKO COUCTRHIA (%, ) H MOTYTL OBITH OCHOBHBIMH: I 9T0TO HEOG-
X0JMMO, YTOODI TPUHAJIERAIIS TAROMY COUETAHI0 YCTHIPE IHHEGHHLIXD KOM-w
mrekca uMbanm olmylo aumHeituaryo IoBepXHocTh. Jid 8T0T0 IOIKHBI 00pa-
IATHCS BH HYIb OUpPeIbIuTEIN MATPHIBL, COCTABISHHON n3Dh Koa(pHIieH-
TOBL 9THXD YETHIPEXD KOMILIEECOBD, UTO TAETH TPU HE3aBUCHIMLIXD YCIOBId:
’m])OﬁH(!ﬂ 7&'0'1[7—['?4'&!.06}»!‘?{'1'&“126])66‘72;7[.8}62'8 UEMbLPCLs 77‘11)’11@@1}5@[1’){619&6 KOHHEC k=
COBH—UMILENLD J[3 OCHOBHLILD COUeManill (X , ), 00pasyiouitrs OUROUHOCH-
wiro co xapakmepuchmurayw (64, 192, 192, 64). .

5. Mot 31bch OrpaENUIBAIICH OOMEME CIYYAsMH, T. €. CIAyUasMIL
KOTI& Me®I1y koa(dumienTaMu ypaBHeniif, onpeibidomuxs KOHQUIypauil,
HEe CYHIeCTBYOTHh CBIA3EIL Ho 6rio OB, KOHEUHO0, BECDMA BaKHO, 0CO0CHHO
Bb BHIY IaXbHBAMUXD NPUIOKEHIH, 0CTaHOBHTHCS HA CAYUAAXD BHIPOKIEHIMN
TPHIMHE XD KOHHEKCOBD U HXH KOWHIHIGHII.
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YEaKeNb ToAbK0 Ha HbROTOpEIe oryhasmbie cayuam. TpmimHefiHbt
ROHHERCH HMbBeTs Bepirmny 2, =0, ,=0, 2, =0 K00OPIHHATHATO TeTpa-
91pa OCHOBHOK TOYKON, €CJIM eT0 ypaBHerie mMbers BHID

. wiHT qc)+x3f3(23, u) =10 (a)

RET TakOMy BHAY HOMOIII0 HpeodpasoBadid KOOPIMHATH MOKETH OHITH CBe-
ACHO YPABHCHIE BCARATO TPILIMHENiHAT0 ROHHEECA, IMBOIAro 0CHOBHYH TOU-
Ky, 1 crbroBaTeisHo, BOOOIIE 5T0 ypaBHEHie HAIMIIETCST

a0, 48,50, WLy, fi(p, w)=0 (@)

rib ¢, B, Wy 03HANANTD AUHEHHLIE 0JHOPOTHLIE MIOTOLIEHE! OTh Xkl

Sawbruws, uro rpurnHefinbifi Kommercrs (¢) nwbers yae He oo¥  oc-
HOBHBIX'h COUETaHiil, & oo*, oHH omperbagiores ypasHeHiIME

f;(pa u):07 fg(p: ‘M)=O., fé(pa u’)__—o

n  crbroBaTeabHO  00pa3yTh  GHEOMHINWIEHIID — ¢ XapaKTePHCTHREAME
(sl dr 1) ;

Ecmn muorougesst &l | 7, CBA3AHLI JIHHEHHLIMT COOTHOIIEHIEMD
Cb HMOCTOAHHBIMIT KOa(y(UITieHTaMi, To TpeospasoBaHieMs KOOPAUHATD MOKHO
YPaBHEHie KOHHEECA HIPHBECTH Kb BHAY

7 (s W2 f(p, W)=0,

SIbeh KamIag TOURA MpAMOii-—pedpa (#, =0, x,=0) KOOpIUHATHATO
TeTpasipa OyIeTh OCHOBHOI, M TaKOH KOHHEKCT HMBETH OCHOBHBIXG COUe-
Tagiff (p, w) oo, 00pasyoIUXT kowHNEAEHIiD (1, 2, 1).

Hakomens co? 0CHOBHBIXB TOUERH—KOTOPHLS IPUTOME COCTABATH ILIOC-
ROCTh,—TPHINHeHE ROHHCKCD MOKeTs mrbrs ToIbEo TOT/a, KOTAQ YpaBHe-
Hie ero paciragaercd:

e f(p. w)=0.

CoBepnIeHHO QHAJIOTUYHBL JIBOfICTBEHHBIE CIYUANl HAJHUHOCTH OIHOL
OCHOBHOI ILI0CKOCTH, MIM HyYka ILIOCKOCTEfi WINM HAKOHEID CBISKH ILIOC-
KOCTell,—Bb HOCIBIHEND cayuah BD ypaBHEHIM ROHHEKCA 10MKEHD BHIIb-
LATHCA MHOKHTEI -1-ff CTeNeHH OTHOCHTRABHO 2.

Rowmaekes (4), 0 KOTOPOMT MBI TOBOPHIN Bh Hauark sToro $-a mpn
5TOMD YHUUYTOKAETCT TORIECTBEHHO.

AHaJOTHYHBIA 8aMbBUaHig MOTYTDH ObTh CIBIAHBL M OTHOCHTEILHO 0C-
HOBHBIXD IIPAMEIXE.
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Tpuamreiinsii KOHHEKCH MOKETH HMBTH Tapy OCHOBHBIXH IPAMBIXH,—
9

&

—  Beh TAROBEL, UTO
()xiéuk ?

ecan 16 IHHEAHBIXD KOMILIEKCOBL

0%f
()a;"; du =

RS RST ) i i ’y i_
=4y T Hg P T Vi Py 1T 0Py

Jaxbke Beh - azf

0x,0u,
OTHHXD ¥ TBXT e Tpext IMHeHHnXD YHENI 076 p, — TOT1a OCHOBHLIA IIPS-
MBiA 00pasyoTs AHHeHYaTyl UOBEPXHOCTH 2 paura, MIM HAKOHCNH IBYXD, —
KOTIa OCHOBHLIA TPAMBIA 00pasynTh JIHHEHTaTy0 KOHTPYHHIL-—Tepechue-
Hie JBYXDL 3THXDb KOMILICKCOBG.

6. OcramoBuMCS Telieph HA 3HAUEHIM BT TEOPIH KOHHEKCOBD (7, P, o)
VPABHEHIl He COJCPKAIMXD OFHOTO pPAXA IlepeMBHHHXDB, I IPHTOMD HA
TBXT YpaBHEHIAXT BB 0COGSHHOCTH, KOTODPHIA BLIPAKAIOTDL COCJHHEHHO0E II0-
JOREHIC TOURH, HPAMOH, IIOCKOCTH MemRIy c000I0.

Boo6me roBopd, ypasHeHie f(z, u)=0, us00pamanlee KOHHEKCD

Ch HAEMEHTOMD (TOUKA, MNIOCKOCTH), IIPEICTABIASTH TeIepb, ROTLA 3a
9IEMEHTD [pHHUMAEMD coejludeHic (Touka, IpaMad, ILIOCKOCTb), KOH-
HeRCD (v, p, ), KOTOPOMY TPHHALIEEKATT Takie aIeMeHTH (z, p, u), KO-
TOPLIX'L IIpAMasg IPOM3BOIbHR, & codyeramie (2, w) J0NLEHO HPHHALIEEKATH
rommercy f(z, w)=0. Taroffl komEekcT crbpoBaTeTrbHO HMBETH o® ocC-
HOBHBIXG COYeTaHill (x, #) H HEH OJHOTO HE OCHOBHATO.
: B uactHOCTH YpaBHeHie '“‘x:(7“’5):2“{%:0 TORICCTBCHHATO
KOHHEKCA (%, ) YAOBIGTBOPACTCA TAKHMU HIGMEHTAMH (2, p, ), KOTOPHIXD
TOUKA, # JICRNTD BB ILIOCKOCTH # , @ HOPAMAI MOEKETH OLITh COBEpIICHHO
IpOHsBOIbHA. Ramioe m3L oc® coueraHili (z, w) BDL COEMHEHHOMb II0I0MKe-
Hill 1aCTh HAUad0 cof BIEMEHTORDL (%, P, u) HTOT0 KOHHCKCA M HUKAKHXD
JIPYTHX'h SIEMEHTOBD IIPHHALICKAIIIXD u, =0 He CymeCTBYeTD. :

Hbcroapro caompbe 006cTonTh ABI0 ¢h yCIOBIAMH COCIHHEHHATO I10-
JTOHCHIA TOURH U TPAMOI. ‘

Ilpemge Bcero ycuaoBiil »THXD HE 0JHO, & UYETHIPE BLIPAKAEMDLIXD YHUY-
TOMCHIEMD ompegbauTeneii MaTpPHIHI

MOTYTH OBITH BLIPKEHBI KaKb JHHeHHbA (YHELiH

P, Py Py Py | =0 (21)
P Py Py Py

3% KOTOPBIXT HE3aBHCUMLI TOJBRO IBA.

——
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Pastp Toura u mpamMad HAX0IATCA BB COGJUHEHIH TO Kb RAKIOMY 3D
TARUXD ©o® coueTaHiii MOmeTs ObITh gofaBIeHa KamkJasd H3b o3 MIOCKOCTel
HPOCTPAHCTBA.

Ho wroGnl moayunTs TOIBEO TH bIeMeHTHL (2, p, #), KOTOPLIXH COUe-
Tagie (x, p) HAXOLUTCA BD COETHHEHIH, HGIOCTATOUHO PAsCMATPHBATH TOMBKO
aBa Kakig au0o H3B YKA3aHHBIX'H ompejbimrelel, a HYKHO OJHOBPEMEHTO
PazCMATPUBATH BCB WETHIPE.

Bt camows 1bak BospMeMT 01HO KOTOPOe-HHOYIB H3T UETLIPEXTD ypaB-
wewmift (21), manpumbps,

{(epply — x2]934+x31142 + 2,p,,=0.
x, = 0 | (4)

e iy S
B e i By

Omo n3o0pakaeTh KOHPUTYPAIID TAKOTO Xapakrepa.

Toukh = mpocrpamcTBa, MPHHALISHRATH BOOOIIC CHENiaJbHblil IHHEIl-
HbIt KOMITERCD (Bh €AMOMB IBab 114 ATOTO KOMILIERCA KOSQQHUIIEHTHI IpH
Pig» Pyg B Py, DABHHL HYIO U cxba., HHBAPIAHTD Ci i b b By S By
00pallaeTca BH HYIb). ITOTD CHeHiaIbHLL KOMIIORCD 00pasyeTea IPIMBIMIH,
JeEAIMIMHE BT TIOCKOCTAXD MPOXOJAMUXD UYepesh TOUKy & M 4epesh Bep-
WEHy ®, =0 KK (2, =2, =, = 0), KOODJHHEATHATO Terpisipa u crbmo-
BATEIBHO, BCTPBUAOIMMI NPAMYD, COIUHINIIYH BB 5TH TOURL.

RoMmrekes aToTh OyAeTh OfUHhL W TOTH e NId BeHXD TOUCRD Takoil
TpAMOfi, 33 MCKIOUCHIOMD TOIBEO TOURM u, =0 wim (z, ==z, =z, =0),
AT ROTOPOH 0Ch KOHHERCA CTRHOBUTCS IleoHpeibleHHOH, H ¢ KOTOPOIO A6~
MEHTH KROH(UTYPAILiH COCTABIAETH KamIasd NpAMad IPOCTPAHCTBA, 5T Bep-
MIAHA KOOPJUHATHATO TETPAsIpa €CTh OCHOBHAS TOURA KOHHEEca (A4).

Ecau sajaguyMeda npaMon p, T0 el OPUHALISKHTD ILIOCKOCTH, IIPOBE-
JeHHAS UYepest MPAMYID 1 Uepess Ty&ke BepHIMHy w, =0 KOOpJUHATHATO
TEeTpasipa —T. €. Lamkjad TOUka z 5Toll WIocKocTH Jaels BMberb cb Bag-
TOI0 TPAMOK »IeMeHTh KoHHerca (A). FHceau ojHaro IpamMas B3ATasd MIpo-
XOJUTD Uepes’ BepHHHY %, = 1, TO IIOCKOCTh—MBCTO TOUYEKT % — CTAHO-
BUTCA HeompexbaenHow: Beh IpaMpg

Pu=0, p,=0, p,=0

ROTOPBIS B KoamuecTBb co® 00pasyoTh YEA3aHHYIO CBA3KY, CYTh OCHOBHBLL
npAMBIA KoHHERca (A4).
Mogo0HsINL 00pa3oNs ypaBHEHie

@)y =Py + 2,0,y + 2,0y = 0 (B)

IpEICTaBIACTs ROHHEECH, BL KOTOPOMT ToOURb % IIPUHAITICHNTD CHGH;iEUIBHBIﬁ
JUHeHbIT ROMILICKCDH, COCTaBICHHBIH HPAMBIMH , BCTP'E‘I&IOHLHMH TIPAMYO

Amncr iy
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(@, u,=0), u OPAMOT— TOUKM MIOCKOCTH, HPOBEICHHO Uepess 9Ty Ips-
MYI0 M TYHC BEpIIHHY u, = 0 KOOPIHHATHATO TeTPasjipa, U OCHOBHLIMU IIpd-
MBIMI-—IIDAMBLA CBAKI, uwboilell ee meaTpoMms.

Ecin BospyMems 06a ypasueHia (4) m (B), 1o swberb onn onpexrb-
JIATH KOMBEOUICHIID coueraniii (x, p). Eciu TEIephb 3a4arbCd TOUKON) %,
T0 COOTBBTCTBEHHAM PN p JOMKHR Berpbuarh mpamyno (a, w, =0) n
UpAMYIo (&, #,==0),—T. 6. 570 OYAyTs 19 HpAMbIA TPOXOIAMIis trepea'b &,
20 OpAMBIA, IeRAILif BB IIOCKOCTH, ONpelBIcHHON ToOYRaMI Z, u,=0 K
uw,=0. Ho ecan roura » Jeurs Ha mpaMoil (w0, =0, u,=0),
€CIM H3D €4 KOOPIMHATh z,==0, x, =0, To BeARad mpaMag Berphuan-
ag oTy HDPAMYI0 COCTABIACTE € TAKOH TOUKOK SIEMEHTH ROMHIUISHTIH
(4), (B). Taxnws odpasons Beh Toukm Ipamyoi (u,=0, u,=0) cyrs
OCHOBHBLA TOUYKH KOMHILMACHIIL.

Hean sagagnyes mpamoii p, To COOTBBTCIBYIONIIA TOUKH & JOIKHBL
AERATH BD WIOCKOCTAXD (p, #, =0) U (p, u,=0) 1. e. JOLKHH IEEATH HA
IpAMORL p, HXD Hepec*sqenm Ho ecmn mpsamaa p serpbuaers och (u =i
w,=0), T. e. IEATD BL 0fHON H3B MIOCKOCTE! myura Ju;, + oxu, =0,
TO Kaskiad H3b TOUEKDb HTOH ILIOCKOCTH COCTABIAETDH Ch HEK) HIEMEHTH KO-
HHIUTEHIin, Kaklad Takasd IpayMasd OyIeTh OCHOBHOI. YCIOBie 5TOTO
Py =0. B cavoms nbrb mpu srows (A) m (B) csomares kb

Rt i ; gt s
Lalio T Xy Poy =0, %p, +2,p,=0
KOTOPBIA OYIYTH COBMBCTHBL IIPH BCAKUXD p , — HO0 HCKI0UAT Ty x, UMbeND
Pyp-Pia = Pag-Pyy =P1gPsy TPy P13=0,
BL CHIY pg, =0 KB HTOMY CBOJMTCA OCHOBHOE ypaBHeHie
e | —
(7. p) =P Py T P3Py —[—])]41923 =

Hraks moayyaeMs oo OCHOBHBIXD IIPAMHIXD,

OTco0fa BUIEMT, CROIBKO  TBA B3ATHIT ypasuenia (d4) n (B) nomy-
CEAIOTH THMHEXD phirenili, kponb sieMenToBs (£, p) BL coequmemin,

Jodasuws Tenepsp Tperhe ypasmenie (F7)

(xpp), =, P,, +x2pu s, b — 0.

OB T0UK010 # COCTABIANTL HICMEHTH KONQUIypamin T LpAMBA, Ko-
TOPHA BCTPBUAITD TPH CXOIAMUXCA BB TOUKD 2 IPAMBIXD, COETUHSIOMINS
¥ Cb BepmaHaMn =0, w,= 0, u, = 0 KoopiuHaraaro Terpasipa. Cub-
AOBATEIBHO, BCIM # HE IEKHTH B IIOCKOCTH STAXH TPEXD BEPIUIHED, TO
UPAMDIMIL, IPUHALICHAUNME KOHQUIYPAIil, MOIYTH OBITh TOXBEO IIPAMBIS,




0 =

IPOXOJAMIIA Tepesb camylw Touky #. Ho ecam Touka 2 JGEKHTL BH ILIOC-
KocTH z, = O ROOPAHHATHALO TeTpPasipda, TO KPOMB BHIEYIOMAHYTHIXD BCS-
Kag IpdaMas, JIexamad BH Toil ke IMIOCKOCTH, mepecbueTs TpH HPIMBIL
(z, uy=0), (, u,=0), (r, u,=0) u Oyters Bubers c¢b» 2 cocraBIATH
BIeMEHTH Kowgurypamin. Touknm miockoctn 2, = 0 001azaiord Temepb THMD
CBOIICTBOM, KOTOpOE IIpH oIpelbreHiN KOHHIHNIEHIIN OIHUMH YDaBHEHIAMU
(4) n (B) mpuHalIe®alo BCEMB TOUKAMB TPOCTPAHCTBA.

Hean BospMeMD TOuRYy pefpa KOOPAMHATHATO TETPasgpa, JEHKAIATO Bb
TpaHIl ero x, = 0 ,-—Halp., TOUKy pedpa

w=0, u,=0, N 2y=0, z,=0,

T0 ypaBHeHie (A4), (B), (C) mpuvyrs Buib

0 ;1‘1.])34:0-. & ,1)24;I2.])41:0

Z,.p : :

KOTOpnIA—IpH 2, = 0, %, & 0 IPHBOJATCA KL IBYMT

Py =0, xp, +x,p,=0.

Tagums oOpasons Taxofi TOURb DPHHATIEHKHTH CHOBA co? IPAMBIXD,
TOYKa pedpa OCHOBHOIL HE OyeTh, ¢b HEW MOTYTh OBITH COEIMHEHBI. IIA-
MBIA CBASKH CDL HEHTPOMD BG (2, Z,, 0, 0) U IPAMBLA MIOCKOCTH Z, = 0.

Ecrn naroHeIs BO3bMEMT BepUIHHY #, = O KOODIMHATHATO TeTPasipa
0 £,=0, 2,=0, #,=0 u (4) yroBrersopgercd ToKIecTBeHHO, a (B)
i (C) nmpusopgrea &b #,p,,—0, #,p,,=0, I TaKb Kakb &, = 0, T0
IOLEHO OBITh p,, =0, p, =0.

OcHOBHOE cooTHOmeHie (p, p) =0 JAeTH TOrIa

BB 1<
I TaRAMD O()pa?@M'B nybers 0IHY H3% IBYXDL CHCTEMB
Pu=Pd =00 Ll Doy =Py =P =0

CHoBa I0IyYaeMb co? IPAMBIXG, H BEPIIMHS KOOPAUHATHALO TETPASIPD
OCHOBHOI0 TOUKOK He OyIeT®. :

SajgaeMcd mpavo0 p. Touru, IPHHAILIERAIMSA HT0M Tpmofi BL cuay
(4), (B), (C), I0TKHN NPHHAILIEKATH OTHOBDEMEHHO TPeMD TLI0CKOCTIME,
NPOBEJICHHBINE Uepest MPAMYD p I Yepesh Bepmuubl #, =0, wu,=0 x
#, = 0 KOOPIUHATHATO TeTpasipa. FCIm TpH ATH ILIOCKOCTH DPA3IMUHBI, HIH
CBOAATCA KD JIBYMB,—KOTIa IpAMad p BCTpHUaeTh pedpo TeTpasipa

wy=0, =0, mm -u=0, u=0, . =0, u,=0,
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TO # MO#KETDH OBITh TOJIBEO TOUKOH IiepechueHid sTHXDL HIOCKOCTEil, T. e.
J0J%KHA JEHKATH HA B3ATOH Hpamoii p. Ho ecam p IeWHTL BL ILIOCKOCTH
TPeXDb MOMSHYTHIX'H BePHUIHHDL (T. €. Bb IIOCKOCTH #, =0 BL HAmEMDB CIy-
yaB) To BCH TPM ILIOCKOCTH CIHBAIOTCA BDL OJHY, M Kakiad TOURR 9TOM
ILIOCKOCTH MOKETD OBITh COCJMHACMA Cb TAR0ID HPAMOI BB HIEMEHTH LOH-
purypamin. ITakhs HOTYYENMD YTO U IPH T00ABIGHIH 3-r0 ypaBHEHiS I0JIy-
TAeTCA eme co? OCHOBHBIXTD HPAMBIXD.
BospMeNs HakoHEI's BCH WETHIPE ypaBHEHIS:

s Sl fola e e
T Xy Py T TPy T %, Py =0,
: | ! Fd S =Y
L By i T X3Py T %, P=0,
S (21)
wlpﬂ—l-rgpﬂ—f— +w4j)12:0,
. Vi e ] S
. 'L'l 1)23 + 1'1/2 2)31 T"{/QSJJIQ i = 0.

Temepp saganHOfl IpAMON TPHHALIEHKATL TOUKH, TCHKAULA OZHOBpE-
MEHHO BD YETHIPeX'h NAOCKOCTAXD,——IPOXOAANINXT UePe3T B3ATYI0 HPAMYID
II 4epesh BEPINUHBI KOOPAUHATHATO TeTpasipa. Hein Take Npamas IeKHTD
Bb OTHOH H3T Tpameil aTOro TeTpasipa HIH COBIALAETHL Ch OIHMMT H3B IO
pedeps, T0 H3B YETHPeXH ILIockocTell A OyAyrs pasimuEE u cabpoBa-
TCABHO, TOYKM, TAIIIIA HIEMEHTH KOHQHTYPAIin €O B3ATOI HPAMOIl I0MKHE
HenpembaHO Tewars Ha cayofi mpaMofi. OcHOBHRIXD npaMbixt mhTh. Ecrn
32JaUMCA TOUROK, TO NPUHAIIGHKAMIA ¢ff NpAMBIT TOMKHL BeTpbuyarh ue-
THIPE HPAMBIX'B, COETHHAMUXD TOURY ¢b BePUIHHAMI ROOPJHHATHATO TETpPa-
8lpa; IPAMBIA 9TH MOTYT'D CBOAUTHCA Kb TPeMDb, HE JSKAIMEMTL BL OIHOM
ILIOCKOCTH, BCII TOUKA IGEUTH Bb OAHORE U3 rpaHeil, Ha OTHOMEH H3T Pe-
0eph HIM COBIAIACTDL Cb OIHO H3L BEPHIMHT HTOTO TETPasipa, HO BO BCA-
KOMB cayuas HCEOMBIS IPAMBIT MOPYTDH OBITH TOXBKO ODPAMBIA, IPOXOIAMIIL
Uepesh caMylo B3SITYI0 TOURY. .

Hrars mocroponnia pburenid yerpausores puoimh Toapko Ipn 0HO-
BPeMEHHOMD HPHUBICUCHIH BCBXD ueTnipexs ypaBmewmidt (21').

CoBepIIeHHO aHATOTHTHO YOBIMMCSA 4TO yPABHCHI, BRIPAKAIONIS COe-
JUHEHHOE I[0J0KEeHIe NpAMoil M ILI0CKOCTH:

|

T Uy gy T Uy Ty = %, 70, =0,
Uy Ty Uy, Fuw =0,
%2
W, T, —— I, +u,x, =0 a3
AT O e D )
: e | <o
N I o =0,




TOLKHB OLITh IPHHATE BO BHUMAHie BeH uerbipe Jas Toro, 4rodnl CO BCA-
K0I0 ILTOCKOCTBI0 MOTAH OBITH COSTHHEHH TOJIBRO NPAMBLA, Bb Hell demallid,
I €O BCAKOI IPAMOI0 TOABKO IIOCKOCTH, UepesDh HPAMYI0 IPOXOLANLIA.

Haromens 3aMbBTHMB, UT0 €CIH XOTHME U35 BCHXb co!0 51eMEHTOBD
(z, p, w) npocrpancTBa BHIBINTE TH, BB KOTOPHIXDL TOMKA x, IpAMAd p
I ILI0CKOCTh % HAXOZATCA BH COCIMHEHIM, TO HY/KHO B3ATH ypasHemia (217)
u (22), a ypaBmemie w,—0 Yi&Ke BD HAXD B3aKI0TALTCA H TARHND oOpa-
30M'b MOJIYUUMD 008 DICMEHTOBD, KOTODPBHIXD TOURA JIGHKATD Ha IPAMOM H mpd-
Mad JIeRHTH BDL ILIOCKOCTH.

§ il
OcoGeHHble 31EMEHTHI.

o ‘ . .
1. Ecin coueranie (p’, #) He OyIerh OCHOBHBIMD, My IPHHALIEHKATH
BB CUIYy YpPABHEHII RKOHHEKCA

e a—1 (1)

ompeabiennas uwosepxuocTs X mopdika o (ecan f— cTeneHu i OTHO-
CUTGIbHO ).

Fcmu (1) uwbers ocuoBmyo Touky, TO BCh IOBEPXHOCTH Xpu npoxo-
JIATTH 4epest 5Ty Touky. Kean (x, p) wa (x, w) CyTb OCHOBHLIA COYCTAHILA, 1,
TO uepesh TOUKY » HPoXoidArs Behk X BB KOTOPHXT o, Tesp. w CyThb Ipd- |
Mad (HIH ILIOCKOCTH) OCHOBHOIO COUeTamis.

Usp touers nosepxuocrn X BHIBIAIOTCA €4 0COOCHHDLL TOURH, OHB ;
JAI0Th HAYAJI0 KPATHHIME AIEMEHTAMDb KOHHERCA: RKamIylD OCOOCHHYH TOUKY
MOKEMD CUHTATh COeIUHCHIeMD HBCKOIBREXD OOBIKHOBEHHBIXDL, CTAX0 OHITH
H 3IeMeHTs (z, p, w) KoHHERca (1), cofepmamiifi aTy TOURY, ABUTCA KparT- i
HBIMD 5IEMEHTOMD ROHHERCA 10 OTHOIICHID Kb TOURE WM moueunsiins 0cofen-
uvis a1eventons. Hacatersmat ¥p X BB ed T09kb z

L of
Ll 2
Z ) ()xl ( )
BB cayua’l TOUETHO-0COOCHHATO AAEMEHTA CTAHOBHTCA HeompelbIeHHOW, M[0-
TOMY uTO JA 0coOeHEofi Toukb mosepxHocTH X IOXHHO OBITH: . :
af‘___o L Of ik int 3) :
tlvl_ BE et 0;203_ : 0,1,-4““ &

Bybero (2) Oyzems mostomy umBTh ypaBHEHie

Y XX L (4)

e o
rll.i ox 5
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KOTOPOE H300PaKALTH IPH HTOMB KOHYCh, TIOTOMY UTO U35 (3) cxbiyers, uro rec-
cieHD (1) BB OTHOWIEHIH #; PaBEHH HYIIO:

02f |

1o e g2 pm—2 g =3 Jmn—2 ; bbhw Doyt — 0. (5
o, dmk’ a“=2pm=2cu=2d"=2 (aapp) (bbpp) (cepp) (ddpp) LA 0. (5)

YpasHeHia (3) OHpG,H,’I;)JIHIOT'b oob preventoBs (x, p, w). lIpousBoabHO
3aJaTh TPIAMYID P H ILIOCKOCTH % MBl IIA 00IIAr0 KOHHERKCA He MOKEMb.
Coueramis (p, w), UPHHALIEKAMIL KOTOPHING HOBEPXHOCTH X 0018 al0TD.
0C00EHHO0 TOUYKOW0, 00pasyoTh 0 TPeILIIYIEeNY ROHHeRCS paHra 4 (m—1)3r
o kracca 4(m— 1)3n. Haxzadgd TOUKA IPOCTPAHCTBA ABIACTCA 0COOCHHOIO
TOURON) Ha IOBepPXHOCTAXD X =~ NOPHHALICKAMUXD oo CoueTamiaM® (), u)
00pasyomuyMs napy (KOMITeKch paHra 49n?, IMO0CKOCTHOE HTPOCTPAHCTBO),
BDL ROTOPOf RAMION IIOCKOCTH IpUHHAAIEAHTD 27*% UpaMbIXD. Ko saga-
IUMCS IIPSMOW0, TO ILTOCKOCTH ¥ OTHOAIOTD II0BEPXHOCTH 4 (m— 1) n Kracca,
a MPHHALIEKANLS BebWb TAKMMD COUCTAHIAND: (TaHHAA UpAMAd, Kaca-
TeIpHAA KT STOM MOBEPXHOCTH) 0C00SHHLI T0UKN cooTBbreTByDIIXE X 10~
EPHIBAIOTT TOBEPXHOCTD TopAgka 4 (m—1)%n.

0*f
0, 0%,
IIPON3BOLHEIA 3-r0 TOPATka BB 0 He ofpamanTred, IMBEeMD BBICIIYI 0CO0eH-
HOCTb—RAacareabHpist kb Takofi rourb » wp X 0rm0aiors KOHYCDH 3-T0 MO-
PAIEA,—TARIXTD HJIEMEHTOBE KOHHEKCH (m, 7, 7), 3afaHHDb 00MUMD ypas-
HeHieMD, cogepmuTs 13440 (m— 2)3r4nd.

2. AWaioTHUHO MOKHO YCTAHOBHTH NOHATIE 00D 2I8MEHTAXH, 0COOEH-
HBIXD 0 OTHONICHIN ILIOCKOCTH — MAOCKOCTHHDLLD OCOG@HHbl%T) AAEMEHNAT D,
Takoe HamveroBamie OyJIeMD NpHIABATL THMD dIEMEHTAMD (%, p, ), KO-
TOPHIXB ILIOCKOCTh % ©CTh 0COOEHHAs EacareapHas TmoBepxHocrTn U, Tpu-
HaLIexkamel coueranino (z, p) 85 KomHerch (1). Ilaockocrn oTH IpH JaH-
HEIXD (2, p) OUperbidnTca ypaBHEHIAMI

Kcam u Beh Bropsig IPOM3BOIHBLL o0palanTcs BH HYIb, a

of (zpu) s of (zpu) e 0f(xpﬂ___0 of (xpu) _ o (6

7 3 S 5 -
du, o, du, o :

KOTOPHIE BOOOILE TOBODPS COBMBCTHBIMU IIPM JAHHLIXD (2, p) He OyIyTb.
Ho wpejmoxarad, uTo & I p MOTYT'hL HPUHEMATh BCEBOSMOKHLIA BHA-
UeHIS, TOIYUAME: MIOCKOCHHbIE 0CODCHHbBIE SACMENMmbl Konnexca (M, r, n)
06}]([3]2/107)’1?; i»npm‘inyio %0‘1&7‘6-’!4”0871514-’1710 Co raparkmepucimuramu
amdr, 4m3(n—1), 6m*?, 12mir(n— 1), 6m*(n—1)*,
dmrd, 12mr2(n—1), 12mr(n—1)%, 4m(n—1)3, r¢,
4r3(n—1), 6r2(n—1)%, ar(n—1)>3, (7)

suauenie KOmoputrs (AHALOUUHO Gblr?ffe]LI?Z!GE@G‘HHM.MB.




T TaRNXD 3IEMEHTOBS YpaBHeHie TOURH IPHEOCHOBEHIA w 11 L

T C)f R uCy
Z U, e 0 (&)

OGpPAIAETCA TORISCTBEHEO B HY.Ih, 1 TOUEHN UDPHEOCHOBCHIZ 00pasylTh B
IIOCKOCTH 1 EPHBYK 2-TO KIacca

02f
I ==
Z U, o 0w, : 0

MOTOMY uTO IpH Bhmoamenin (6) ompexbmurers ypasuemif (9) 00pauLaeTes
BD HYIb:
Lo o
|—— =0. 10
Ou Ou, )

d’L’t(JU

ME OpeIHOIOKIIN IIPH 9T0MD, UTO He Beh MPOH3BOIHBIL oopa-

k
malTca BL HYJIb.

Kean e BeB oTH IpoMsBOIHLIA 00pamanrcs Bb O, uwbens BRCIIYO
0co0eHHOCTh. TAKHXD SAEMEHTOBDL KOHHERCH (M, r, #), KoToparo Kosddu-
HieHTLI HC CBA3AHH HUEARMMH 100ABOUHBIMU COOTHOUIHIAMU COJACPEHTH KO-
HEUH0e UHCI0 13440 mrt(n—2)3.

[Ipir 5TOMH ROHEUHO MpeImoIaraeMb, uTo BCH MpousBOIHBIA 3-TO II0O-
pAlEa [0 Z OXHOBPEMEHHO BT O He 00PAMAITCST, —UT0 T 0y1eTh HMBTH Mh-
¢T0 LI KOHHEKCA, 3aJaHHAL0 OOIUMD YPAaBHEHIEMD.

3. Ilpemie wbub TOBOPUTH 00D SIEMEHTAX'D KOHHEECA (%, p, u), Ipel-
CTABISIOMAXE 0COOGHHOCTh OTHOCHTEIBHO HpAMOil, yEameMb HA 00CTOATEIb-
cTBO, KOoTOpoe BerpbuaeTcd U Bb APYLUXD KOHHEKCAX'h, HMEHHO Ha POIb
OCHOBHBIXS COMETAHIN 110 OTHOIICHID KDL TOUYCUHBIME I ILIOCKOCTHBIMB 0CO-
OBHHLIMTD 3JIeMEHTAMb.

Iycrs (p, 1) eCTb OCHOBHOE COUeTaHie LOHMHeRca (m, r, 7)

e (1)

Torza COrIACHO CaMOMy OHperbieHilo OCHOBHBIXD COUCTAHill TPH 3a-
wbab, x, wepess x, 4 ex; (vab z—roopiuHaTyl Kakoi HHOYIH COBEPILCHHO
IPON3BOIBHOI TOURH) YPABHEHIE TAKEKe T0IAKHO YI0BICTBOPATHCS TIPH (P, U)—
OCHOBHOML COUYETAMIH.

Wrart IpH 2TOMB He TOABKO (1) BRUIOIHEHO, HO I

fxt+ex', p, u)y=0
nan

: of &
T ] oS =
T P %) L"()r,.Tl.QZ? 05




OrbpaceBag BL cury (1) 1-ff wrens, pasybiga Ha & I TEPeXOLT Kb
uperbry e =0 moayumyns: ecanm (p, ) OCHOBHOC codYeTaHie, TO IpH COBEP-
ITGHHO IPOM3BOABHBIXG 2 nMbers

2
x z, EU: =10
a JIIA HTOT0 HEOOXO0AHMO XONAKHBL OODAIATLCA BH HYIb NPOHSBOAHBIA, T. €.
ypasHeHia (3) Boimoxxensl. UTawe: ecau wonnercy (1) udwems 0cHosHOE €O~
vemanie (p, W), M0 MO COUEMANIe 6o COCOUNCNIN Co KAHNCO0I0 MOUKOW &
npocmpancmea oopasyeive aaeMenns yYoosaemeopaouliit ypasienisis (3).

Momuo OBl II09TOMY CRa3aTh, UTO ®aJCdoe 0CHOSHOE couemdanie (P, i)
daems Hauaa0 o3 MOUCUHO-0CODEHHHILD JACMEHIN06D, HO BL HTOMD, — KaKD
yike IPHX0AMAOCH TOBOPUTH BL JApyroMs mberb '), — sapasgerca mbroTopast
HATAHYTOCTh: Il OCHOBHOTO coueTaHisa (p, u) ypaHeHie (1) yIOBISTBOPIETCA
HC3ABICHMO OTDH 3HAUEHIH «, ypaBHeHie XW Eanh ==}

COBEPIIOHHO TOTOOHBING 00PA30OMT HORAKEMD, UTO KAHCOOMY OCHOS-
noay couemanio ronnexca (1) coomsmmemsyems oot JaeMennoss rip )k
euinoanowurs ypaswenis (6).

Hosrony B1 JaapEbiinreMs HpuObraenNs Kb Apyromy oumperbicHio oco-
GeHHBIX'h HICMENTOBDL. HO MPeIBADUTEIbHO 3aKOHUAMYL Pasbopd THIOBD 0CO-
GeHHBIXD SIEMEHTOBL KOHHENCA (¥, p, #).

4. Junefiuaroivu 0COOGCHHHIMHA 2XeMEHTAMM MOKHO HA3BIBATH,—
AHATOHUHO HPeIbIyImeMy,—rh 2IeMeHTs EOHHEeKCa, KOTOPHIXD UPAMad eCrh
ocofeHHAA LpAMad KORHekca K IIPHHAJIEKAMAro coueraio (x, u) are-
MEHTA.

Ho mpu 970MEH HEOOXOIUMO YCIOBUTHCSI OTHOCHTEXBHO TOTO, YTO HA-
3LIBATH OCOOEHHBLIMHI IPAMBIME KOMILIEKCA.

Koenigs ?), cabiya Ilamy, HaspBaerb ocodernbiyar HPAMLIMI  KOM-
mrexca J=—0 TB, KOTOPHSA YAOBIETBOPIIOTH YPABHERHIK

(11)

(QI_" oFy ol el o O dT OF =9lf
0p ’dp)_ dp, O 0D 0p ()]314.01323“

Bb kommexch (wi, 7, ) HAEMEHTOBD, KOTOPBIXD IPAMLIA BHIIOIHIOTDH
ypasmemie (11), mrberes KOMBIUAGHIIS, ROTOPOil XaparTepHCTHRH:

Gy = 22, o, — 2m(Or—1), @, = 4w e, = r—1),

200 1 10

— Do = 9gg2
O == 2n(or=uly, Tt = 200

) Kb sonpocy o0h ocodenubixs ozeventaxs kommexca § 1. Isp. Kas. @ms. Mar.
06m. 1902 r. :
2) La glométrie réglée et ses applications, p. 77.
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Bt mocabayourews HamT IPHIETCA elle BCTPBTHTHCA Cb 3T00 KOHH-
naentien. 3aMbTuMs 31Bch, UTO NYUERD KacaTeIbHBIXTD KOMILIEKCOBD

9(p, p)
P 2
dp _l_) Z JL O (1 o

COCTOUTDH A H0A00HON IpAMOil Bechb M35 CHEIaIbHHXD KOMILIEKCOBB, U
BCh ocH ATHXD KOMILIERCOBH 00pa3yiors ILIOCKIH NYUYCRD.

Rasaxoce Opl 0gHako 0orbe MPaBUIBHBIMNG 1aBaTh HOLOOHLIMD LIPAMBIMD
HHOe HAWMEHOBaHie, HAIPEMBDD cneularsuvizs, COXpaHAd HasBaHie 0C00EH-
HEIX'D HPAMBIXD 244 THXE, CBOJCTBA KOTOPHIXD HMBIOTL 00abllee CXOZCTBO
€0 CBOIICTBAMH OCOCEHHBIXH TOUEKH KPHBBIXH JIHHI 1 II0BEPXHOCTEIl.

Eean ammeiiuaroe mpocTpaHcTBo H300pasiMb Bh ILIOCKOMB HPOCTPAH-
cTBb mATH mawbpeniii kBaipartmumbNb M, , TO KOMILIERCH p-TO DaHTa BbI-
abamres msb sroro M, ypasHeHiems p-ofi cTeleHH MeELY 5-bl0 KOOPJHHA-
TAMH TOURM (HIH MEEXY 6-bH0 0IHOPOIHBIMI), T. €. M300pasured M, —mepe-
chuenient 1BYXD M - Ocobennoo Tourowo Taxkoro M, OyZers Takasg TOURA,
Bb Koropoit xa M, Mem1y co0on KacalnIcd, I crbloBarelbH0, IIPOHSBOJ-
HBLA UXT ypaBHeHIll 10 KOOPAHHATAMT TPOTOPILIOHAIHHEL

CoorsbreTBeHHO STOMY MOKEMD HASBIBATH 0C00CHH0I0 IPAMOI KOMILIEKCA,
TAKYI0 ero HPAMYIH, KOTOpas BHIIOAHIETE: NIeCTh YpaBHEHIN

4 Mj (p) —+u d(j:)’ ») = Qk=1.934 > (13}
Py 0Py

Juag raroil mpamofi ypasHeHie, myuka JAWHEHHBEIXD KOMILIEKCOBD (12)
OPUBOJUTCS Kb BULY

L BNV Rp ap) oo T =

T. €. CBOTHICI KD OJHOMY TOIBKO CICHIQIBHOMY JIdMHEHOMY KOMILIEKCY,
00pasyeMoMy HIpAMBIMU BCTPBHAOMHNE ,IPAMYI0 IPUKOCHOBCHIA® p.
Ypasmeniii (13) 10 HCRIOUYEHIH *'/ys ILATh, YDaBHEHIe KOMILIEKCA B

: ok :
ciry (18) ecrs cabiersie ocmopmoro ypammemis - (p, p)=0, crbrosa-

TeJIbHO, TALHXDb OCOOEHHBIXH IPAMBIXT KOMILICKCH BOOGIIE HE COTEPEHATD
& JIA CYIIECTBOBAHIA X HEOOX0IHMO OJHO COOTHONICHIE MEmIAY K03 u-
TLEHTAMH.

Jdpyroe cBOficTBO STHX'DL 0COOEHHLIXD MPAMBIXD 3aKIWYAETCS BH CIb-
Iyonemsb. JuHednbe ROMILIEKCH, colepd&anlie JaHHYIO UPAMYI0 P KOMILIERCA
I HaxXoJdlliecs BH HHBOIDIHN CL KaEIBIND H3h KacaTeIbHEIXD 110 9TOf
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IPSAMOIT IHHEHHBIX'D EOMILICECOBD, 00pa3yioTs MS——OHH OTMpPeTbITIOTCA ypas-
HeHigMn

Ho xag ocobernoil mpamofi ABa aTH ypasHemis cBozdTcS Kb 0HOMY,
0 INHEHHble KOMILIGKCHL VEa3aHHATO CBOICTBA 00pasyorh yike M, .

Jdag cmeniaabhofi we mpayofi (ocodemmoii mo Koenigs'y) inmeiinnie
KOMILTEKCHL 9TH 06pasylorh M, KOMILIERCOBD, COIEPKAUINXD IBS TAHHBIXD
HIPSAMBIXE,

OueBHIHO, UTO Ka#jasd IpAMadg, OCOOCHHAS Bb YEAa3aHHOMD 31BCh
cybicab, Oyiern ocodenHoo n jag Koenigs'a, T. e. Oyiers Tamke H Cle-
I[iaIbHOK, HO HE 00pPaTHO.

ITpuruvag rakoe ouperbieHie 0COGEHHBIXT TPAMBIXD MOEKEME BBECTH
Temeph IOHATIe 0 THHEHYATHIXB 0COOCHHEIXT HIEMEHTaXD KOHHERca (2, p, w).

ITH HICMEHTE 0HpeAbIdnTed ciIbjIoBaTeIsno, YpaBHEHIIMH

of (xpu) of (xpu) of (zpu) of (zpu) of (zpu) of (xpu)

U e 0y ol e L S (14)
apro) Hp. ) Apop) M@, p)  Alp.p) e )
Py 0y N sy Dy Py
EOTOPBIA MOTYTH OLITh 3aMBHEHBI HAMPUMBPTD, TakmMu
0. p) Ofap)  op, p) o) _,
9Py 0P 0Pss P :
op. p) IfGpn)  op, ) ofGape) _
op,, 0P s 0Py ap,, :
o, p) Ofpn) -~ 3(p, ) ofap) .
oy, op,, op,, 0P, : g
. p) Of(opn) _ o(p, p) Oftapw) _
ap,, py, op,, e

d(p, p) Of (xpu) __0(p, p) 0 (xpu) =
0P,s dp ap,, op S

42 23

Ko ypasmeniaws (14) 101%kHO OHTH KOHEUHO IPHCOCINHEHO eIIe 0c-
HOBHOE ypaBHemie (p, p)==0, U TOPIA ypaBHEHiE CAMAr0 KOHHERCA eCTh
crbacrsie ypapuemifi (14) H OCHOBHOTO ypaBHeHid.
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meniil, onperbIgeMbIXE CHCTEMAMH

0P 3 0Py 0y Py

Uro0nl ompefbInTh XapaETePHCTHEM 5TOH YeTBEpHOH KOMHIWISHIIN
IMHEHTATEIXG 0COOCHHBIXD HIEMEHTOBD 3aMBIUME, UTO IIEPeXolh OTH CHC-
TeMBl (14) KB cmeTemb (15) COMPOBOKIAETCS BBEIEHIGMD HBIMNHEXD Ph-

o(p, p) of (mpu)
= ) ) e o ) 9
()p]3 01);3
a(p, p) Of(xpw)  d(p, p) Oof (zpw) e
0Py, 0P ap,, OPyy :
op, ) of(zpw) d(p, p) Of(xpu)
. =5 . =0, (16)
0p42 01)3 I ()1)34 dp 12
o0, p) drtapu)  O(p, p) Of (epu) -

1 €1e TPEMA TARHMH CHCTeMAMI, BE KOTOPBIXD (PHIYPUPYIOTH MoCabIoBaTeIbHO

HEs ) =0 W—pu)zo I 3 ypaBHEHIA H3B cHCTEMHI (15)
P oy

0P, p) __, e _
a 1334 d 1)34 » b/ 2 n

oo, P gt
0p42 61942 2 ”» » E n

Ho ucraIoyad 5TH CHCTEMEL MHI JBAEIbI HCRINYAEMD TaKid CHCTEMEL

@B _ o 0. p ey o o) o
0pyg OPyy 0pyg OPgy
op, p) Ofpw) _ oftapw) of(p, ») _ |,
0Pyg 0P, 0P, 0Py, :
5 oEP o dw.w) _, e o)
0pig 2 0P, ’ Py 0Py

o, p) fpw) _ 0p, p) ofapw) _

dp 0Py,

14

()pg : dpl i

17
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Msr mpuxoguMt TakmMB 00pasoMb Kb CIBIVONEME SHAYEHIANS Xa-
PaRTePHCTURT YETBEPHOI ROMHIUIEHLIH INHEHUATHIXD 0COOGHHLIXD SICMEH-
TOBD KOHHEKca (m, 7, 1) :

Og90 = M3 (107? — 167 + 7)., Jy,=4mbn(br—4), d, = 10mn?,

302
Jygo =12 (1073 — 2452 L 217 — G), d,, —Bmn (102 — 16r 1-7),

P 1202 (R \ — 2993
dyo = 6mIn?(5r —4), d,,=10m8,

i Ry (Zoa g S
d10 = M(Drt—160% 2192 — 129 -} 3),

Oy = 2mn(10r® — 2472 - 21r—6), d,,, = 3mn?(10r* — 1671 7),
O =4mn?(5r —4), d,, =n(Brt—1613+21r2—12r -1-3) |

Ooge =07 (10r3 — 2492 L 91r —6),  d . —n?(10r2 — 160 7).

He Tpysmo yobaurbed, uro ypasmesis (14) BHIIOTHAOTCS HTCMEHTOMT
(z, p, w), ectm (¥, u) eCTh OCHOBHOE COUBTAHIe, & P — KaKad YILOAHO
npamMas [IpocTPaHCTBA.

JbiicTBHTEIbHO, YDABHEHie KOHHEKCA, KOTOPOE MOKHO IHEATH

[ (zpu) 4 f,(zpu) (p, p)=0 (1)

|rab 7, (zpu) = O coBeplIeRHo MPOUSBOLHLL, KOHHERCA (m, r—2, n)], ToaTEHO
IpH MOJCTAHOBEL BMBCTO %, # KOODIMHATH OCHOBHONO COUETAMiS Y10BIe-
TBOPATHCS HE TOABKO KOODIHHATAMH IPOHMSBOIBHON mpamofi p, HO H Ges-
KOHEUHO Oxmskofl wbh meli p—-e&p' (tab p -t ep’' — ranme wmbroTopas mpa-
Mad), T. €. HOMKHHE HMBTH

f@, prep', Wi, p+ap', wyp-tep', p4-ep)=0.

Pagrarag [0 CTEIEGHAND &, 0TOPACHIBAA UICHE OTh & HE3aBHCAIIE Bb
cuay (1'), paszbias Ha & u mepexoam kb mperbay &= 0, IOIYIHNB, UTO ‘
IPH TPOUSBOIBHLIXD P, LOMKHO GBITH

s o > of, (xpu) s =
Zj),-;; ““(jﬁk—‘ (2, p) sz,k —W —+- fl {epu) .o, pi—=4.

Bropoit wiews BhmagaeTs BB cmiy (p, p)=0 u ocraerca ypaBHEHie

o Ol P
Zp"k(dl)z'kaI op =

ik
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KOTOPO€ TP COBEPUIEHHO IPOM3BOIBHBIXG p'  (OTPAHHYEHHBIXD TOJBKO
YCIOBIEMD p -~ &p' — npsAMas) BelerTs 3a cooo ypasHemig (14). Ho xors
STH YPABHEHIA U BBHIIOJIHCHBI, CUHTATL BCAKYI0 TPAMYD P OCODEHHON IIpA-
MOI0 KOMILIEKCA, IPUHALIERANIAT0 0CHOBHOMY COYETAHID, gBIdeTcd HBROTO-
POX HATARKOD BB TOMB OTHOIMEHIH, UTO cambil ROMILIekch uwbers ypas-
HeHie 0 =0 I ABIAETCA COBOKYTHOCTHIO BCBX'D MPAMBIXT TPOCTPAHCTBA.

5. YEAasaHHBIMH THIAMI 0COOEHHBLIXD 5HIEMEHTOBT OMME Aafeko HE Ic-
UCPIBIBAIOTCA BOSMOKHBIC NXD THIBL IIpewze BCero sIeMents (z, p, ) Mo-
6T OJHOBPEMEHHO Y0BICTBOPATD IBYMD B3 TPEX'h CHCTeNT (3), (6) m (14).

Ecmt sreMents (z, p, u) BHIOIHACTL YypaBHEeHIT (3) I (B
TOURQ €T0 ecTh 0COGEHAAA TOUKA MOBEPXHOCTH X, T IOCKOCTh—O0COGEH-
HAf RacarenpHad M0BEpXHOCTH U, , TO MOKHO Takofi sIeMEHTH HASHBATh
7}207{-81i7-£0—7l./l0€h‘OC’WHblﬁlb 0COOCHHBIMD JJIEMEHTOMD. HO,IO()HHX'B SJIEMEHTOBD
KOHHEKCD (1) mrberds BOOOIE oo, IIOTOMY UTO H3T, BOCBMI ypaBHEH (3)
1 (6) He3aBHCUMBI TOJIBEO CeMb BT CHIY TORIECTBA

s A e
mnf(z, p, u)—nzfzi@_mZuk%_O.

k

0 0
Orciota saabogg —’i:o gepess =0 u l Tak&ke uepess f=—0

0, Ot

BBOJUND U3IHIIHIA phutenis: ors mectepHoii KOMHIUTeHITIH

of : of =

e = 2 ————— " 2 % 5 —

or, D= ea .0, o, Ol =10 81 3 =1
TOXKHLL OBITH OTOPOIIGHEL:

of - of ;

e —— e 2 — — 2 z = 1

oz, 0-(=1:2,3), o 8 tk=12.8) v, =0 (17)
i

of of

e — 5 = = 2 a— i

= Ute=120 ) o 0 (,=1,2,83) u»,=0. ({8

7 k

Orcioja 1 MOEKeMB HAATH XapakTepHCTHRI MIECTEPHOI ROHHIUACHIIIH
TOUEYHO-ILIOCKOCTHEIX'S 0COOCHHEIXD 5ICMEHTORD:

A3a0 == (3Dm® — 60m2 - 30m — 4)rt.  dog = (3513 — 602 —+ 30n-— 4)7rt.
Aszt = 13[3n{m3 4 9m2(m — 1) ++ 9m(m — 1)% -+ (m — 1)8}

+ (0 —1) {m3 4 2Tm?(m — 1) + 45m(m — 1)% -+ 13 (m — 1
4133 =r3[3m{n® 4-9n*(n — 1) In(n—1)* -- (n—1)*} -

+(m— 1) {n® 42T — 1)+ dbn(n—1)2 4 13(n—1 8.
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Azqr = 3rt[3n{m® - 3m(m — 1) -+~ (m — 1)2} +
+ (e — 1) {2m? - 11m(m — 1) - T(m —1)2)].
A= 3r[3m{n? - 3n(n —1) + (n—1)?} -
T+ (m—1) {202 110l — 1) -+ T(h— 1)2)].
Aaga = 3r3[1w? {3m* - 6m(m — 1) - (m —1)?} -
= n(n—1) {6m2 4 24m (m— 1) 4+ 10(m — 1)} -
+ (n—1)%{m* 4+ 10m(m -— 1) + 9(m— 1)2}].
Agig = 1 [0P {mP—+m* (m—1)}4-n? (n—1){8m3—-27m? (m—1)--18m (m—1)?) -
——n(n—1)2{18m*(m —1) 4 45m(m — 1)2 + 9 (m — 1)3) +
+ (n—1)%{9m(m—1)2 4 7(m — 1)8)].

Agaa == 3r3[n2{m3 + 6mE(m — 1) + 3m(m — 1)?} -

I

+ n(n—1){m3 - 15m? (m— 1) - 21m(m — 1)2 3 (m—1)8} +
- (n— 1)*(8m*(m — 1) -~ 12m (m— 1)* 5 (m — 1)3}].

= 3r2[m?*[# 4 60*(n— 1) -+ 3n(n— 1)2) -
+ m(m— 1) {r? +-1502(n—1) + 21n(n— 1) - 3(n — 1)3} 4
-+ (m—18n*(n— 1)+ 12n(n—1)2 -1 5(n—1)%].

Toxo0HBIMD 00pPAsOMB DIEMEHTH, KOTOPHIE CYTh TOUSUHHE 0COGEHHEE I
JIHEHYATEe 0COOCHHbIE, [0IKHbL BEIOTHATS 4 YpaBHeHis (3) 0 5 ypaBHemiil (14).
Ho orir neBars ypasmerifi ompeybrdors me BochMepHYD, a CeMEPHYO KO-
HHOUJEHII0, IOTOMY 9T0 MOREMDB IHCATh TOMEICCTBO

< —Faf , ()fl) * 0]‘1 | - o(p, p)'
¥ Z%" ((}Tyz‘}— (», P (TJUI = leﬂ c)p P ?Jﬂ =k ‘apjl )

HIn
d(p.p)
Za,———m',zlﬂ(dp - ]0};~~).
P

Lt anHefuaTEXs 0COOCHHBIXD 2IEMEHTOBDH HPABAL UACTH CBOIHTCH
KD BHIY

m(f,—Me)(p, p)=0.
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CabroBarerpHo, ®b CHIY ypasHeHii (14) mwbemb y&e le% —
U TaREMDL 00pasoMb H3Db 4 ypaBHeHIll (3) MOKeMD ylep&karh TOHBI{(; TpU.

Tloxo6ubIME 00PAB0MTE CEMEPHYH KOMHIUICHIID 00DasylTDL Jaunetiid-
MO-NAOCKOCHINBIE 0CODEHHDBIE BIEMeHTHl, LI KOTOPHIXD OJHOBPEMEHHO L0LKHBL
OBITh BBLIMOJHEHLI IEBAThL ypasHeHill (6) m (14), CBOZAMUXCA KD BOCHMI HE-
3aBHCHMBIM'B.

Kean makonems (z, p, w) BHIIOAHAETH Beh TPH CHCTEMH YpaBHEHI
OJIHOBPEMEHHO T. €. OYIeTH U TOTCTHHIMT OCOOCHHBIMD, H ILIOCKOCTHBIMD 0CO-
OCHHBIMD I BDH TOKE BpeMs IHHeluarsMDb 0COOSHHLIMD DICMEHTOMD, TO OHD
JOMTKEHD BBIMOJHATH TPHHALNATH YpaBHEHill, M3H KOTOPHXTD JBa CYTh Cabj-
CTBIA 0CTAIbHBIXDL. I103TOMY ROHHERCH (1) HMOAOOHBIXD HIEMEHTOBDL BOOOIILE
He uMbeTh, W JId CYNIECTBOBAHIA HXD MERIY Kod(pQUIieHTAMI ypaBHeHid
(1) IOLKHO CYIIECTBOBATH COOTHONIEHIE.

IlosToMy MOEHO ITOJ0OHBIE SIEMEHTH HABKIBATD COOCHIGEHHO-0CO0CH-
HOLMU 9ACMEHMAMY ROHHEKCR, BB IPOTHBOIOIOKHOCTD BHIIICIEPEUHCICHHBIMD
THITAMT 0COGEHHHIXD HIEMCHTOBD, KOTOPIE ITPHCYIIH Ka&I0MY KOHHEKCY.

CoOCTBEHHBIXD 0COOCHHBIXD HICMEHTOBDL KOHHOKCT TIPH H3BBLCTHBIXD
VCIOBIAXD MOEETH UMBTh HE TOIBKO KOHEUHOe, HO W 0e3KOHEUHO O00JBII0E
TUCH0, MHOTO00Pasie MXH MOAETH COCTABIATH JIaKe IPOCTYH RONHIHUISHIID,
KaRD BD MOBEPXHOCTAXL MOIYTH OLITH JIBOMHBIA KPHBLL.

BrrireygasamupIXs 0CO0CHHLIXL (TOUEUHBIXD I T. 1.) 2IEMEHTOBD KOH-
HEECH MOEETD Takike Colepi&arh 6oabe BBIcOkoe, ubMb BB 00meMs cryuab
MHOTO0Gpasie, I TOTJa OHH HEe OYIYTH yke OOFKHOBEHHBIMH 0COOSHHOCTAMU.

6. IMocrb mpuseierHAro BhHIIe Pasdopa 0COOEHHBIXL HIEMEHTOBH KOH-
HEKCA MBI MO&KEMD IONOJAHHTh ckasaHHOe BB § I 00 OCHOBHLIXD TOURAX,
IPAMBIXD U ILI0CKOCTAXb.

OcHOBHAS TOUEQ, ECAI OHA BB KOHHCECH CYILeCTBYeThb, IPHHALIEHKNTD
BCBMD oo’ MOBEPXHOCTAMD Xw KoHHeKca. [13p HUXH Ha oot MOBEPXHOCTAXD
0HA OyIeTHh 0COOEHHON,—HA THXD UMEHHO, KOTOPBHLI HPHHALICKATD COUETA-
HiAMD (p, ), BBIOIHAOIUMD YPABHEHIA

of (x, p, u) :
(T)fo' (=1,2,8.4) (19
! g L= gy,

TaruMs 00pasoMb KakZasd OCHOBHAS TOURA JaeTh HAuyalo cof ToUeu-
HbIMD OCOOCHHEIMD 9JIeMEHTAMb. ?

Moskers OTHAKO CIVUHTHCA, YTO YpaBHeHiA (19) yIOBICTBOPAIOTCA He-
3aBHCHMO OTh SHAUEHIH p U u. :

Torza Takag OCHOBHAZ TOURA HPEJCTABHTTL BHICITYID 0COGEHHOCTH M MBI
MOMKEMT HA3BATL €€ o0co0eninolo ocHosHolo mowroio, (OHa Jaerb Hadalo oof
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TOYETHBIMD OCOOEHHBIMD 3JEMEeHTAMD. Ilepexogmolo craziefi asrgioTcs cay-
dall, KOTIa (19) mMBoTs oo® minm oof o6mux®s coveramiii LT
Npunbps Taroft ocodenmoil Toukm IPeICTaBAT: KOHHEKCHL BHJA

1 (epue) = @ (xpur) > 6y 2, - ¢, (xpu) o
+ @, (xpu) ¥ ap 2, =0,

COIL SHAKD CYMMH DaclpOCIPAHACTCS HA BHAUEHIA i, k=1, 2, 3. Torma
IpH 2, =0, 2,==0, z,=0 obpamanrcd BH HYJIb HE3aBHCHMO 0TD BHAUEHIi
P M w He TOILKO f, HO I Bch ed mpousBopmsLT Mo x; 31bch ¢, P P,
03HAYAIOTT COBEPIICHHO TPOU3BOABHEIC KOHHERCH (m— 2 . §my

Ioz00HBINE 0GpPasoND 0CHOBHAS MIOCKOCTH KACACTCH BCBXT o7 1mmo-
BepxHocTel U , BOHHEECA, I OYIeTh 0COOEHHO KACATeIbHOI IIg TBXD cot
USD HHXb, KOTOPHA NPUHALIERAID COUCTAHIAND (z, p), BBITOJIHAIONIAMT
ypaBHeHis

(MQ)_—_O {F=1,2,8,4) (20)
N ()uk =

Tarkmvs obpasows xasicoas ocuosnan NAOCKOCHY  daems  Hawaio oot
HAOCKOCIHbLMD OCOCTQHHbl-.M?) IACMEHMAMD,

Ho momers cayumrbes, wro YpaBHeHiA (13) cBOIATCS KL IBYMD I
OAHOMY HE3aBHCHMOMY YVPABHEHID W €Tal0 OWTh ompeibianTh ood mwim cob
coueTaHill (#, p). HakoHews Bo3MOEKHEL CIy4au, ROI'Ta ypaBHeHiA (13) Bol-
HOTHANTCA TOXKICCTBEHHO, U CabloBaTelbH0 IIIOCKOCTE 0y1ers 0COGEHHO
RacaTelbHol0 KO BCBMD oof MOBEPXHOCTIMD pr KOHHEEca. Db mocabimems
GIyUa’h HABHIBAGMD €€ 0COOCHHOI O0CHOGHOIO MAOCKOEN b KOHHEERCH.

To e camoe MOo&HO 3aMBTHTH M OTEOCHTEILHO OCHOBHBIX'h ITPAMBIX'D.
OcHOBEAA TpsMas NpPHHALICKHTL Bebars ood ROMILIekcans P, KoHHeRca.
Oma GyzeTs 0cofeHHOM TPMMOH BE THXD H3E HOX'D, ROTOPLIE HPHHALIERKATD
COYCTAHIANSE (7, 1), onperbraempnrs YpaBHEeHIAMI:

e -
2 (O%JJ} +u (ingﬂ) =0. =12,39 (21)
pﬂ P=P gen. -Pﬂ P

"=V ocnm.

Rakras ocwoBmag UpaMad Be1eTh 3a c0000 oo! IHHelTaTHXTL 0Co-
OCHHBIXT BIEMEHTOBT.

Momers cayuntbes oinaro, uTo mecrs YPaBHEHI CBOTATCA Kb MeHbB-
HIENY THCIY HESABHCHMEIX'D HIN Jaike CBOAATCA KD 0IHOMY, onpexbranuiery
sHauenie */,. Bb mocrbimems cayuak ocmopmas upaMas 0yIeTs 0c00eHHOI
IPAMOI0 BO BCBXB oob KOMILTEECAXD P, m MH IpUiaguMs efi Toria Hau-
MEHOBAHIE ocodennoii ocnosnodt npanoli ROTHCECA 1)

———

—y
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Mpl MOkeMD JZarbe ToBOPHTD 00D 0COOCHHBILD OCHOGHBILD COUCMAHIALS
(x, w), (@, p), (p, ).

Iycrs (x°, u®) ecrs ocmoBHoe coderamie KomHerca (1). Torxa Beb
ROHHexcH K («, u), TPHHATIeRANIIE BCBWH IPANBIMNG HPOCTPAHCTBA, COAEP-
RATh 2I16MEHTH (20, wY). JTo coueranie Mag HBROTOPDHIXDL H3B HUXDb MO-
&eTH OLITh COOCTBEHHO OCOOCHHBIMD HIEMEHTOND,—eCIH 1P H3BBCTHLIXD
BHAQUEHIX'B p BLLUIOAHAIOTCI YpaBHEHI.

RS

0 .
e (1=1,2,3, 4), 5-=

0z,

Ecau e sTH ypaBHeHiA BBRIIOJIHATCA coueTamieMb (20, u0) HpH BCA-
KUXD 3HAUEHIAXD p, TO MBI Ha30BeMD (27, u0) O0COOCHHBIML OCHOBHBIND
COUYCTAHICM .

- TaguMb ®e 00pasoMb IPHIEMB Kb TOHATIO 00b 0COOCHHHIXDH OCHOB-
HBIXH COUETARiAXD (z, p) U (p. u).

7. B mpejpiiymenms ObLIN YEasaHbl HeTOCTATKE AAHHAr0 OIperbreHid
0COOEHHBIX'D AIAEMEHTORD KOHHERca (x, p, u),—OHO TOIBKO Ch HATIRROW
IpUMBHEMO EH TBMB 0COOGHHBIMT JIEMCHTAMD, B COCTABDL KOTOPHIXDL BXO0-
JUTH Karoe In00 OCHOBHOE COUCTAHIe EOHHERCA.

Moo u30bhxars 5TOT0, €CIH Pa3cMarTpuBarTh HE IOBEPXHOCTH IIPH-
HAIICKANYO COYeTaHilo (p, #) I T. X., RARD MBI 570 Tbiaium BHIme, a Ha-
opmrbph KOHHERCD K, (7, w), ipEHATIeRAMLT IPANOT p BD romHereh (1).
Torga TOYEUHLIMH OCOOCHHBIMH 5IeMEeHTaMHI KOHHCKca (1) HAa30BeMb 16, KOUXD
coueranie (x, w) ecTh TOUCUHBLIT 0COOSHHBIL HACMEHTD K (7 , ), IIOCKOCTHLI-
MU 0cOOEHHBIMH TH, EOTOPHIXB coueTaHie (x. ) €CTb IIOCKOCTHOHR 0CO-
OGHHBI HIEMEHTH TOTO e KOHHEKCA Kp(x, W), H TOUGUHO-IIOCKOCTHBIMI
ocoGerubIME daeMenTamMn (1)—Th, ROTOPHIXD coueTanie (z, u) ecTh COOCTBEH-
HO-0COGGHHBIL 9IeMEHTH KOHHEKCA Kp(x, ).

IIpexpmonaras, uro onpexbienie 0cOGEHHBIXD JACMEHTOBD LA KOHHCECA
Ch 9IEMEHTOMB (TOUEA, ILIOCKOCTH) JOCTATOYHO BLIACHEHO, HPHAEMDH ED OIpe-
rbaeniio BHITEYEABAHHBIXD THIOBD 0COOGHHBIXT 51€MEHTOBT (1). Odpamaick
Kb 0COOCHHOCTAMD KOHHEKCOBL K (v, p) m K (ps w), TOIyIHND IIPei-
cTaBIeHie I 00T OCTAIBHBIXh THIIAXH 0COOCHHOCTEell KOHHEEca (z, p, u).

Henocrarku Takoro onpejbrenid: 1° Ja4 KOHHEKCOBD Chb HIEMEHTOMD
(Touka mpAMag) H (lpavMad, IMI0CKOCTH) MOHATIE 0COOCHHALO SICMEHTa EIe
HEI0CTATOUHO BBIACHEHO, ¥ HAJ0 ObLI0 OBl IpeIBapHTEIbHO OCTAHOBHTHCI HA
3TOMB BOHIPOCH, He OTHOCAMIEMCSA HEMOCPEICTBEHHO Kh IIPEMETY HaCTOSMIeH
craThH; 20 XoTd Ml M H30BEHMD, Iep&achk 3TOT0 omperbieHid, HeyI00CTBb,

BBI3BIBACMBIX'E IIDH IE€PBOMDL OHDE‘J'EJE‘HHI OCHOBHDBIMH CO‘IBT&HIHMH, HO00=

HOBHBIS TOUEH, IIPAMBIA U ILIOCKOCTH HPHBOZATS KD THMT e 3aTpyIHEHIAND:
YPaBHEHiA COOTBBICTBYIOMMXT UMD KOHHEKCOBD IPUBOJATCA KD BuAy 0=0.
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CpassiBare 10700m0 KaeGury moHaTie 065 0CODCHELIXT HIEMEHTANT b
TOHATIEMT 0 COUPAMEHHOMT KOHHEKeS Helbsd HOTOMY, 4YTO, KaKb Yike OBLIO
910 MHOK YKasaHo BB JPyrond Mberh '), compsmmemmaro KoHHeEca i
PA3CMATPHBAGMBIXT LOH(PUTYpanifi He cymecrsyers.

8. Oonpnﬂaoammiﬁqﬂ TPUIHHCHHLIE KOHEHERCH. Kakb 114 ROH-
HBECA CD BIGMEHTOMD (TOURH, IIOCEOCTH) NpH OIperbIemin 0coBeHHBIXT
9ICMEHTOBD BB OCHOBY MOIRHO IIOJOKHTH CONPHEACAONNHCS OMIMHEH B KON~
HOKCD,—T. €. PALOMD ¢b YDaBHEHIeMD [(z, u) =0 TaKOT0 KOHHERCH pas-
CMATPHBATD YDaBHEHIE

0%
W At —
MOKHO M JIA KOHHEKCOBD (£, p, u) BBECTH AHAIOTHIHEI, HO yiKe TPHILI-
HOHHME KoHHekcS. Ho Taws makb ypasHemie BOHHERCR (%, p, u) MOEKETH
ObITh M300PAKEHO BL DPATHUHEIY BAIAXD

f(apu) + £, (xp) (p , p)=0,

CMOTPS 10 BHIOOPY KOHHCEca [,=(m, r—2, ), TO M 32 COUPAREHHEI
TPUIMHCHHGI ROHHEKCD MBI HE MOKOMDB LPHHSITH IPAMO

3f (zpu) i
Oz, 0, (T)f; 050

HO JOXZHB PABCMATPHBATH IBIyI0 CHCTEMY co!® TpHIMHCHHXD KOEHCRCOBD
Pf @, p, u ; p 0*f, (zpu) R i
Z dl/‘@u dp L, 7l+Z O, Ou, XU(P P)=o. (22)

ik, jl ik

IT0 00CTOATEILCTBO, ROHEUHO, HBCROIBKO YCAOMHAETD npumbmenie co-
IPHEACAIOMAroCA TPHINAENHATO KOHHOKCA [Id H3YUeHis KomEekca. Lo i |
JCTaHOBIGHIA NMOHATIA 00 OCOGEHHHIXT SIGMEHTAXD OHD OKA3BIBACTCS TpH-
TOIHLIME.

JIEMCHTD (%, p, u), LT ROTOparo cOCTaBIGHD cOpURAcaIifica rom-
HEKCh, U KOTOPLLL MOKHO Has3BaTh sIeMEHTOMD IPHKOCHOBEHISA, NPHHATLICKATD
COMPUEACAIOIEMYCS KOHHEKCY, TAKD KAKb I0TCTanoBka X = 2, [/ = B, =D

IAETT
o5f
R e A Y O R

= mrn ' (zpu) -+ mn f, (xpu).(p, p)=0.

) K Bompocy 005 0COGCREEIXE sIeMEHTAXD ERONNeRca. JHss. Kas. @.-M. 0.4 (2)
1902. Bs § V & ocramopaoes ma srows Hoxpoomhe.






== 2hbi

YpaBHemie 510 yIOBICTBOPACTCA HE3ABHCINO OTT sHAUEHI U, ecan
BRIIOTHEHLL YpaBHEHIA

of
L s E=1,2,3,4 6
ou, ( ) -
Hakosews, ecmu BRmoIHEHE ypaBHeHIs
af (. 0
9 : erdiese S ba s 1=1,2,3.4 1
I, ol o, 0, (t=1,2,8,4) (13)

T0 3D BCEH COBOKYIHOCTH coll DPasImaHLIXD CONPHEACAIOIIUXCA TPHINHEH-
HBIXD ROHHEKCOBL 114 ool¥ coueramie (#, #) siementa TPAKOCHOBCHIA OYIeTh
OCHOBHDIM'D COUETAHIEMT, M ¢b APYrofi GTOPOHEL BCH 0CTAIBHDIC CONIPHEACAI0-
Wid KOHHEKCHL CBOTATCA NI TOTO ke COUETAHIT Kb 01HON W TOff e coBo-
EYIHOCTH HPAMLIX'B, BCTPBUANIIXD MPAMYI0 p 2I6MEHTS MPHEOCHOBEHIA.

JAbiicTBUTeABHO, HOTCTABUMT BD ypaBHeHie (22) compHEacannIarocs
TPHINEEHHAT0 KOHHeEca X —a, U= 1. IToayams:

i Z g Pﬂ—[—nmf; A 2 Pi==1y.
i 7t

mnz P ( f—l— f ()(,}) P) =
1

Lp ﬂ /

nin

M1z Toro 4Todnr coweramie (x, ) OBLIO OCHOBHBIME, LOS(I(PUITICHTE
opa 6-I KOOpIHHATAXD L, nommusl GRITH DABHR HYIO, T. e. H0KKHO OHTb

of of of ~oaf df of

“if iy 70})7 P, ¥an4 ()p P, dp23
29 0p,p) dp,p) dp, ) Ap.p)  op,p) o, p)

op,s COpy 13 Py 14 0Py, 0Py, OPyg

Taruns 06pasons ecin YPaBHEHIA (13) BLIIOIHEHB, TO DPAaBHB U HTH
ltecTh OTHOmEHiH. Ho orcioza mpu 1amHNY® 2, P, i IOIyUaeMb 3HAYCHIEe
ROTOPOE JN0KHO HMBTH i, p, w), 1. e. onperbrgercs oOrHa ush 16 Be-

0?f, :
TUYHHB ox O NOTOPRL ABIADTCA IapaMerpaMu BL YPaBHEHIM COLUpHEA-
¢ k
CAloIAr0cad KOHHEKCA M IPOM3BOIBHBIXT 0CTAETCS TOIBEO 15,
1
Ecan xe savenic mecrn ormomeniit (ET0 O3HAUHMT 4/,) HE paBHO— o ie

TO yp&BH@HiB ROMILTICECOBD CBOIHTCH RD

Hll&()\/p. —,L%fl).(p, =1,



=aen

T. €. Kb
(b B =l

Ecin HAIPOTHBT YDPABHEHLS, KOTOPHIMH BB #° 4 5T0T0 §-2 MBI olpeis-
Juan THHeiluaTele 0GOGeHHLIE 9AEMEHTH KOHHekca (1), HEBGIIOJHEHSI, T0
(z, ) He OYIETH OCHOBHEIMD COUCTAHIGMDb HH Ha OZHOMB U3b oo'S Tpui-
HeflHLIXD KOHHEKCOBD, KOTOPhIe MBI 0OBEIHHAEMT IO0NH HMEHEMDb COIpHRA-
CAIIATOCS TPUIMHETHAr0 KOHHEECA.

Momno mosroMy narh Taroe ompexbuemie: Jquneilvamwie ocobenivie
DACMEHIDL CHING Wb IACMEHTIBL KOHHEKOA, OA KOMOPbITs U35 00Ul  C060-
RyniocmiL oolb  CONPUKGCAIMUECA MPUTUNETIYITS KOHHEKC06s  BbLOTLLACHICA
wynna 65 oo MAKULD KOHHEKCO8s, UMMIOWULH couemanic (X, w) dTeMeHmd
CEOUMB OCHOBHBIMS COUEMAHTEMD, (L OCMIATbHBIE C600AMCA Kb KoMnaexcy (p, P)=0.

MoxHO (OpMYIHPOBATH OTHONICHIC O0COOGHHBIX'H HACMEHTOBD KB COIPH-
KacaomeMycsl KOHHeKcY HBCROJIBKO HHAUE.

Bech ,Iyuerb” CONPHREACAOIUXCA KOHHEKCOBL ONHPAeTcd Ha KOMH-
IAIEHILIIO

3f

VALl B TR 17- 9 S — 29
| axz'dukd.pﬂ XL DI:PJZ 0 3 (p 5 P) 0 - ( u)

II 5ICMEHTH 5TOH KOMHIMICHIIM IPHHALICRATD KAMKIOMY USH co!S KOHHEK-
c0BB (22).

Bp mefi mpavas p ecrs OCHOBHAS IpAMasd, H HOTOMY BCAKOE coueTaHie
(X, p) u (p, U) ecrb 0CHOBHO® coUeTaHie ed.

HampoTuphb, HE TOUKA #, HH ILIOCKOCTh % HE OYyJAyTh OCHOBHBIMH TOU-
KaMH, I COUCTAHie (x, %) OCHOBHBIME COUETAHIOMD KOMHIJSHINN BOOOIIE
HE Oy1ers.

II0aTOMY OTHOCHTEIRHO codYeTamiii (v, p) m (p, w) SIEMCHTA 1PU-
KOCHOBEHis MOMEHO TOCTABUTH BOUPOCH, KOIZa OHI OyIyTs OCHOBHBIMH CO-
YeTaHigMI HEe TOJBKO IS KOMHUIIGHIIN, HO T 111 BebXDb oo'® compmra-
CAlOMuXed KOHHEKCOBE. OTO H IIPHBOJUTDL Kb IIOJYICHHOMY Y#&Ee BBIIE pe-
3YALTATY.

1. Couemanie (p, u) €Cmb OCHOGHOE COUCANIC KAICOMO USD CONPU-
RACCIOUGULCA ’In])‘l!ﬂl[Hé’fU{bl.L‘?) KOHHEKCOBD, CCAU UMU 6LLINOLHEHDL ypaBHEHiﬂ

v

- : (t=1,2,8,4)
R 9
0x,

aaemenine (&, p, i) HA306EMb MOUCUNBIMD OCOOEHHVIMD.
2. Couemanie (x, p) echv 0CHOBHOE COUEMANIE KAJCOM0O U35  COMPU-
KACamomuacs mpuiuneiinnirs KOWHERC0Gs, eCait UMD GOIOIHEHYL YPABHEHIA

)
(fzo

G‘lﬂk

: *=1,2,3,4)




s o L T R T S

b & ==

SAEMEHIMS (%, P, 1) HAZBIEACMD NAOCKOCHMNLIMS 0CODCHHLAD.
8. Couemanie (x, u) Gyoems ocHoGHMG COUEIMANIENMS KOURUUOCHIL,
Ha KOMOPY0 0NUPAIOMCA 6CT CONPURACAIOUTECA KOMHEKCHL, €CTU  EblNOJHEHDL
YpasHenis
7 OF s P, p)__

0 J ' Py,

i (4:1=1,2,8,4)

aaeMenins (., P, w) HAIWBACMs JUHCTHUAMBIMG 0COOENHIMS.

§ IV,
OcoGenusie anemenTsl KouHUWAEHLM (IpOCTOL).

1. OrpammunMes cIygaeMT ROMHUMACHIH, 3ajammOii mepechuemiens
ABYXD KOHHERCOBS (me, v, m) m (m', r', ')

F@p, wi=0,. Fle, v u)=—0. (1)

Ecan f w F DasIuumbixs cremenefil OTHOCHTEISHO TepeMBHHBIXD;

T0 MOEHO Has3BaTh BCE ke ,NYYKOMB® KOHHEKCOBH (UIypy ompexb-
IAeMYI0 ypaBHeHieMT

2 £ (ap) - o F (puy = 0 ()

IpH A W g IOCTOAHHBIXD '), Takoe ompexbicHie COOTBBTCTBYeTh TEOMETpH-
UCCKOMY CMBICIY COBOKYIHOCTH KOHHEKCOBDL, ONUDPANIIUXCA HA JAHHYIO KO-
HHIIICHIL0, HO TPEOYeTh COeJUHeHid BhL OTHO yPAaBHEHie IBYXDH (GOPMD pas-
JHIHEIXE cTeneHell. IIpmyens mosToMy, UT0 A H & CYTh OXHOPOLHLII ()VHE-
Uin z, p, w cremnenest m,—m, Piala el Wl =,
ik g, v, n, HauGoIbUIiA N3L TAPH THCETB: M U m',rar, naan.
OJHaKo mpu TPOUZBOILHEIXG KOS(GQUIEATaXD BL A I BB g H IIPH BCEBO3-
MORHBIXD BHAQUEHIAX'H X, H u,, OTHOLICHIE »/y MOm®ETH HMBTH TOIBEO co!
3HAUCHIIT.

- Beb ati mommercst mwBOTH IpH LPOX3BOABHBIXD K03 (PHIlIeRTaXD BB
A 1 g OOIIMME SIEMEHTH KOMHIHTEHIIN {1

Toueunvie ocodenuvie aaemenmpe aTofi COBOKYUHOCTH KOMHEKCOBD OLpPe-

IbIgoTes ypasuenignm

L, 00f+uF)
oz

2

of oF

f=1.2.8.4)

0k | du

£ 0xi+ ! o, )

1) Cps.,, maumpmwbps, Study, Methoden zur Theorie der ternirer Formen o oTio-
I CHII0 Kb TEPHADHEING KOHHEKCAME.
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Byjems paseickmBarh Th 0COOCHHLIE 5I@MENTHI, KOTOPHIE ABIAIOTCA Ta-
KOBLIMA Ha BCBXH KOHHEKcax® (2), T. e. IpHHALIeKATh KoMHIHAeHUH (1).
JIs TARNXD HIEMEHTOBD yPaBHEHiA (3) MPUBOZATCA ¢b MOMOIITD (1) KD BHIY

of oF 2
b Hug=0, (=128,9 (4)

Kakh eCIH O A M @ OBLIN IOCTOSHHBIA, M TalTDH CIBI0BATEILHO

I ey
et e e 4'
o &)

L1

VpaBHeHIA OTH MOKA3HIBAIOTD, UYTO & JOJKHO OHTH HIH 0COOBHHOW

TOURON HA OIHOH M3D I0BEPXHOCTEMH Xpu, K;M, IPHHALICRAIIIXD COTeTa-

Hi0 (p, #) Bb TOMB U IPYLOMDB KOHHEECAXD, ILIH e TOTROWH KAaCaHIA STHXD

TmoBepXHOCTeH, T. €. 9Ta TOYKA TOMKHA OGLITH 0COOEHHON TOYROH KPUBOM, HpH-

HaJaexkameil coueramio (p, ) Bb KOHHIHIeHOIH (1).

Brbch 0IHAKO Takke ABIJETCS TO 3aTPyAHEHie, 4To coderamie (p, u)
MOKETH OBITh OCHOBHEING COUETAHieMT, KONHIUMIEHIH, 111 KoTOoparo IBb
MOBEPXHOCTH Xpu u X COBIAJAOIE proxsh mim oTvuacTH U ypasHeHig (4)
BEUIOJHAOTCA BCHMH ToukaMu 3Toifi o6miel uactd. Y 100HO II03TOMY M JId KO-
NHIUIEHNIH TpuOBTHYT, Kb coMpHEAcaollelicd KOMHIUIEHNIN, T. €. PascMa-
TPHBATH KOMHIMIEHIIH, ONpeLbIeHEy0 TakiME ypaBHEHIAME:

03f (xpu) _I_ 0*f, (wpu) =
3,00, 0p, @, Py g Xur Ui=0
®)
03 F (xpu) 02F (xpu)

== - XU P (p, P} = S =)
dx‘i'()uk()pjl XzUk _}l_l—(pa ) Z ()xidu’k ek 0

9Ta ROMHIHUIEHIIA, s3aBucAmAsL 0Tb 30 IPOU3BOJLHEIXD IapaMeTpoBb,
OIIHpaeTcsa Ha JABOIHYI KOMHIMISHIII0

03 (zpu) 03 F(zpu) ol . =
Ox o ()p el de()u 0y LUt —0 (7, B)—0, 40}

KOTOpad IPAMYKH p HMBErDs OCHOBHON IPAMOD, a CIBI0BATEIbHO, Kakioe
cOUeTaHie, COCTABICHHOE 3TOK IIPAMO0 Ch KAK0K0 IHO0 TOUKOI MIM ILIOC-
KOCTBIO, OYIeTHh ed OCHOBHBIMG COUETAHIEMb. |
Hamporuss (2, #) Gygers BOOOIE He OCHOBHBIMD COYCTAHIEMD.
TosroMy MOEEMb YCTAHOBHTH Takoe olperbiremie 0COGEHHBIXD 3Je-
MEHTOBDL RKOMHIHIEHIiH (1).

e




s

daeenms (T, p, ) ecmv Moueunviii 0coBCHILIT IAEMENING  KOUHUU-
denyit, ecaw e covemanie (P, w) ecmv oenoGHOE Couemanie OaR  KaNe0o
CONPURACAIOMEICA KOUHYUOCH LTI

Axs sroro ypasmemig (5) mpu mocramoprb P=—p, [J—u JOJLARHBL
CBOLUTRCA ETL ofmomy. Ho ara mogcramoBka Taers

-r«nza—fX.zo, r’n’ZQ—FX.zo.
()mi 2 C)zlfz, &

UTo0BI [Ba aTH ypaBHEHIA CBEINCH Kb OJHOMY, MOIKHBI OLITH BBIIIOI-
HOHDLL YCIOBis
of oF
el he e (=1,2,9.4) 4
oz, +ﬂ o, : @)

EaRD U BEIIE.
Kb werhipeMt ypaBHERIANE (4) MOEeMD 100ABHTH crbaywomee

mAf+m'-u. F=0

ROTOPOC IIOKASBIBAETD, UTO M3D IECTH YpaBHEHIH (1) u (4) HesaBHCHMBIXT
TOXPRO ILATH, & MO MCRIOYEHIN */p TOIBKO YETHPE; TAKUMb 00DPABOMB  1mo-
WEUHDIE 0CODEHHBIE INEMENTNBL KOUNUUOCHUTL (1) obpasyioms mpoitnyo xo-
UHLOCIUTIO, .

Bt cocrab e BXojare: 1° wersepHAT KOMHIICHTIA TOUSTHBIX'D 0CO-
OCHHBIXT HIEMEHTOBH EONHERCA f= O, NpHHAATEMAIIXDS KOHHEKCY F = 0,
omperbigenas ypaBHeHiIMU

g

= G=L254 " FH==0_
()xi.

n 20 4eTBepHAA KOMHIMICHIIA TOUYGUHLIXD OCOOBHHLIXD 3IEMEHTOBT, KOH-
HeECA /=0, IpUHATCHAANUXS KORHERCY /=0 , omperbrsexasn YPARHEHIAMEI

oF

— =0 G=load ()
()xi . !

XapakrepucTiLa IepBofi uerTBeprofl KOMHIHIEHIN:
oy = 1300’ == 4" ; g ="rm’ L4 m—1)r"];
Hygy == 200 (2rn' 4= 3nr") ;) = 42 [/ - 3 (m— 1) wr' -+ (m — 1) n's];
Hogy=2r*(m — 1) [om'r + 3(m— 1)¢']; yos = 2021 (2np' + 3n'7) ;

fy9e = O [m'nr 4= 2 (m — 1) e’ -2 (m — 1) n'r];

il




=

fgey = 6 (m — L)r[2m'nr ++ 2(m — 1) wr' + (m— 1) n'r];
y'320 =2(m—1)*r[3m'r4+(m—1)r']:

At 2 Tan'agge ) % o | B,
Upg = 40" [m'nr — (m — 1) wr' =3 (m — 1) m'r];

¥

thy, =4 (m — 1)? [(m — 1) w'r - (m — 1) ' - 3m'nr];

oo ="0(m —1)n[2m'nr—-(m —1)wr' -+ 2(m—1)n'r];

’

fhogs =2 (m— 1) n* 2m'n—+-3 (m— D)n']; .
’ < ! If

Uge =2 (m —1)2n[3m'n 2 (m— Dn].

XapakTepucTHkE 2-0ff 0TINYA0TCS TOXbKO 0GMBHOMT MbBETH cO0TBbI-

CTBEHHO M m m', w mww' , r mw r.
Y005l 0MpeIBInTh XAPAKTEPHCTHLE TPOHHOH KOMHIUJCHIIH, 3aMbTHME,
uT0, B3ABB ypasHenia (1) f=0, F=0, @) if +uF, =0, u3D IBYyXB !
iy 1
3 ’
HePBLIXD nMBeND ¥ 2.1, z,=O inin_O HIM, YMHO#AA NEpBHe Ha 4,

BTOPOC Ha @ H CRIAGIbIBA:

34, f, +uF)=0, @)

T. ¢. 0JHO H3B ypaBHeHiil (4) ecTh cabjicrBie 3-Xb 0CTAIBHBIXD U (1).
Ho ecin Bo3bMeMDb TOILEO IIATH YpaBHEHLH

==, F 0 )Lf;f{—yF;__:O, (i=1,2,3) (8)

T0 U8 (7) HOIYIUMB:
w4.(lf;r’4J,—ng;4)= 0,

T. €. ypaBHeHiA (8) Jawrh He T0XbR0 Af, +—wlk =0, Ho eme x,=0.
Biigmie sTEXD IOCTOPOHHEX® DPhileHift X0MEHO OHTH HCEIDUEHO.
Brp cmry x, =0 ypasuenie (7) IPUBOIUTCA Kb BHLIY:

§=23
" ity e
Exl(lf;i LBy =0
=1
u crbroBaTeIbHO MERIY TpeMs IocrbiHuMm ypaBHEHiAMH (8) ORashBaercsd
JuHeiiHas cBas3b. [loaromy. 100aBigd ypaBHemie =z, =0, MOEeMD OJHO H3D
HHXh OTGPOCHTH, T. €. MOCTOPOHHIA phimenia onperbigrca ypapweniamm

. f=0, F=0, 2,—0, i +pF.=0, I, +uF.—0; (9

:




=gy —
HO IPH HTOMB ONATH TAKH BBEIH W3IMMEIA pPhureHid (T. €. HXD HBIHIIHE
0TGPOCHIE 1 CIBIOBATEIBHO XD HYHHO J100aBUTH), OmpeAbIgeMbid YypaB-
HEHIAMHA ; |

4 3 z

=0 PF=0 "0 =0 —0, lf;ﬁ«‘uF’@——O. (10)
YpaBHG;Hi.H (8) sambHHMT uepesd
f=0, F=0, 7:11’22_2(:;21%:01 f;ﬁFé—ﬂaF;:O (38
IpHYeMb BBOTHMD H3IMMIHIA phiienia
e ol f;ﬂg:o, FW’Q:O. (8")

Touro rarke (9) saMbHATCA YpaBHEHIAMU

f=0, F=0, #=0, ]ZiFéz——ﬁgF%:O (9"
n (10) uepess
=0, F—0 "o —0" g = (10"

IOTOMY WTO HocxbjaHee ypaBHEHie (8) J1aeTh TOIBEO 3HAUEHIE /p..

Orcoza HaifiTeMb HCKOMBIA XapaKTepPHCTURL:
Varo = (r' 4=1m”) [(m |- ;m’ — 2)% -1 2] - 2mm' [(m— 2)r - (m' — 2)r'],
Va0 = (mn! —Jl— wm') [(m 4 m' — 2)% 4 2] - 2mm' [(m — 2)n—(m'—2)n'],
Vogo =M (Bm—m' — ) rr' [2(m +m' — 22 -m? - m'2—2] 4
- mr'? (m + 3m' — 2), ‘ |
Yo =0 [2m'r Bm—+m' —4) 1" [2(m—--m' — 2)? J-m® +-m'? — )]+
+ w'[r(2(m - m' — 2)2 - m? +m'2—2) 4 2mr’ (3m' -+ m—4)],
4) + nn' [2(m +m' — 2 L m2{-m'2 — 2] |-
—+ mn'2 (m 4 3m' — 2),
Yiso — (' —om) (r L) -2rr' f(m — 2) 1 -+ (m'—2)r'],
V19 == (mn' 4 ') (r 412 4= 2(mr' - rm') (n - 0 (r 4-1),
Vg = (' -rm’) (n—4-n)2 2 (mn' 4 ') (n—0') (r 1),

7103 = (mn' 4=nm") (n4-n')2 - 2mn’' [(m — 2) n 4 (m' — 2)n'], .

SNESI

Va0 = M1 (3m —m/




\
Yo = (% - —i— s
Yog = (' 10} (¢ - v 2 - 2rr' (or +0'r"),
Vose = 120 (Bu—n') 4 rr' (3n? - 4nn' - 3n'2) + 20 (30" 4+ n),
Vopa = (" 10"y (n 4 0")? = 200’ (v —+-n'r'").
2. Haockecmunvie ocobenmvie saemeninivl %oatﬁuu()euum CYymyv miv ea aae-

MEHMbL, KOMOPHas conemanie (%, p) ecmb 0cnosioe couemaiic 04 rancdoil
U3D CONPURACLIOUULCA KOUHUUOCHUL,

Coueranie (z, p) 6yIeTh OCHOBHBING IIS BCHXD KOMHINIGHILL, olpe-
ABIEHHBIXD ypaBHeHisMH (5), ecul mocrb MogcTaHOBEH X =z, P=p oun
CBOZATCA KB ojHOMY. Ho mojicTanoBEa JaeTsh

RN ‘ AT
1 Zk%k U+ 2(p, p) o Z]LT!;L U.=0,

()F ()1 1
Y ’ .’ _l. 2 y y - " " ~ i et O
m' E o, U -F2(p, p).m EkT“k U ;

0 oF
2 N
k 0wk ()uk

I tarnws 06pasoMb IOCTABICHHOMY JCI0Bio yI0BISTBOPHME

i

19 ecan )
o,

*=1,2,3,9)

I
oF _,

20 eciu — =0,
du,

(k:]12y3a4)

WK
of oF

30 ecan s e E=1,2,3,4 9

3 ou, ‘u()uk : / (12)

Ilepsria ypaBHEHIA IA0TH ILIOCKOCTHEIE 0COGEHHBIE HIEMEHTH KOH-
Herca f=0, upuHajiemanie KoHHeRcy F=0. OHE 00pasyoTh 4eTBEp-
HYH ROMHIHIEHINN.

Broperg 1amoTh MI0CKOCTHEIE 0COOGHHBIE HIEMEHTH RKOoHHeEca F = O -
NpuHalIeRANie KOHHERCY f= O ,—OHH Tawke 00DPASYIOTD UETBEPHYD KO-
HHIATCHIN. '

Haxonews tperpa cmereMa ypasueriif swberb ¢b ypaBHemisMH EOMH-

WHICHILN 1aeTh 10 HCEIOYEHIN 7/, UETHIPE HE3aBHCHMBIXT YPABHEHid, KOTO-
: 18




PoiT OHperbaAnTs TPOfiNYI0 KOMHIIIEHI0 II0CKOCTHEIXD 0COOCHHBIXTG HI6-
MEHTOBD ROMHIUICHILIN. :

JT0 OYAYTD DIAEMEHTH (2par), TIA KOTOPHXD Uzp " U;p KacanTes U u
eCcTh KacareldbHad BL obuiefl Tounb.

XaparTepucTuLy OHpelbInME TAkh e, Rawh 1J4d MHOr000pasig Toueu-
HBIXD 0COOCHHBIX'H DICMEHTOBD.

Haxonens, auneituamvie ocodennvie saenenmot kounyudenyin (1) cymo
ML CA IACMEHINGL, KOMOPLLLD COUCmanie (&, ) ecmb 0CHOBIOE COMEMANIe
das deolinoll wownyudenyiv (6), na womopyio onupaemes Mnow0odpazie  ¢o-
npuRacaomures xounyudenntic (5).

JIA TARUXT 9IeMEHTOBL TPH YpaBHEHiA

of g .- \
B0, Yo e Z@Pﬁzo, (13)

KD KOTOPLING Hpi lojcTanoBEb XN'=wx, U=wu cBojarca ypasuemiz (6),
JIOLKHBL CBOIUTBCA Kb IBYMD, T. €. JOMKHBI CYIIECTBOBATH Takia 2, u, »
UT0 ypaBHEHIe

3

of oF =
A(p, P)+JMZB_];'~PJZ+WZ—®;)_.B”:0 (14)
gt Jjl

BBIIONHACTCA He3aBUCHMO OTh sHaueniii P, m cabjoBaTeibHo, 118 TAKHXD
SIEMEHTOBD HMBeMD mpH HBROTOPBIXT A, @, »:

08
8 i1 opy,

1.90p.p) 9

e =) (1=1,2,3,4) i
2 ()pﬂ ' : (15)

I CrBioBareabHo JOKHD 0GPAMATHCA BB HYIb Beh ouperbinrenn marpims:
af of of of Jf LS
| dp 12 02)13 0])14 dp 34 dIJ?A OI):?'% ‘
0F oF oF oF oF oF |
| op op, op,, 0P, 0P, 0Pag ‘
| |

0@, p) 9(p, p) 0(ps P) 9(p, ) 9(p, P) I, P)
ap, 0pe’ 00 OB LD, OB,

12

|
|

ATO JaeTh UETHIPe HE3aBHCHMBIXE YPABHOHIA, HO, UPUOABIAA KL HEMY
JBa ypaBHeHig (1), moayuaeMb He IIECTh HE3ABHCHMBIXT YPaBHEHil, a To.ab-
KO IATh, IIOTOMY YTO YMHO:Kad IIeCTh ypasHeHill (15) ramioe Ha cooTsbI-
CTBEHHO® P, H CYMMHDYH, IOIYYHMB:

A(p; p)truf—r'v =



==L =

i crb1oBaTeIbHO, €CIM Kb IIeCTH YPaBHEHIAMD (15) 100aBHMT B ypas-
HEHIA (1), 10 M3L NECTH HePBLHIXT OKAKETCS HE3ABHCHMBINT TOIBEO ILATh,
H U3b HUXD JOMKHBL OBITh HCRIOUCHH »/y 1 ¥/,

Tarumsn 061}3301\1’5 CAUHCTTHAMBLIE  0COOCHHBLE DACMEH L xomngud@mqm
(HpOC))lOH) OO])Ct')’Z/}O?Ho UenmeepH o ).OHHMH()EHMUO

Xapakrepuctugn es onperbisrcsa oTo6HO TOMY, Kakb HAXOIUIH Xa-
PAETEPHCTHER TPOIHON KOHHINLIEHIIN, Xord n Hbckoxpko caommbe. Ha sToMs
A y®e He OyAy OCTAHABINBATHCA.

§ Y.

Conpsmennbii KodHekes. OGoGuienie Kondurypauin.

1. Ilojo0H0 coueramin (Touka, TIOCKOCTD), COUCTAHie (Toura, mpaMad,
ILIOCKOCTD) ABIACTCS CaMO ce(h 1BOHCTBEHHBNT,—II0ATOMY MOKHO OBLIO-OHI
ORHAATH, 4TO JIA PABCMaTPUBAGMBIXD KOHHCKCOBD JAOMKEHT CYIECTBOBATH
KOBApIaHTHBIL CONMPSAKCHHBIE KOHHEKCH, KAKDL U ILIA KOHHERCOBD CD 5IEMEH-
TOND (TOUK&, ILIOCKOCT). :

Ha caymows abab okasmBacres ofHAKO, UTO 1M  PasCMATPHBAEMBIXTD
KOHHEKCOBD CONPSIKCHHAT0 KOHHEKca, BOOONIe TOBOPSA, HE CYLIECTBYETE.

Bosbyent Rakoii-HEOY1b 81eMEHTH (2, P, %) KOHHEECA

=1 (1)

Coueranio (p, #) 9TOro HIEMEHTA,— €CAH OHO He OYyIeTh OCHOBHBIME,—
UPUHATIERNTS NoBepXHocTs X . Ha KOTODOfl M JI&RHTH TOUKA @ HICMEHTA.
ITosepxuoCTH A , Inbers B TO‘H{B Z OUperbIeHHYI0 BOOOWIE TOBOPI KACA-

TCIbHYIO mocmcm, YpaBHCHIEC ROTOpOIi

of v

o’r"

Taxuwns 00pasows sxementy (z, p, u) Bb CHIIY KOHHEKCa MOTYHHAETCSI

oupelbiennas, BooOme TOBOPSA, MIOCKOCTH (2), KOODPIHHATH ROTOPOI
of

OV = —. (i=1,2,3,4) 3

i 0.]”. ( )

Toyno rarwe coueramin (x, p) TOro e HICMEHTA IPHHATICKNTH, BO-

00me roBopd, ouperbieHHas nusepmocu {7, 1 ILIOCKOCTD u SIEMEHTA €CTh

O1Ha H3P KACATeJIbHBIXD ILIOCROCTell  orofi moBepxHOocTH. Touka es mpu-

KOCHOBEHIS Kb pr OmpexbauTca ypaBHEHieNMD

Z b oeilt (4)
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M TARIMGE 00pasoMsb sxeMenty (z, p. w) TofTmHAercd jaibe omperbiennasd,
BOOOIIE TOBOPSA, TOUEA, KOTOPOH KOOPAMHATHL ONIPEIBIAITCA MOMOMBIO YPaB-
HeHill xoHHerca (1):

of e
0.y, = % (k=1,2,3,4) (D)
k

JTo cuxnb mopb obpameHie HIeTbh Takb ke, KARh BD TEPHAPHOMDB KOH-
merch 1 BDH KOHHEKCH ¢b 9IeMEHTOMDH (TOUEA, ILIOCKOCTD).

Ho koria BospMeMDb coueramie (z, «) sreMeHTa I GyJIeMT pascMarpr-
BaTh COOTBBTCTBEHHLI KoMILIeKCH F° , KOTOPOMY NPHHALICHKHTH HpaAMad p
aleMeHTa, TO IOIYYnTCS yike HBUTO MHOE.

Royuzexcs P, nwbers fia cpoefi mpsoii p He OTUHD KACATEIBHBII
JTHEf DI KOMIIeRCh, a Oe3UHCICHHOE MHOEECTBO. (00TBBICTBEHHO HTOMY,
@CII ICXOIUTH U3 ypaBHeHis (1), EOTOpoe MOEeTH OHTH 3aMBHEHO JIH0-
OBIN'E ypaBHEHIEMT

f(pw) - -;—fl (xpw).(p, p) =0, (6

ypaBHeHie RacaTeibHAro Kb I KOMILIEKCd H300pasHTCA

O—ZLP%—Q—]”I.(QJ, =0, (7)
ik
TaruMb 00pasoMsb aaeMeHty (x, p, %) IOJUHHACTCI HE IIpAMasd, a IIy-
TeRD JMHEAHLIXD KOMILICECOBD, IOTOMY 4TO IIPH JAQHHBIXE &, P, U MOEKHO
pascyMarpuBarh f; (zpw), KAKL OIHHD IPOH3BOIDHBII HAapaMeTph Bb (7))
IIpu sroMb mpAMAg M TPH TOMD OJHA MOIYIUTCA TOABKO IPH yCIOBIH

of _ 9. D)
0Py s,

2

160 Torga (7) WAwh y&e BuLbInm BoIe TPUHAMAETH BUIb:
(A=) (g, P)r=l.

Tarimwb 00DABOMT adeyenmy (X, P, W) NOOUUHACICA 00K ONPeOIbICH=
AR MPAMAA U NPW MOMB CAMA NPAMAA IAEMEHING, CCAU INEMENNs 0Y0eins
JUHCTUAMO-0C00EHHDLN .

Tarbe Mpl OIyunND UPAMYL (XOTSA I He OAHY, a oo! MPAMBIXD), €CIu
(7) uso0pakaerh ClHelialbHEIl JIHHEHHBI ROMILICKCD,—T. €. eCII HHBA-
piaHTH ero o0pamaeTcs BH HYIb,




e O

o) - ol )
(()p+ e on op @—{—gfl op )_

of of of
= (g Hhipu (i) + (e, o )(0—1)4—2+ﬁ-1)13)+
of of e
—{—(61)—147_7(1-])23)(@%—7[1-1314)"—
(3 &)t Dot 550 D =3(3. L)opirs

ap’ Op op’ op
G35 e L
f; ¢ (p 9 p) S ((% ) @) .

Tarnws 06pasowh EacaTeIbHBHl KOMILIEKCT MOKETh OBITh CHEIialb-
HBIND TOIBEO BD TOMB CIyIah, ecaum IpAMadg p ecTh CHemialbHAS IpIMasd
KoMILIeRca P, H TOTJa BCh KacaTeIbHBIE KOMILIERCH OYAYID CHETiaIbHbIMI.
Mbl HOIYUHME, KaKbh COBOKYIHOCTH HXDH 0CEil IyUYeRs MOPAMBIXD, TPOXO0II-
XD Tepesh TOUKY BCIpbum p m mpamoit ¢, KoTopoil akcialbHbd ROOPIH-

of
HaTBl CYTh =
-pz'k

Uraws: saemenmy (., p, w) nodwmsemen nyuers NPAMUILD, €CcaU P

€Cmy Cheyiaaunas npanas xomnaexca P m. e. ecau saemenims o TR T

o2 2

npunad.aesioums rounyudeniv nepecwuenia (1) konnercors (2m, 2r—2, 2n):

L 2

Kawrn yxe Gbr10 ymoMgEyTo panbe, BL cocraBn  aToil KOIHIIIeHTin
BXOZATD 1 IMHEHYaThie 0COGCHHBIE SIAEMEHTH KONHIULICHIIH.

Bebws mpounws saeMeHTaMDb RONHERCA IPHHALICRUTD He IpaMas I
HEG HYYCKED HPAMBIX'DB, & IIYIERD IHHEfHBIXD KOMILICKCOBD, COTeDPRAIIIXT nps-
MY IEMEHTA M UMBOIUXD 0JHHD 1 TOTL ke mapaMerps.

Taruyps 00pasomdb 118 KOHHEKCOBD €D 3IeMEHTAMI (z, p, u) Earn
Bb TOMB cIyuasb, ecan (8) He BLIIOIHAETCS TORIECTBEHHO, TaKb U Bb TOMD,
KOTI2 (8) BBIIOIHAETCS TOAAECTBEHHO 1A BCARALO DIEMEHTA KOH-
HERCA, He cymecineyents conpassceniian Konnekea, T. €, TAKOTO KOBApiaHTHATO
KOHHEKCA, EOTOpofi OBl COCTOANDL H3DH TAKHXD ke SIEMEHTOBH, RaETD HC-
XOZHBLI, 11 5IeMEHTH KOTOPAI0 HAXOJHINCh Obl, BOOOIIE roBOps, BD 0JHO-
SHQUHOMD 1 0JHOSHATHO-0OPATHMOME COOTBETCTBIN ¢ HIEMEHTAMI HCXOTHALO.

Toxe camoe, oueBugmo, mwbers whero u mo Ty e IPHIAHAMD
AL EORHEKCOBD CDh DICMEHTOMD (%, p) H (p. @), 6CIH O JakKe YCIOBUTHCA
CTaBUTH 1B STHXD THIA KOHHEECOBL BO B3AUMHYID CBS3D,

e

RS TTa




=

2, Taroe oTcyrcTBie COUPIRCHHAIO ROHHCKCA 3aCTABIACTh 0CTAHOBUTLC
Ha NPHTHHAXDH €r0 M IONGITAThCA TAKh UBMBHUTH BBEJICHHBIA ompeilbireHid,
YTOGRL BO3MOAHO OBLIO ITOCTPOCHIC AHAJOTHUHON Teopil.

Odparmycsa pekIe BCero KL OIpelbieHiln KacaTeIbHLIXh JMHEHHHIX'D
KOMILIekCOBD. Heam mpaMyo TpexmbpHaro lpocTpaHcTBa H300pasuMb TOUKOI
sraMbpHATO LI0CKAT0 MHOTO00pasis, aemameii ma kBagparmuroMt M 5 20
KOMILIEKCD HPAMBIXD H300pasurcsa Iepechuemiemt aByXs M ,: 01HOr0, KOTO-
paro ypaBHeHie ecTh ypaBHEHie JAHHAr0 KOMILIeKcA, M IPYroro, YIOMSHY-
TAro BBIIE KBAIpPaTHUYHATO MHOT000pasif.

Mer mwbeyws TakuMb 00pasoMD 3agauy HafiTH EKacarelbHOe ILIOCKOC
M, zas rpexwbpraro e MHOrooOpasia—iepechuenis ypyxn M, :

f(&)=0, (coorBbr. ypaBHeHie EOMILIEECA £( P)=0) (1)
1 : ; s
w(z)=(2, 2)=0 [CO0TB. 5 (P, P) =P, Pgy T P1gP1a T PPy =0]. (2)

Ecan z o3Hauwaerh TOURY IPHEOCHOBEHIA, Z—TOUKy Kacarexbmaro M,
TO JpaBHEHIS MOCIBIHATO OYIYTEH:

Z 8 Z—0, Lo i (3)

. B Do g
? )

)

Bybero sroro pascmarpmBaiors (cp. Koenigs, 1. ¢. cTp. 71 1 ci.), Kakd
RacarelbHOe MHOTO0Opasie, TAKOe, KOTOpOE JERHTDH Takke Ha @ (2) = 0.
IToaroMy IpHNLIOck 0L I OPHHIMATH 32 KacaTeIbHOe MHOT000pasie rakoe M, ,
roropoe ompexbasercs ypasuerisyum (2) u (3), wim e, 4ToObl UMBTH, KAKD
I Bb TEOMETPIM TOYEM H ILIOCKOCTH, CHOBA KACATeIbHOC MHOTOOOpasic
3-xb usmbpenifi, B3aTh, Kawh oro u ybiaerca, miockoe M, , ompexbiennoe
YpaBHEHIAME (3), HO TOL1Q HOJYUALTCA HE 0JHO KACATEIBHOE MHOT0OOpAsie, a
col IX'h,—u00 uepest M, oupepbiennoe ypaBHeHiAME (3), MOKHO IPOBECTH
IIyUeRD MI0CKUXE

0 0w (2) . -
A P y

Wrba 3a co0010 TOCTOMHCTBO 1I€pBEHCTBA HpUMbBHEHid, IHpieMD 3TOTD
He 6orbe ecrecrBenh, ThMh YRA3aHHAS BLINE BO3MOKHOCTh NPUMBHATH He
ypaBHeHiA (2) u (4), a ypaBEeHiZ (2) ¥ (3), 1. e. BubcTo myYka Kaca-
TEIPHHXD KOMILICKCOBD PA3CMATPUBATh KAacATeABHYI0 ROMHIMIEHILIO.

Ilpn onpexbienin aunefiuaTo-0COOGHHBIXD 3IEMEHTOBL—HAMDL I IIPH-
III0CH BOCIT0AB30BATHCA 9THMD HPIeMOME.
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Axg mpuwbmeniii mpejcTaBuah OB OfHAKO HSBBCTHHIA y100CTBA JPY-
rofi IpieMn,——HMEHHO pascMaTpuBarh BH KadecTBB kacarerbiaro M, mven-
HO TO, KOTOpoe ompexbigercd ypaBHeHIAMH (3).

Ipu 9r0NT, EOHEUHO, NPHIeTCS BHIATH H3L TeoMerpin mpamofi L Thc-
HOMT cMpIcah cioBa m mepeiitu 10 u3pbeTHOM CcTeHEeHM BL TeOMETpil0  IH-
HeflHBIXs KOMILICKCOBT. IBficrs., oropacsisag (2) MO OTHONIEHID Kb Z, MH
CUNTAENT /7 He IpAMOI0, A JHHCHHLING ROMIIEKCOMb M CIBIOBATEIRHO
32 ILIOCKOC RacarelbHoe Kb KoMiLaexcy (1) M, epews miockoe M, anneii-
HBIX'h KOMILIEKCORD, ITOMAPHLIXDL JAHHOMY M COIEPKAUUXD IPIMYI0 IIPH-
KOCHOBEHIA.

Toayuennoe miocroe M, IMHCHHBIXT KOMIICKCOBD Mbl HMBeMT TIPaBo
HA3HIBATh KACATEIBHBINT IOTOMY, UTO CGCIH BO3LMEMD HMPAMYL0 2 - dz (Ipei-
[H0I0KeHIe, UT0 2 -+ dz ecTh mpaMasg JaeTt (2, dz)=0) o JI0HYCTAND, UTO
yTa OpAMasg eCTh OJHHDL H3TH CHETialbHBIXh JHHOfIHBIXT KOMILIERCOBT pas-
cMarpuBaeMaro M, . To 0Ha YJOBICTBOPHTH YPABHEHIIO

M. (2, +d2)=0,
2
I Bh cuay f(¢) = 0 ypaBHEHID

> f;i. dz,=df(2)=0,

n crbioBarelbHo, MOLCTAHOBRA 2+ dz BbH YDaBHEHie KOMILICKCA TaeTh pe-
3YABTATH 2-T0 IHMOPSIIKA MAIOCTH, W OGPATHO €CIH IPAMBIA 2 M 2 ——dz mpH-
HALIeKATD ROMILIEKCY, TO TpAMasg 2 - dz TpejcTaBiderTs OJIMHT H3T CIEIi-
AJIBHBIXD JIXHEHHBIXD ROMILICKCOBH pascMarpusaeMaro M. _

3. Ilpuwbuenie BoImETPHBEIEHHBIXTD Ccoo0pakeHili Kb KOHHEKCAMD
“(x, p, w) zacrs BMbBCTO compuracamoniarocd TPHIMHETHATO KOHHCRCA TARYIO
ROH(UTYpATL0

Ef(zpy) o .- , " :
Z ().7'1,0111.;(/]; . e (G =0
b C,, MEeCTh BEIMYHHD, He3aBHCHMBIXD MCELY cofo0 1 ompelbIgonuxs
HEe OPAMYI0, 4 IHHEMHBIT KOMILIERCH.

Mpl npuxoguMb TaRHME 00pasoMD Kb KOHQUTYDPAIidMD, BH KOTOPHIXD
2AEMEHTOND SBAFCTCS Vike He KOMOMHAINisS (TOURa, HpAMad, ILIOCKOCTh), a
coelnHeHie (TOYKa, IMHEHbIT KOMIICECD, ILIOCKOCTD).

Takig KOHQUTYpAIiil MOEKEHO H3YUYaTh CHCTEMATHUECKH, Kakb 3T0 Xb-
JaeTcd 10 OTHONIEHIHD KL ROHHERCAMT DPA3IHUHBIXD THIOBD.

131 obmaro uucaa co!! mMogo0HMXD 9IeMeHTORS 0IHO yPaBHEHIC BHI-
Ab1sgers COBOKYIHOCTh ©o'® XD, KOTOpHIe 00pasyordh, CRAKEMDb, KOHHEKCH
(z, ¢, w), ABa ypaBHEHiT BHIBIAOTH <o, 00PASYOMUXD EOUHIUICHIIO
(%, 6. ) 0 T. I
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Cp arofi Toukn 3pbHiA pasemarpuBaeMeii BB Hacrodgmell crateh kOmH-
HeKCh ABIAETCA KOHHIUIeHIefi ocofeHHATo TuIa,—OHD BRTBIgETCS IBYMA

ypaBHEHIAMU
Fle, ey ==l (6, 6) =0,

I35 KOTOPBIX'E BTOPOE BHIPaHAETD, UTO OEpeM’b HE BCEBO3MOKHEIE JIIHeHHLIe
KOMILIEKCLI, & TOJXbKO CIEMialbHLIC.

Moxuo 3ambruts, yrorpeGidd TEPMHUHOIOLI0 AHAIOTHUHYI Toil, KOTO-
Py UpuMBHIIN BHIIE, YTO 978 ROMHIUZEHIIA HMBETH RamKIL CcHemialb-
HbL JHHEHHBIH ROMIICRCH (RAKIYH HPAMYID) OCHOBHBIMG, 100 BTOPOE YpaB-
HEHIe HMDL BBIIOJHAETCA HE3aBHCHMO OTDL 3HAUCHIE x 1 20.

Mosno pars oupenrbienie 0coOGHHBIXD 9JIeMEHTOBDH, KaRDh KOHHEKCA
f(x, ¢, w)y=0, TarD 5710ii KOMHIUIEHTiN, TPHUEMDH ia mocrbimeii mpu-
JeMb Kb YHOMSAHYTOH BBHIIIE CONpHEAcAINIeica KOMHIMIEHIIH H T. .

He ocrapaBansadgch Ha JarbEBAMNIXD IOIPOOHOCTAXS, 3aMBTUMT TOIBEO,
UTO KOHHEKCBL CD 9JEMEHTOMD (TOUKA, IHHEHBIH KOMILIEKCH, IIOCKOCTH) J0-
IIyCRATD o0palieHie, T. e. UMNBOTH coupdmeHHblil KorHeECE. [biicTBHTEIRIO
RQRIOMY 2JIeMeHTy (¥, ¢, @) Takor0 KOHHEeKca NPHHAILISRHTD, BOOOHIE TO-

= i
BOPA, OIpelbienHasd I0ckoeTh (KacarelbHas kb X )10, = . (=172 3,4},
X
4
ompexbicHHAd TOUKA (TOURA TPHKOCHOBEHIS ILIOCKOCTH o ICMEHTA Cb II0-
of
BepxHOCTRIO U ): 0y, = aﬁ(}’c = 580 4y
i

Hakorews, cocraBigd HoIApy f(x, ¢, #) OTHOCHTEIBLHO KOOPIMHATT
EOMILTEKCA, TOXYIHMD:
A
de,, ¢
EOTOpOE [ JAHHBIXD & W w H300pamaers 1iockoe M, muHEHHBIXT KoM-
IICKCOBD, COJCpHAIlee KOMILIERCh NPHROCHOBEHiA ¢ n ofrajgaomiee ThHMTD
CBOMCTBOMD, 40 KOMILIEECH ¢—— dc, GeskoHeUHO OaHBKifl Kb ¢ I eMy IIpH-
Halremanlii, oOpamaers, ypasHeHie KOHHeKca (A JaHHBIXD &, ) BL 0es-
KOHGUHO Mauylo 2-T0 JOpA1ka OTH. dc,. OT0 eCTb KacareibHoe miockoe A
IHHEHBIXT KOMIIekcoBD. OHO omperbiasdeTs OAUHD COBEPIIEHHO OHperh-
JeHHBLA TAHEHBIT KOMILICKCH, Cb KOTOPHIML BCB €ro KOMIIEKCH HAXOLATC
BDb MHBOIIIIM, UMEHHO KOMIIERCT K, KOTOPAro KOOPAUHATHI CYTh:

ok, k) of
e
gt gl

Takums 00pasoMs sXeMeHTy (x, ¢, u) NOJIHHAETC AAEMEHTT TOTO Ke
s (y, k, v).

I S

e -

bt o ol I ———
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CoBOKYIHOCTh BCHXD 8MeMEHTOBD (y, A, v), COOTBBICTBYOMUXT BehNb
AIeMEHTAMD KOHHeRca f(x, ¢, w) =0, ompexbigers, cabrosareisno, HOBBL
KOHHERCD F'(y, k, v)=0 T0r0 ®e THIA, ROTOPSIT H GYIETH conpancenuviis
MEePBOMY.

(B43b HXD B3aUMHAL,—MOKHO II0Ka3aTh, UTO €CIM JIA KOHHEKCA
Py, k, v)=0 OyleNb HCKATh COUDPAKEHHDIT, TO MOIYUHMD MCXOIHEI
KOHHGECD [(x, ¢, u) =0 KOHHEKCH> CONPANCCHNBITL COMPANCEHHOMY CCMD
UCTOOMBIL KOWHEKCD.

Taruynn 00pasoMb, UTO KacaeTcd Teopin CONPSKEHHAr0 KOHHEKCA I
CBASAHHDIX'P CDL HEMD CBOGIICTBDL, YKasaHHBIE BB 9TOMT §-5 0000MIEHHLIE
KOHHEKCH gBIgeTca 6oabe OIM3KUMB aHAJIOTOMT TEPHAPHALO KOHHEKCA M
ROHHERCA C'b HIEMEHTOMD (TOYKA, ILIOCKOCTH), YBMT KOHHEKCH CB ACMEHTOMD
(TouRa, mpAMad, IIOCKOCTH).

Hamporuss srorh mocabimifi KOHHEECD HpeicTaBideTdb OOJIBIIYH) aHA-
I0TiI0 BL TOMD, U4TO KacaeTcd TIABHOM KOMHIMIEHIIN 1 CBA3AHHOH Cb HEo
HHTCTPANIOHHON 3a1auil.



[3BARYEHIE H3D MPOTOKOM0BD SACHIAHIM.

Jacwoanie 15 pespaas 1902 wia.

1. Hpounrama rexerpayMya IL. A. Axipeesa ¢b BLpakeHieMD Oaaro-
AapHocTH OOMECTRY 3a MO3TPABICHIA M0 ToBoAY 30-rbrig yuenodl xhareapHoCTH.

2. Hpounramsr micekMa apod. Zaremba m mpod. Korn'a cb Bhipame-
Hiears 6.1aroJapHOCTH 3a U30paHie Bh WIEHB-KOPPeCHOHIeHTH (0mecrsa.

3. A. M. Janynosn u B. A. Creiops nperioknin Bh wiensl 06-
mectBa npodeccopa Tyayscwaro Yumpepentera H. Cosserat; pbmemo Impo-
H3BecTH OALIOTHPOBRY BL cxbayonienMs sachiamii.

4. B. 1. Aaexcwescriii cpbraxn coouenie; ,0 PuManHOBOI PyHRIIN
§ ©b TpeMd apryMenTaMi‘.

5. M. A. Tuxomandpuuriii orp mvmenn 1. A. Ipase cxbrarn cood-
menie: ,,0 giayMerpax’h KPUBHIXDL 3-T0 Iopajka’.

3acwdanie 5 anpwias 1902 wda.

1. IlpounTamo IHCHMO OTH HETOPHKO-(PII0IOTHUECEAT0 OOUIECTBA IPH
XapbEOBCKOMD YHHBepeHTeTs ¢b BhlpameHieMDb 01aToJlapHOCTH 33 I1031paB-
aemis, npumecennsist Maremarnueckuys OOHECTBOMD BDL JIeHb IBAIHaTH-
ugrmabria HCTopHRO—(I)H.Io.xomqecnard Oomecrsa.

2. Ilo mpegJomeHin pacnopainTelbHaro Kouurera eIHHOLTIACHO BbI-
OpaHbl BL MoueTHble wIleHsl OOuiecrsa: akajeMurns A. A. Mapross, 1po-
(eccopn  Daerrporexumueckaro Iuernryra K. A. Ilocce m  mpodeccops
Vuusepcnrera cB. Baaumipa B. II. Epuanoss.

3. IIo upertomenio A. M. Jamynosa un B. A. Cresiosa BD WICHBI-
ROppeciorienTsl  OGmecTsa ¢ UHOTIACHO BHOpams lipodeccops RieBckaro
Ilommrexamyeckaro Hueturyra A. II. RoTeabHuross.

4. M. A. Twwomandpuyriie orn mvenn 1. 1. Mopayxafi-Borroseroro
c¢1brain coodmienie: ,00b HHBApIQHTHBIXDL Hpe0o0Pas0BAHIANTD YIbTPADIIA-
IITHYECKUXD HHTETPAIOBS ™ '
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TOIMYHOE COBPAHIE OBIIECTBA
1 oxmaopa 1902 woa.

1. Joxokerd U YIBEPELCHD TOTHYHBI orTIeTs o rbareapmoctn  O6-
niecTBa 3a merernri 1901—1902 agk. ToIb.

2. Ilpoumssegens BHIOOPD UJICHOBD pPACIOPALUTEIBHATO KOMUTETA HA
1902—1903 akaj. Tofm; H3OpaHs: Iperchrarerent upod. B. A. CTEKIOBD,
toBapuiann npejchrareas: mpod. J. O. Crpyse m mp. gom B. II. Axer-
cbesckiil, cerperapems mp. mom. A. II. IlmeGopckiii.

3. ExumormacHo Gesb GanloTHPOBKE H30PamD B HOUCTHEIE UICHEH
Odmecra mpod. M. A. Tuxomamgprngii.

4. Tocramosreno npocuts A. II. ITmeGopckaro pascMoTpbTh CTAThIO,
IPACIAHHYH RAIHTAaHOMD PporoBrMTb w3t Omerm m jarh o Heli OT3HBE.

Sacnoanie 18 oxmadpa 1902 woq.

1. IIpexchaTers JIOIOKHIDL, UTO UMD LOAYUCHO IHCBMO OTH M. A.
TuxoMaHAPHIKATO ¢ BHPUKCHIEND OJAr0IapHOCTH 3a n30pamie BL I0ueT-
Hble WICHE O0uecrsa.

2. B. A. Cwmexaoss ors umern B. 1I, Epmakosa crbiaxs cooduemie:
»Bapiamionsoe neumererie BL maaokenin Beiiepurrpacca®.

3. M. H. Jawmunexiii crbrars cooduiemHie: ,0 IHEIMIECRHXT KpH-
BHIXD 3-T0 HOpsIRa‘“.

4. B. 4. Cmexaoss cxbrarn coodmenie: ,HBROTOPHIA mpmIokeHis
OCHOBHOIT TeopeMpl Memyapa: Probleme de refroidissement d'une barre
hétérogene®.

Sacndanie 3 dexalps 1902 woa,

1. IIpexchbrarens zomommas o moxyTeRHBIXG OOMECTBOMD KHHTAXD.

2. B. A. Cmexaoss cabiars coobmenie: Kb Teopin Tpmromomerpn-
YECRUXD PATOBH®.

8. M. H. Jdaymuncriii cxbrars coobmenie: ,0 IepBHXT HHTErpa-
JaXb CHCTEMD JIHHENHBIXT IU(epeHIiarbHbXs yPaBHemHI .

4. B. L. Aaxercrescxiii cxbrars coobmenie ,0 Pumammosofi yEEmin 3
§ IBYXD apryMeHTOBD®,
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Sacwdanie 7 espann 1903 1wda.

1. Ipeichiaredb 10I0KILTH 0 MOIYICHHBIXD BL IApb KHATAXb.

2. 1. 1. Quropa crbiars coodmenie: ,Pororpaduueckis m3cIbI0BaHIT
KOMeTH 1902 r.%,

3. 1. I. Cuxopa cybraxs coodmenie: ,0 chpepHons cignin ma Mypyams©.

4. B. A. COmexraoss cibrarn coodmenie: ,00D OIHOMD 3aMbuaTensb-
HOMB pPaBeHCTBH®.

5. M. H. Jwymuncxiii c1brars coodmenie: ,0000meHie Te0PEMEL
Malus'a®“. :

6. Bs wumcao uwremon Od0mectBa 6e3b U30paHiA I[PHHATD HPOP.
J. M. CHHIOBS.

Sacwoanie 18 anpiwas 1903 wda,

1. IIpezchiarels I0I0KNIL O MOIYYCHHLIND B Japh KHATAXD.

2. B. 4. Omeraoss cibiars coodmenie: ,Jb Teopin TPHTOHOMETPI-
JeCKUXD PAIOBD .

3. H. H. Caxmwiross crbiars cooduenie: ,,005 HHTETPHPOBAHIL IH(-
depeHIia bHFIXD YpaBHeHiil BB TaCTHRX'D MPOM3BOHBIXD I KAHOHMICCKEXD .

Sacwoanie 27 anpwaa 1902 1wda.

1. M. H. Jdaymuncriii cybiars coobmerie: ,00b opHoll rpymub
npeodpasoBaHiil npocTpaHeTBa®.

2. A. M. Cunyoss crbiaas cooduiesie ,00b 0COOHXD HIeMEHTAXD
KOHHEECA .

3. H. H. Caxmuwioss crbiarn coodmesnie ,00b mHTErpataxs Anfde-
PEeHIIAIbHBIXE VDPaBHEHI .

4. B. 4. Cmenaoss cibiars cooduienie ,,0 pasiokemin TaHHON QyHE-
i Bb pATh 00 QyHEIIAMD Yedsmiesa®.

TOINMYHOE COBPAHIE OBHIECTBA
12 ormaiopa 1903 woa.

1. Ilpexchbiatesp HATOMHEID O CMEpTH IloueTHaro uieHa Odmecrsa
npop. H. B. Byraesa u ibiicrBureipnaro wiena mnpusarb-fomerTa M. II.
Rocaua 1 mpeLIomirs HOUTHTH MaMATh HXDH BCTaBAHIEMb.

2. JoroweHs H yIBepkIeHD O0TUeTh 0 JHATEIBHOCTH H COCTOSHIN
OdmecTBa 3a mpeasiayilii 190%/3 arajl. ToLb.
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3. B. A. Cremiosp UpeiIORHITL BL [HOVETHEHE UICHEH Odniecrsa,
ara1eMukoBL Poincaré, Picard'a u Appell's, KEOTOpLIC H30PAHBI eIHHOLIACHO
par acclamation.

4. HpousBegens BHOOPL qIEHOBS PACHOPAIUTEIBHATO KOMHTET2 HA,
1903/4 agal. roib. Wsopansr: npexchiarerens upog. B. A. Crerross, To-
Bapuuayn npefcbhgaread mpod. A. II. Ppysunness w upusars-ioments
B. II. Axercbescriii u CeREpeTapeMD  HpmBath-1onents A. II. Ilmedopekriii.

Sacnoanic 24 oxmadpa 1903 0.

1. B. A. Creraoss OpeiIomLrs B WIEHB-EOppecionenTsr Oonectsa
upod. Hadamard (Ilapuws) m mpod. Hurwilz (opuxt). Ilocranonieno
OQIIOTHPOBATL HXD B GYAVILEMD 3achiamil. 3

2. Beabgersie mpochGr Baammiiperaro oGieersa mogureesi ECTeCTBO-
BHAHIA 0 BBHICBLALD usnamiii MareMarmueckaro O0nIecTBa HOCTAHOBICHO BHI-
CBLIATH TAaROBLLI, HaumHAsA ¢h VIII Tova.

3. B. A. Cmewxaoss o1p uvenn B, 11. FEpmarosa cubaars coobuemie:
»Hb  Bompocy o0h HHETETpPHDPOBAHIN OOMKHOBEHHEXT T e peHIiarIbHLIX D
YPaBHEHIAXT 1-r0 mopamra’. :

4. B. II. Aaexewescriii cxbrars coodiemie: LoaNbIRa 0 (PyHEILiAXT
Kinkelin’a“, ;

5. B. A. Cmexaoss cxbiars  cooduemic: » HBROTODPEIA  IpumIO#keHis
OTHOM (DOPMYJIBL CYMMHPOBAHIL®.

acwoanie 31 oxmaipa 1903 woa.

L. HpexcbraTeas JI0I0EHIT MHCHMA  AKALCMHKOBT Poincaré, Picard’a
u Appell’s ¢n Bupameniens OJATOTAPHOCTH 3a M30PAHie HXD BDL IIOUCTHHIE
qaeHs O01ecTsa.

2. Ilpexchparens coodmmis o mpejcTogmess 2 HOA0PA  YecTBOBAHIN
TpuAnaTmIbris  yuenoif yharessmocrn  1pod. XappRoBcEaro Ymupepentera
M. C. JpuroBa. TloCTamOBICHO ITPOCHTH T. npepchrarexs npusbrerBoBaTh
00mIApa 0Th mienn (OGIIeCTRA.

3. EAHHOrIacHO H30pambl BT WICHL-ROPPECHOHIeRTH OGmecTsa 1pod.
Hurwitz (Ilopuxs) n Hadamard (Iapmss).

4. A. 1. I'pysunuess npouens mexporors M. II. Kocawa.

5. B.II. Aaexewescriii cxbrars coodnrenie: » WD TEOPIH TAMMOMOPPHEIXT
(PyHEIIT“,

6. B. 4. Cmexaoss cabraxs coodurenie: »00D  0IHONT 0COGEHHOMT
CBOICTBS paAjoBD, Hanmboabe uacto Berpbuammuxes Bh amarmshe.
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3acwoanie 28 woadps 1903 woa.

1. Ipeacbrarens T0I0RILIDL ILHCHMA mpod. Hurwitz’a 1 Hadamard'a
Chb BBIPAKCHIEMT OJarojapHocTH 3a msdpamie BB wiensl OGIIecTBa.

DM A

Tuxomandpuyriic  goroxnrs cratsio B. I Epmarosa:

»O mepioanuecknxs yHEMIAXT®.
3. B. A. Cmexaoss cybiarn coodmemie: 0 BBEOTOPEXT MOIMHOMAXT,
BXOJAINXT B (DOPMYIBL CyMMHpOBaHig Diitepa u Bymrs.
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