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REMARQUES RELATIVES AUX FORMULES
SOMMATOIRES D’EULER ET DE BOOL

PAR
W. Stekloff.

L. On sait beaucoup de démonstrations simples de la formule
sommatoire d’'Euler. Néanmoins je me permets de publier quelques
remarques relatives & cette formule, ainsi qu’ & la formule analogue de
M. Bool, qui me semblent non dénuées d'intérét au point de vue didac-
tique.

Je vais attirer l'attention sur ce fait qu'on peut déduire les formu-
les en question, ainsi qu'étudier les propriétés fondamentales des polyno-
mes qui s’y rattachent, par un procédé uniforme et tros élégant, en par-
tant d'une formule élémentaire, qu'on peut considérer en méme temps
comme une formule sommatoire générale contenant comme des cas tres
particuliers celles d’Euler et de Bool.

R. Soient f(z) et g(x) deux fonctions de la variable réelle = admet-
tant les dérivées de n premiers ordres dans un intervalle quelconque
(a,.b). ‘

Désignons par g®(—z) la dérivée d'ordre % de g(z), olt I'on rem-
place z par —x.

Faisant dans l'identité

Y i 5 = D A d : : 5
g e P gle b g sl Ol C ot )
successivement k= 1, 2,3,...,n et additionnant, on trouve
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f(”)(\;l') g~ ZI‘} s ]((J.‘) g(il)( 5() ie _[;_T z ﬂk—rl)(x) g(n— fr)(_ )
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d’oli, en intégrant entre les limites @ et b, on tire, aprés une reéduction
simple,

f®) 57 (=) — fl) g (— ) =

b n
— | @)~y do— Y [9(0) g0 (—a)— = (B g5 (—-a)] 4
=2
b
—= ( O (x) g(— z)dz. (1)

C'est la formule de Kronecker. - i
3. Posons b=a -+ h, et

On aura

R n—rk =
g(n—lc) (_ Q,) ey Lhﬂzl—?k qj(n—lf) (g) < T ey :

1’égalité (1) devient
fla—+h) p=1(1) — fla) p*=V(0) =

a-t+

A oo

o

+ ) (DB [0 (B R (1)~ ) g0B(0)] +
k=2

1

Sl Yfm)(af —h2) g(z)dz, (2)

lO}
car
a-++h x
~

j 12 (z) (f( i )d%_kjf(”)(a,-}-hz)gﬁ(\z')dz.

a ) 0
Remplacant dans (2) @ par a -+ jh, j étant un entier, faisant en-

suite successivement j=0,1, 2,...,m et additionnant les résultats, on
trouve, apres des réductions simples,




== ilas—

: [9=D(1) — g~ D(0)] Y, fla 4 j) =

1\ C J : z—a-—jh
] ()
JZJ f) g ( - )dx+

a+jh

2L Z (— 1)k b -1 [f(k—l)(b) @@=k () — f‘(]c—})((L) (p(”‘k)(l)] s (3)

‘ E=1
) (= DU fglen (1) — =B ()] Y (a4 )+
=2 j=0
1 m—1
hirl 1)»-4117,1@5(,0@ Z £ (a + jh -1 he)de.
j=0

0

C’est la formule sommatoire générale, analogue & celle de M. Kro-
pecker: 1).

4. Considérons le cas le plus simple, ot ¢(2) est un polynome de
degré n.

I1 est évident que la formule (3) se réduira & celle d'Euler, si
nous déterminerons le polynome ¢(z2) a l'aide des conditions

pOB() = gr=D0). =23, (1)

La formule (3) se réduira & celle de Bool, si nous supposons que
le polynome @(2) satisfasse aux conditions

(p(”_"')(\’l) e ¢(Jz—7~‘)(()) =0 (k=1 assl ohin) (5)

A

Nous considérons, dans ce qui va suivre, ces deux cas les plus
intéressants, sans traiter la question générale.

5. Supposons d’abord que ¢@(z) satisfasse aux conditions (4).

Posons, pour simplifier I’écriture,

¢(0)y=24_, U=t =— A, (F=0,1,2,.00,n—1) (6)

1) Comparer L. Kronecker: ..Vorlesungen iber die Theorie der einfachen und der
vielfachen Imtegrale®. Leipzig. 1894, p. 148.




= 130 -

On a
m-B()—A Lz A S 4 L gk = B 4y (1)
MRUEee Cn e T e e (k—1)! kU
(k=0,1,2/ ..., %)
En posant z=—1, on trouve, en vertu de (4),
AI.'—Q ' | Al Ao = 8
—1+T+..'T(k_1ﬁ+7ﬁ_ U ()

k=2,8,.,1)

Ces n— 1 équations déterminent successivement les rapports

A
J. (=1 , Ln=1)
Les coefficients 4, et A restent indéterminés.
Nous posons, pour plus de simplicite,
A;:O, 4:40=1. (9)
Nous obtiendrons ainsi le polynome
4, o An_a_L i .
et R S m—1 sn—2 & &4
el n' + (n-—l)?—!_ m—2)1 s e i n—12{10)
A, étant des constantes, définies par les équations (8), ou il faut

poser 4,=1.

En prennant pour n les valeurs entieres & partir de n=2,3,...,
nous obtiendrons une suite de polynomes de degré 2, 3, ... qu'on appelle
polynomes de Bernoulls.

6. Désignons maintenant le polynome de Bernoulli de degré = par
9,(2).

En tenant compte de (10) et (4), on trouve immeédiatement

9. (O =10(1)=—0. : (1D

Posons dans 1'équation

(n—k) A’f 1
P, (1—7) A_Zli i

Ay 2 1 ‘k‘-~1 i1 ¢ ]___)( )_l_ (— 1) 5
e e e S

+ 2

et dans (7) £=2,
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On aura
g n—-=2 n— ] N —
»; GO = Ay ted + 57, GO0 —)=d,— gD + I,
| d’ott . A5
}1 9 2@ — gl P (1 —a) =24, + gr-D(1)].
Or, T'équation (7) donne, pour k=1, g1,
gy =a L1, (12)
On a done, en vertu de (8) (pour %= 205
A+ (1) =24, + 1=0, (13)
¢'est-a-dire
90N — gt—2(1 —2)=0.
On tire de la, en intégrant,
¢®=3(5) L =¥ (1 — 2) = Const. — 24,
() — gl 9 (1 — ) = 24,2 Const. — 24,2,
d’ou I'on conclut, en posant ¢ =1,
A3 =)=
Par conséquent,
gEN == lelb 5y PR = 8 e
Supposons que cette égalité soit exacte pour une valeur quelconque
paire de k; montrons qu'elle le sera aussi pour E+1 et k2.
De l'égalité (14) on tire, en intéerant,
PN F (1ol N — =2,
QD(" —i—2) ( )T (__ 1)7-[-1 go(n L—Q)(l 2) _— 2Ak+]
Il s’ensuit que
| Ak—i-l =)
4
‘ Or I'équation (14) est exacte pour 7.-_—_2, elle reste donc exacte
‘ pour toutes les valeurs de l’indice k=2, 3, 4 G
|
!
:
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On a en méme temps
=0 pour A impair. (15)
Posant k==, on trouve
¢, &)+ (—1)>"e, 1—2)=0,

d'ott 'on conclut que
1 ! :
e = pour 7 impair.

7. Remplacons maintenant dans (3) ¢ par P,
On a

1 G

Xj i gpg’l’)( ) h*\yi‘(i)(h, b=a-+mh,

i=0aljh :

car dans le cas considérs

Z—d —h
G e e s i
goﬂ ( h ) 1 .

et la formule (3) devient, en vertu de (4), (6), (12) et (13),
m b
Y fa+ Jh)——j fla) da 4 3 [F®) + Fla)] -

=0 -

- Y B A [ — D ()] 4
k=2

1 m—1
—(—1)n-1hr V (2) Z @ (@ —+jh 4 hz)dz,
0
ol nous avons supprimé, eu égard & (15), le facteur (— 1)* dans la somme
] te) 7}
du second membre.
Cest la formule d’Euler sous sa forme usuelle.
8. Pour achever l'é¢tude, il ne reste qu'a réduire 1'expression
1 m

R, =(— 1) 75 9,() ), Foa b (- 2)] de,

§=0
b 3




— 143 ~—

aux formes usuelles, dues par Poisson, Ostrogradsky (Malmsten), Jacobi,

‘ Schltmilch ete. :

Je renverrai, pour la démonstration, & 1'Ouvrage de M. A. Markoff:
,Calcul des différences finies* (St. Pétersbourg, Partie 1I, 1891, p.p.
25—27) et aux Mémoires connus de M. Imchenetsky (Annales de 1'Uni-
versité de Kasan, 1870) et de M. Sonin (Annales de I'Ecole Normale,
3 seérie, T. VI, 1889), ou le lecteur trouvera la solution compléte et la
plus élegante du probleme en question.

9. Passons maintenant & l'étude des polynomes veérifiant les con-
ditions (5).

: Je désignerai des & présent un tel polynome par @(z) et je poserai

. w=0(0) = e (F=1,2,...,n) (16)
’ na
() (,/u) — C"—] _l_ ~2 C]‘"‘z + + k=1 m__01%+2k & (] 7)
NI S s k1

@’ou, en vérifiant les conditions (5), on tire

e = c ;
20k+‘#+“;f2+---+m—[—ﬁ*:o- (18) <

(k=1 000 s Ty

On obtient ainsi le systtme de # équations linéaires qui permettent
de calculer successivement les rapports des constantes C’k(kzl, P i
4 la constante C, qui reste indéterminée.

Posant, pour plus de simplicité, C, =1, nous obtiendrons le polynome
w(2) de degré =, complétement déterminé et satisfaisant aux conditions (OF

Faisant successivement » = 1 » 2, 3, ..., Nous construirons une suite
de polynomus de degré 1,2,3,..., que nous désignerons, d’une manitre
générale, par wAd) (m=1,2.3, ..

B Cos L p2 G2 =L |- g1 ~*—q Pl (19)
p Hle i el e m—1D1 ' nl”
Cuk=1,2,...,n) 6tant des constantes completement déterminées par

les équations (18), ou il faut poser C,=1.

10. Posons dans I'équation [voir les nolations (16) et les équa-
tions (5)]
— R
G G s e &
i e x+€2 l —__.'_:_(_1()L—I’3A—IL1*___(_1)7c__

| ‘ 11 9] STy k!
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et dams (17) k=2 il viendra
2 £ e
by Gy
e C 52
__Q/)n (1—3‘)—02 le——z!’

d’ou l'on tire
$=e) — Pl (1 —2) =20,
Posant 2=—1, on.irouve, en tenant comple de (5),
A
De T'égalité précédente on tire, en intégrant,

2p=—{onsl.—" .

e ey 2
wm=4(z) — p"=9(1 —2) = Const. =2 C,.,
d’ott I'on conclut, en posant z=1,

L =0,
O o doue

p-Hg =D Tl — g =0 pour k=2, 3,4. (20)

En répétant les raisonnements du no 6, on s'assure aisément que

cette 6galité a lieu pour toutes les valeurs de £=2,3,...,%.
Tl est évident aussi qu’elle reste vraie et pour k=1.
On a en méme temps
L =0 pour £ pair. (21)

11. Posons dans (20) k=mn; on trouve

B 17"y (1 —2) =0,

d’ott I'on conclut que

1 . : 2
v, (2):0 si » est impair.

Si » est pair, on aura, eu égard & (21),

O (J'n_Q . C o

Sy, T I S 1
g =r-to A

= m—1)1 "




= dd —
d'oli, en tenant compte de (3), on tire
Ol ==mp (1)e=10 pour » pair. (22)

12. L'égalité (19) donne

5 . O C ~h—1
e = L e e N
e wa T T e e s e

On a donc toujours, quel que soit l'indice 7,
v D=wn, (2. (23)

Soit 7 un nombre pair, soit «, le nombre de racines de p, (2) &
I'intérieur de I'intervalle (0, 1).
Le nombre de racines de #/ (2) sera au moins égal & a,—-1; cel-
! e 3 Aoal 2 ar .
les de w, (¢) 'au moins égal & a, [en vertu de (22)].
Or, on a, en tenant compte de (23),

v, @=p _  (@=n, (2, (24)

d’ott l'on conclut que

I
i

497 S. Gp—2 é Uy—2 é G
Mais . =0 car

¥ gle =l
wE(S) = (—2——_) :

Il g’ensuit que le polynome @ (2) me change pas son signe dans
Vintervalle (0, 1), si n est un nombre pair.

Supposons maintenant que » soit impair. :

L'égalité (23) montre que ¢/(2) ne change pas son signe dans
Pintervalle (0, 1).

I s'ensuit que le polynome p (2) wadmet qu'une seule racine réelle
a Vintériewr de Uintervalle (0, 1), si n est impair.

13. Posons n=2m. L'égalité (23) donne, si I'on y remplace n par
2m -1,
1
, = P =
¢2’71+1 (‘1) o w?m—l—l (O) S 202;12+! == y)Etu (5) dﬁ. (2;»))
0
On voit que le signe de w, (2) est contraire a celui de la con-

1
stante C,, ..




Sl

D’autre part, on a, eu égard & (24) et (22),

1

1
J me (2’) me—Z (Z) d‘g — j ?/):Em (3) w;m (2) d:, S
0

()
I

e J [, ()P dz < 0.

0

Il sensuit que w, (2) et Pom_o(2) ont des signes contraires dans
I'intervalle (0, 1).

Il en est de méme, par conséquent, des constantes G Cory
Unit — ———}; < 0. On a donc
(___ 1)m C-2m+l =) ; (25;)

En remarquant quen vertu de (25)

1

Sﬂ(_l)m—‘l w,?m (Z) CZZ == (—_ 1)m 202)»1—]—1 > 0 7

on trouve
1"ty (2= 0 poutl < 2 1. (25,)

Telles sont les propriétés fondamentales des polynomes w,_ (2)
(n=1,2,...). analogues, comme l'on voit, & ceux de Bernoulli.

14. Si nous remplagons maintenant dans ( 3) la fonction ¢ par
»,(2), nous obtiendrons la formule sommatoire de Boole 1)

m b
Z f((t —:—Jh) = Tllj f(z) dx +
J=0 =

,]_ Z (_l)khk—,l [ﬂk«-l) (b) _:_ f(k—l)(a)] Ck =y Z (___ 1)1: Ji—1 Ck Z fkk—l)(a+j]%)+
k=1 J=0

( =1
m—1

| 1
| - —=(—1)=1jn (gpn (2) Z (e -jh + he) de. (26)
'-)I j:()

0

| 1) Nous posons, comme dans le n° 7. b=a 4+ mh.
10
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Posons, pour plus de simplicité, m = 1; il viendra

ath 7
| feyae= Y RO @I+ @
[ k=1 ;
G D L V w_ ()" (a - h2)dz. £27)

Soit # un nombre pair (n=2k). On a

1

B, = W* S Fe (a - hz) v, (2)de.

Remarquant que w,, () ne change pas son signe dans l'intervalle
q que »,, g€ I £
(0, 1), on trouve, en tenant compte de (23), (16) et (5],

I

R, = W fC¥ (a—+hd) g Wy (2) d2

%
0

— 9RH FOB (a - 19) C

2417

ol % < I
On aura de méme dans le cas général, ou m est un entier quel-
conque [formule (26)],

1 b1
L b S P (2) Z £@ (a—jh + ha) de =
0 j=0

- om—1

gk Cz;.-+1 Z e (@ + gh + hd) ,
7=0

d’ou, en désignant par g un nombre, compris entre le minimum et le
maximum de f@(x) dans U'intervalle de @ & b, on trouve

I

= dmuh? C,

2 21"

Tl est aisé de trouver dautres expressions du reste de la formule
(26), analogues & celles dans la formule d’Euler, mais nous n'insistons
pas sur ce point.
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15. Revenons aux polynomes # (#) et aux nombres C,.

Remarquons tout d’abord que le caleul successif des nombres C, , &
I'aide des équations fondamentales (18), ne présente pas des grandes
difficultés.

On trouve, par exemple,

1 1 1
S il
(28)
17 94 o aang 5461
i L S~

Ces constantes étant connues, on obtient les expressions suivantes
pour 8 premiers de polynomes # (2):

26—1 1
V’;(z): 9 7 w2(5)=ﬁ(22_—z)7

1
w,(2) = 1 (1—62%4 427%),

1 ;
¢4 < 25(2—223—{—54),
¢%@)==§15(~—14—5f-—5z4+-2&), (28,)

- ' -
P (2) = a(—S: + 523-—3251-28),

p,(2) = a(l? — 8422 702t — 2828 1-827),
D%

pe(2) = % (172-—2823 4 1425 — 427 - 25).
16. Appliquons maintenant la formule de Taylor & la fonction

s (L

On {rouve, en tenant compte de (16) et (5),

7 (l—l—?)—~0—70"’_1—720"_2—— o i
Do e i e WSS e o gl
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d’ott Lon tire, eu égard a (19),
w49 +p,@O=2,
(283)
PR 1+ 2) :
p0+5F v, 0 +a=2 02 ’

Ces égalités donnent

¢ 2
wn(‘g + 5) — 2.1)” 5) — m [(1 + 3)71 e s ~n] ,

e
G+ —p,C+ )= B+ —@+2],

. : 2 : :
B, @&+ — v, (%~ 2+ = [+~ — G+ =2,

1

d'ou

s=j
. 2
8=}

Supposons d’'abord que # S0it pair:

= 2n n=1,2,8, ...

et posons 2=0.
On trouve, en se rappelant que , (0)=0,

om.!

—_2_ Yo (QJ) ==

St 12::: ST O?m + 3-2:1: s 29;71 ﬁ]# 5‘2)11 g 42m + o + (2,] ek 1‘)'}»1___(2]'__2)'2;“ : (1(3))
Les polynomes #, (#) fournissent donc un moyen de sommation des
sommes algébriques de la forme

1‘21n ot Oi).m el 3‘2m e 22/;& i 5'1;11 Gk _l'lm ahIs S, (2/ i 1)2;11 iy (2,} {32 2)21;1 :




On a, par exemple, en vertu de (28)),

B—01L3— 90 L L1 (G — 2=,
P08 p- 38— 20| 4 (9 — 1)t — (9 — D)t =) — P |81,
10— 0850 —98f ., 4 (Z— 1) —(F—2)—
= 32" — 48+ 20/5—3j,
18— 08| 88981 (91— (9—2)
= 17j— 112j8 - 22455 — 25657 - 128;¢.
Posons, pour exemple, dans la dernitre de ces égalités, j = 10.

On frouve aisément

18—0%--38 — 98158 48 1 = k0P A RE— JOS0T 08I0

|
17. Transformons maintenant 1'égalité (#) de la manitre suivante:

Im !

5 wgm(gj) — l‘Em + Q‘ZJn_{_ 3'2m _{_ 4?»@ J\__ o + (ZJ AT 2)2»: __I_ (2']_ 1)2#1 i

A2 FeC) [22»7& + 421}1 _L_ 62;)1 + s _I_ (QJ e 2)‘2m] Bt
= 12m + 92m + 32m + vy _:_ (2,]’_ I)Qm O
— 921 [12111 + 92 + 32m + Hv e _: (] ey 1)2:11] !

Soient p et ¢ deux nombres entiers quelconques.
On sait que

fEtdeae PR anet o (g <l —1jle {g),

¢,(g) désignant, comme précédemment, le polynome de Bernoulli de dégré p.
Moyennant cette égalité, on trouve

wElu(QD P w?nz—}-l(zj) e ‘7”2,,,_{_1(]') b

1o [

I'égalité ayant lieu quel que soit le nombre entier j.
On en déduit 'identité suivante

1 . = :
5' anz(QZ) e »¢2m-{—1(22) sl 5021114,—1 (3) 2 O’)

ayant lieu pour toutes les valeurs de la variable z et pour toutes les
valeurs de Vindice m=1,"2, '3

P
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De cette identité on tire immédiatement les relations suivantes entre
les nombres G, , et 4, , coefficients des polynomes de Bernoulli:

C

2m—1

=21 —22") 4, (d)

Désignant par B, les-nombres de Bernoulli et en se rappelant que

S (_ 1)1)1 = Bm
2m!’
on trouve
(_ 1)m 2 (22m_ 1)
OEm——l = Qm y ‘Bm 9 (dl )
ou encore
O (__ l)m
om—1 22)7z—l (2’"@ i 1)1 m’
ol

22»1(22;9: AL 1)

_ =1.2.8:.0)
m I m

sont des nombres entiers, qui se rencontrent dang le développement bien
connu
.TZm -1

i l
‘[ang(v—l)lly ] )31_¢— _{— m]W

18. Posons maintenant dans («)

w=2m—1, = —
On trouve

2 ———1
(m ) [lp’nl l("'j) :Zm-l]:

|

2l gl lopgtaal om0 Loy et (00 opmel
De cette égaﬁté générale on tire, en égard & (28))),

1 —043—244-—-3+...+@—1) —(@—2 —j,

13— 03485 —28 4L 43— 33 L (95— 18— (2 —2P8=43—3,

S PL AF b s R L P i aas
— 5" — 20/ | 163,
aATE e e e S e e e e |

— 6457 — 112j8 + 7054 — 21/2.
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Posons, par exemple, dans la 3-"° de ces équations j=10.
On ftrouve aisément

15— (5 L 3095 55 45.L . L 108185 — 1400500.

19. De I'égalité (d) on tire, en répétant les raisonnements du n® 17,

[l/)')m 1("“") 2m l] q))m( 22“'@2"1(3).
On peut donc écrire, eu égard & (y),

il
5[0, — Cl=9,,020— g, (). ©

Cette égalité a heu toujours, quel que soit le nombre entier », car
C, =0 pour » pair.

20. Les formules (26) et (27) ont une grande analogie avec la for-
mule classique d’Buler (Mac-Laurin) et peuvent avoir, comme celle-ci,
des diverses applications intéressantes dont jindiquerai quelques-unes
dans ce qui va suivre.

Posons dans (26)

flwr) = am=1 | a=0, h=1, b=n—1,

m et n étant des nombres entiers.
Remarquant que

fE-Ng)=m—1)(m—2).....(m—Ek-+1)zm",
1l (AP =sle,, (@),

951, (1) étant le polynome de Bernoulli, et que C, =0, si kestun nom
bre pair, on peut écrire

(=1
ey R e oo
(m—1)! g (n) -

m—1
-— Z Cm—1)(m—2)..... m—Ek+Dm—1y*—2C (m—1)1 4+

h=l, %

+ 2(m— 1)! Z C, P p @) + 2 C u(m—1)!=
k=2 e

= (m— 1! {u i (m — A)! Gt Z Lo (’n)}

k=%




|
=g
Par suite,
(n e 1)m m Ck : 1)
) — e i ni—k ) ) a
L= = ) e e ooy e
k=1 k=2
ol I'on a posé S |
2z —1
go] (Z) Seie e 9 %
Or on a, eu égard aux propriétés des polynomes 1w, (2) et des
nombres € , :
0 O C };7)1
) 1 I z _._.O.__JW,EZ___”};QZQ_._.____[_‘* m—1 _|
ull2) g 91 e A m
d'ot T'on tire, en posant 2 —mn—1,
— (}Z R 1>m \ C‘If m—k
) = T Z (m— k)! il
k=1 ]
Par conséquent, |
|
m !
|
9o =1,00+2 ¥ Co, .. (1) «
E==0,
ou |
i E
Pu) +2 Y G,y () =0, 3
k=1 ‘
j |
puisque 20, = — 1. |
|
Il en résulte l'identité suivante (
n ‘
?/)m(z) —{_ 2 Z qujn—k-H (2) =0’ ‘

=1

ayant lieu pour toutes les valeurs de la variable z.

On trouve donc les relations suivantes entre les polynomes p,,(2)
et les polynomes ¢ (z) de Bernoulli:

wm (2) —[— 201 gpm (:) + 203@?“2—2(\‘2) —i_ 20{) @"1_4(5) + s + Qcmgﬁl (2) =0 2



— e

81 est impair,
wm (Z) + 2(jl qlm (2) T‘ 203 q‘/m—i (,2’) JT 205 (p);z—4(~2) + an sl + 2 q}t—l (pi’. (5) =t 2

8i m est pair.

Remplacons dans (¢) 22 par z, » par m. On aura
Ly =g, @—2+g (2 1le
9 /'m S —gom-é-l #) v @m-{—l - 9 —m?

\

d'ot I'on tire, eu égard aux égalités précédentes, les formules suivantes
concernant la theorie des polynomes de Bernoualli:

q)m—]—l (5) =

X

1 ; |
B 9m—+1 [(pm-H (Q)J‘_ C71 P (Z)+ Cd Yo (5) J e + qn_gqg(z) + sz]"

o
q)m—]—l Tz) o
1

= ?—‘l—_] [(p711+1 (2') _\— Crl ([‘m ('5) —l— C’J q}m—E(-z:) + g .+‘ an-3 §04 (‘;) + Cm. —1 qu('g)] 2

si m est impair, et

si m est pair.
Ces ¢quations expriment le théortme de la division par deux de
l'argument des polynomes de Bernoulli.

Si l'on pose 2=1 dans la premitre de ces équations, on trouve,
en outre, eu égard a (d,),

1 Gt R s
= 5 2k e d g
%"(5)_2‘71“ — - Dsaristi b
21. Considérons maintenant la formule simple (27).
Posons

in

: 1 1
fa = Z ((m Eakw VilrLokar 1)P) :

k=0

m etant un entier, p un nombre positif quelconque.




— 154 —

1o ) =
1 1 A
QIV)p+S (J "[“2IL+ l)p—rb) :
|

1)#5—1)2(@_

On a

={(—APplp+1) ..

._4

£9a + 1) (@) =
1
=(—1¢pp-t+t)....(p+—s5s—1) [ap«l-s e 2(7)’l—L—I)]P+’] :
a1 m
Hiriue 1 1 =
j fie 1— Z (a2k-L1p—  [a+2(+ D]}
1 i 5 1
ol @l R L
Remplacant. dans (27) % par 1, = par 2n, on trouve, apres des
réductions simples
m 1 5 1 S
5 ( CEEPTE = S TR )
=0
Ll i -
=2 gt [a—+2(m—1)]p!
=gl 1 o
R (aP [a—+2(m—+ 1)
ey (1—~p)p(p+ D 1
((¢P+" [a—+ 2 (m—1)]#+2
i 1 o
ety [a+2(m-L1)]pt20=D] |
(29)

(p-+2n—3)
(LP+2 (n—1)

Sl e
P

2 —- 2

+ Rzn &l

1

ot I'on a posé
B0 e 20 1) S w, (@) pla+2)dz,
0
( L m / 1 i 1
e = Z (((le—;a T okt (at et 2kt Lypre

k=0



== 00—
Comme
plat+2)>0 pour a >0, Do
on en conclut que

1
PO+ B < ewm
Par suite (p > 1),

(p—)plp11). .. (p2n-—1]

Qe 2h+-1 i %

| Ban| <

L'égalité (29) fournit un moyen simple de calculer les séries de la
forme

m

i 1
Z((“+ 2+ 1 [at2(k+ 1)17')’

k=0

si le nombre @ est plus grand que lunite.
22. Posons, par exemple,
=100 = p=25, B

La formule (29) donne, en vertu de (28),

49

5= 3 (ror oo =

=g

15 3 b.l2d
=108 25400 251004 T L
ol
28
‘szl = 1018
Or
__115 = 0,0000000046875
Setae T :
e 00000
S5 7w = 0,0000000000000248 ,
1 5 s
= 0,000000000093750 ,

22100




=—lhb ~=

dou
S = 0,0000000045937748 ,
le résultat avec 16 décimales exact.
Posant dans (29) m=oco, nous obtiendrons la formule commode
pour calculer la somme de la série infinie

S l 1
;SP_Z((CL-%—QZ'—‘—UP_ [a+2(7¥+1)]p).

=0
En l'appliquant au cas de

a=100, n— 5 B9
on trouve
flons bt 2.5 s 14
9.8 QW 10T 108 T

g e
=

= 0,0000000051000264000 ,

le résultat avec 19 décimales exact.

On pourrait, sans doute, déduire les mémes résultats en partant de
la formule sommatoire d’Euler, mais par un procédé¢ moins direct et un
peu plus compliqué.

23. Faisons maintenant dans (27)
=1 J —iloom(x\
e 3 'l)_ d$ o )7

(o g L et e | om 1)t
2 (@ 4+ D | (L om) et

e =

Vi

m et 2 étant des entiers.
On a

= (a 4 1) 4 f%1 (a) = % logu(a—+1)u(a).

Or,
[a -2 (m + 1)]fe-+20nt00

i

iy

log u(a — 1) u(a)=log

:gl—

0°

ol I'on a posé

Uy

=[e4+2m -+ log[a—-2(m+ 1],

§,=akloga.



=457 =
On a donc
fED (@ 1) + A0 (@) = — 50,
Désignons maintenant par

lu07 4“17 ‘uga 71“37

une suite des polynomes en 4, définis par les relations suivantes
#=1,
=21+ @G@A—1)p,,
g—ah—1) L T

;= A—1)(A—2) 4+ (A —8) u,,

g =—=2A—1)(A—2) ... A—s+ 1)+ (A—5)u

g
On trouve, pour k<2,

§P=2(1—1)(1—2)...A—k+1)[a--2(n-H1)P—*log [a 42 (n -+ 1)] 4

-+, la 20— P, (30)

8 =20 DH—2)... (0 =F-L-1ae Clavetu rﬁ\—."' < {80y}

d’ott :
g =2llog [a+2(m -+ 1)] -+ h—1>

g =12llogay_,.
Par suite,

0 7 1

St — (— 1)1 (s— 1)1 !

& C LR g e
. 1
B = oy DI (32)

(6=1.2,3,...)

Remarquons enfin que

a1
T d w(a—1) : :
o 7 — " =) o g3 0 A A
j - log w(x) dx = log Dre o 2logy, (o, 90) -+ & ~—&.s




el
ol I'on a posé
v, (@, m)=

1 —
w(@)

ae* (o 2)(“”‘?‘ .o (@a+2m) (a2

e _ L 33
(a—1)@+D (g |- 3) @3k (a—+ 2m - 1) (@t2mt0h ey
24. Supposons d'abord que 2 soit pair:
=9,
Remplacons dans (27) » par 2n et posons
2n =121} 2s.
On trouve
210g7j)\(a3 m’) S (S-l =z §0) T 01(5:,1 et §;) e

— (5B — @) — ... — o (§0-1 — £0-1) — OH_I (§PFD — g0ty =

— O, G — ) — O, (P — A0 L R

ou
1
dhr2+ Jogu(a —+ 2)
k= (?/)):{-25 5 doh Tt e

|
(%

0

1

S 1 1
e g ¥ypas (2) Z ( G-z F g R 1)‘-’8'*“) o,
y k=0

0

Posons :
e a) =

1
1

= 90 1
e s Vial®) ), ((@ Fo 2kt (ote okt 1)2-s+') oy e
-

k=0

o [a -2 (m - 1)] =

1

e

= i 1
Al \ wk—l—?s(;) o (((L—:—Z + 2k)*+! ~(a—[rz—{—‘z]'ﬂ — 1)‘33'*‘1) dz, (35) :
o k=m--1

i i Bl s Nl i ( | () — wfy 1
(i)s(,(lr) =S r]bo_l_ Oggtjg)'l_ i + O)\_1§E)/‘ Y _:_ C E(/.-rl) +

0

| L G P P, (30



= B =

On aura
B = o0Mw) —oWo-2(m 1)
et
2log v, (@, m)= @,(a)—§ —C, & — G g —
S Sl C’ ]S(],—])_ O'/-i-‘ é:\;}\—{—l) ik £ C; o 1~(H—<Js )i
—oP[a + 2 (m-1)], (37)

d’ol Ion tire encore, en remplacant s par s 41,

2logv, (@, m) =@, (@) —§, — C’l L g
gn i ok =1 __ el (0 +2s—1)
= (}’)\‘]g(l ) C}._Hg(l/—l— ) : Chws— (J-+-25—1)
= Sl Q‘S'j_l [a -2 (m 4 1)].

Ces égalités fournissent la relation suivante
(4 (@) =@, (a) + Ef_\‘_] [+ 2(m-+1)]—
—pNfa42(m + DI+ C o, el
ayant lieu quels que soient les nombres s et m.

Supposons que m croisse indéfiniment et passons @ la limite.
On trouve, en tenant compte de (31) et (35),

111119(70 [a-+2(m+ 1)] =1lim oM [a@ - 2(171—1—1)]_0

m—=co

lim §0+241 =0,

M=CC

Qs (@) =Q,(@).

¢’est-a-dire

Il s’ensuit que l'expression @, (a) ne dépend pas de l'indice s, mais
elle dépend, évidemment, de 2 et de @, ce que nous exprimerons par
cette notation nouvelle

Q, (@) =g, (a). '

25. Cela posé, tlansfmmons les seconds membres des équations
(36) et (37).
Les égalités (30,) donnent

! / it —1) —
g0T01§0+03§5)3)+" J—O g()\ V=

=[a+ C2ar-1 - C A2 — 1) (A —2) a3+ . 4-C, 1Majlocra~rp,(a>,




==l =
ou l'on a posé, pour simplifier 1'écriture,
(@) = Cp '+ Cp, @b+ ... 4 Gy 5% (38)
Or,
ah 4 C 2=+ A0 — 1) (A—D A3+ .. O Ala=ilp (a).
On a done
S Bey =0 s O B0y (a] lbea +p,(@).

D’autre part, en vertu de (32),

C/ "U-H) -+ C §0 3) _]_ Jm CH-’S—‘ *g/-i—’? 1t
1 1 G
:).! [O)\_{_] 6 l (J/\+q ..4.—_{— v e I —{—78 l:u(s _1)]Y 79__1j|

On trouve donc, en tenant compte de (36),

1 . : Al
0, (@) =, (@) log a — T, (@) +

1 2 2 3
(. +~r~(]- -+ ... +’s 26 —1}]!

it a _' alg

i

|
T

So(a). (39)

C

™o

(039

26. La série

Q0 1 :
2((@ "37')'*“? (R ]

étant convergente pour toutes les valeurs positives de «, on trouve Iex-

- e
pression de ﬁpgh)(a) sous la forme de la série aussi convergente:
2L

Wia) = ul® (a) + ul) (a) S ) e

N

D

ot I'on a posé [voir Pégalité (34)],

T
i (@) =

i 1
= \ 2 ‘j) (7' L o 174_ 9511 dz.
k425N ‘ (‘(l Lo 7]\) 25-L1 (“_}_ j] e 1) 25}



et § )
Si 'on pose s=0, on aura
1 : 1
1% (@) = p, (a)loga + P (a) 4+

ol ul e} o o Ealfilg L e (40)

W

1
- it 1
(k) _ — oo : : = .
uy (@) jﬂwh( ) (aT 2k a+4e+42k41 )dz
(5} %
(B==0, 71, 2 4

Il est aisé d’évaluer chacune de ces quadratures, mais ici nous
n'ingistons pas sur ce point.

La formule (40) est analogue & celle de Goudermann dans la théorie
de la fonction I'(z) et définit une fonction ¢, (a), continue pour toutes
les valeurs positives de la variable a.

On pourrait, moyennant la formule (40), étendre la notion de la
fonction q./‘(a) aux valeurs complexes de @, mais je me bornerai, dans
ce qui va suivre, au cas de a réel et posifif.

27. La formule (39) correspond & la série de Stirling et fournit un
moyen simple de calcul numérique de la fonction ¢, (@) pour les valeurs
de a plus grandes que l'unité.

Ferivons (39) sous la forme suivante

Al
4y (x) = A;\(\x) o OH_; o 45

2! [2(s—1)]!A!
T Gy e Tk G, o5 T‘E— oM (z) =
7 2 : [2(s—1)]1 4!
== A}\ (fl;) + ‘Ok+1 _x_ + C}\_*_:} ;1:3 ‘I‘ & —E“G;‘—}—Qs—] ‘———:EQST— —i—~
sl 2!

e .
T G pon T S 92%)—1 (@),

ol
4= dly UG g

\‘Og\) ( .27) ==

1 w

z
=i

=25l - (2) Z - — - | d
: et (@-tz4-2k)F (w4 2-12k4 1)‘38+1J
= k=0 =

0

1L




1 @0
5 1 it

= | 5 2k =
=—[26+ 1)]j ?/)}‘4_95_,_2(5) Z [(95—1—552/1‘)25’*‘3 (z——2-2kF1)B+ dz.

0 = =
; 4 M
Supposons que - -+ s soit pair.
On trouve, eu égard & (25,) et (25,),

0;‘+-23~1 = 0 W 195 () <0 pour Oi g il

C}\—Hs%l Tl ¢7\+es+2(5) =40 Pt O 2 .

a

A

Si nous supposons que 5

——5 soit “impair, nous aurons

C’;_Jrgs_rl e Py 10:(8) >0,
OIS0 =t ]
Cpaeps =0 By a0 <0
Par conséquent,
6. 0. oW
si ;i+s est pair,

O}‘+zs+1 >0, 094’_1 (L) =0,

- Csepi=0s 0P (B < 0,
si ;—'—}—s est impair.

Cyoa <0, 0¥, (@®)>0,

/

On trouve donc, dans le premier cas,

75 212! [2(s—1)]! 4!
@ (z) > A;\(’”) -+ O}\—[—l = =+ O}\-{—B TR Ak rainr C)\Jr«?s—l 2251 :
: Al
0,0 <A@+ 6,2+
: a2kl [2(s—1)]1 4! 2s! 2!
g2 O,_Fg 73 + e _]l_ O}\-{—Qs—l p2s—1 —}- 42541 [‘g‘jﬁ




Al [2(s —1)]! 4!
q, () <A (39) i ,+1 ey O‘,\J,-Zs—-d 2T )
' 2(s— 1)]! A!
G @S AW G h g (BE DL (2l
dans le second cas.
Il en résulte 'égalité suivante
Al
q (I)—A ('1) , l”l +
2Ll [2(s— 1)]! A! 28l Al
| 2
= CH_:; g R e O)\+2.9—1 ERE T R ra JA2s1 sl
ayant lieu toujours, quels que soient les nombres 2 et s.
On peut donc poser approximativement
¢, @)=A4lyp, (z) logz —p, (x) -
2! 214! [3—1)]l
+ q\‘{"l —‘Q;—' —{— 1+3 3 + g P_L- OO/""DS 1 281 R s

avec une erreur dont la valeur numérique sera plus petite que

))_ sl 2l
| Chtooa| S

Si l'on pose, pour exemple,

e )
0n aury
45(10) = 29,(10) Log 10 |- p, (10) +

+203%+20 i

g 105+2

107 +2 ] 109

avec une erreur moindre que

£ — |

10.—1

| Foir < 0,000000000032.

Y © est un nombre

positif plus petit que 1'unité.

2slA!
OS—I—I 9

(391)

(892)
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Disposant le calcul dans les tableaux suivants:

Q?pé(lO) log10 = 207,28265 83694 636. ..

20,~ = 0,00833 33333 383... ,
20, %: 0,00000 02023 809... ,
8! :
20, s, = 0,00000 00003 459... ,
907,24000 19055 267
}92(10):-—
21 : :
90, - = —0,0000L 66666 6G6. .. ,
2, 2L — —0,00000 00061 507...
107

— 5,00001 66728 174...

on trouve
qg(lO)_—_ 202 24097 h232T o

le résultat avec 10 décimales exact.

28. Nous trouverons encore les valeurs approchées de

q,(10), q,(10)

qui nous seront nécessaires plus loin.
La formule (39,) donne

1,(10) = 41, (10) log 10 -+, (10) +-

2141 4141 |, 6141

- 510+C 108 5 105 ! Cy o

avec une erreur moindre que

”)__ y de ‘1
[613{ 101t

< 0,000000000039.

8141
137700




s R
On trouve, en vertu de (19), (38), (28) et (28;),

23

tly, ()= —2"-2, p @) =—"+-

2

car, dans le cas considéré (n® 23),

a0 D g ) 0

On a done-

419,(10)log10 = 18443,70659 48823 0592. ..

p,(10) = — 48916666 66666 6666. . .

~ D’autre part,

L 214!
C, ~—"" = 0,00002 02380 9523... ,

7109

614!
€y, g7 = 0,00000 00074 7835...

+0,00002 02455 7358. ..
4!
G, 5= —001

4141
Cy—gv = —0,00000 02460 3174...

418!
s 77 = — 0,00000 00004 2432...

— 0,01000 02464 5606. ..

Par conséquent,

g,(10) = 17954, 52994 82147 5678...

le résultat avec 10 décimales exact.:

29. Appliquons enfin T'égalité (39,) au cas de




= b=

On trouve l

6! 216! 416!

avec une erreur moindre que .

60 =]l %—' < 0,000000023 .
On a
Gl (e) — aPe—per = hph . B
1) = G 2* + Gy, 4= Gz,
gl (voir Bt 23
Bt T g

Par conséquent,
6!9,(10)10g10 = 108 — 3.105--5.108 —3.10 =

=1623253,41300 8012, ..,

St o
T AL

=]

P,(10) = — 5. 10+

= — 46960,16666 6666. ..

D’autre part,

6' -
» 7?:0,03035 R
216!
C’9 T 0.00006° 1507, .. .
St
CllW:O’OOOOO 0747 NS

On trouve donc

4,(10) = 1576293,27663 7728...

le résultat avee 7 décimales exact.




i

30. Revenons maintenant & la formule (37).
On trouve, en vertu de (30) et (31),

g] _ll_- Olg'[l + Cgé(lg) _ll_ el < J|_ C)\-lé(l)\—]) =
=y [a+2 (m -+ 1)]log [a + 2 (m + D]—+p, [a -2 (m—1)],
()ng(l'f&') 3 07«+3§(1)“+3) o O)\+2s—1§(1}‘+28_1) =5

1 2! [BG=—11}!

b =20 G T T G G P

Par suite,

2 : :
— 102 e, L) =
g !104\_, v, (a,m)

L

S % q, (a)—w, [a--20n + 1)]log[a+ 2(m + D] —

1 1
S R | s SR e e
),!Pk[“ F 2 D] 0, TR S

S e Dy [26—D1!
Mg fam+ P M2s=1 Tqol 9(m + 1)1
—%9&“ [a@ + 2(m—-1)]. (41)

Cette formule permet de calculer le logarithme du rapport

s (a + 2)‘““))‘ (e 2m)(“+9‘””7‘
(@-L D@+ (gL gyetsit |, (@t 2m 4 1yetint”

v (a, M
pour les valeurs données de 2 et de a, avec une approximation qui sera
d’autant plus grande que m sera plus considérable.

31. Considérons le cas particulier de ¢ =2.
Transformons d’abord I'expression de v, (2, m).
On trouve

gahgah 9 (m |- 1)]2Nent0h —

= [21+2?\+37\+,,,+(-xaz+1))\ 11k 92k gsh (m - 1)(m+]);'\]2)\ =

= [2)\! Ppp10n42) 1h 227\ : 337‘- o (m + 1)(m+1)?\]2l

}.

O s S Bt b £
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ot
gotthig, a1k g2k g8k (o o 1)mbURRRH

1k, g2k gk (2m - 3)entl

2 (2, m) =

d’ott I'on tire, en remplacant m -2 par z,

221—%1;‘1%\;‘_](9‘;)[11)\_227\_ ek o (z—1) —1)‘/.]2H—1
106 G el (p— 1)Fe- 1

sl —F)=

ou il faut poser
WO i Dl=15

afin que la formule soit vraie pour 2=0.

Nous obtenons ainsi une suite de fonctions 'v}\(X: G Lot )
intimément liées avec les fonctions, auxquelles M. Beaupain !) a donné le
nom des fonctions d'ordre supérieur de Kinkelin.

Ces fonctions se trouvent aussi en relations simples avec les fonc-
tions, étudides par M. Alexéievsky dans sa These: ,Sur les fonctions
analogues & la fonction I'(x)“ 2).

La fonction

Pk ophemalie i y@nlk
représente une généralisation naturelle de la fonction
Bl =128 {1}

pour z entier.
Nous poserons

L=t 3 (e

1) S. Beaupain: ,.Sur les fonctions d'ovdre supérieur de Kinkelin®. Mémoires,
publiés par I'Académie des Sciences de Belgique, 1902.

Compar. aussi Glaischer: ,Products and series involving prime numbers only“.
The Quarterly Journal, 1895 et 1896. (La plupart des Mémoires de M. Glaischer ne
faisant partie de Bibliothéque de I'Université de Kharkow, je ne puis les eciter que
suivant l'analyse, faite par M. Beaupain dans 1'Avant-propos a son Mémoire. Voir aussi
.,Bulletin des Sciences mathématiques®, 1899).

2) W. Alexéievsky: ,.Surles fonctions analogues ala fonetion I'(a). Communi-
cations de la Société Mathématique de Kharkow, 2-¢ série, T. I, 1839.

Compar. aussi Barnes: ,The Theory of the G Function®. Quarterly Journal of
Mathematics, T. XXXIL.

Idem: ,,The Theory of the Double Gamma Fonetion®. Philosophical Transactions
of the R. 8. L. Series A, Vol. 196, 1901.
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On en voit que
I'(@)=I,@).

Cela posé, on peutl écrire

2 :‘—I—lp ,b)—{*l [1, ( )]2,_1_1

1}.,‘(2 b= 2) e IT}\ (2'%,)

(4)

Posant 2=0, on frouve
2D [, (@)
R

1 1 dy
— T 1 — ©—1 e
(9'"6) QY( 4 Vo

Q¢

V,(2,  —2)=

— w0 ’r)——

Lol

B désignant lintégrale eulérienne de premitre espece.
On voit que la fonction v, (2, #— 2) représente une généralisation

. 1
de la fonction B (3, x)
: . 1 : ;
Je désignerai B 9 x) simplement par @, (x) et, par analogie,
@1(2, x—2) par &, (x).
32. Remplacons maintenant dans le second membre de I'équation

(41) @ par 2, m—2 par z.
1l viendra

2 loe, (0) = 1,4, (2) — i, (20) og2e — 3, p, (%) —

1 G, G o5 (2(e==1J]1 =
SEe G YR AT e e
o j oV (2). (42)

On peut écrh‘je aussi, en tenant compte de (39),
2log#, (¥) =g, (2) — g, (2%). . (43) |

Nous avons supposé jusqu'a présent que « soit un entier; mais la
série (40) définit la fonction g, (@) pour toutes les valeurs de @, fraction-
naires ou incommensurables. ‘




S e

L’équation (43) permet donc d'étendre la notion de la fonction
8, (xz) a toutes les valeurs réelles et positives de z, ou méme aux va-
leurs complexes de », mais je me bornerai, comme dans le n® 26, au
cas de x réel et positif.

On voit de ce qui préctde que la formule (27) permet de construire
les points principaux de la théorie des fonctions ﬁ;\ S

: s 1 :
analogues & la fonction primitive B(Q., ac) —

Remarquons que la théorie de ces fonctions peut étre déduite de
celle de fonctions 5 (#), comme le montre la relation (4), mais nous preé-
férons a dessein une méthode directe et plus simple; en désirant attirer
Vattention aux applications directes de la formule (27), des polynomes

w,(2) et des nombres C .

Quant aux fonc’[]ons F (z), ces propriétés fondamentales résulteront
presque immédiatement de nos recherches sur la théorie des fonctions
8, (x), comme nous le démontrerons & la fin de ce travail.

33. La formule (42), ayant lieu quel que soit le nombre #, fournit
un moyen commode de calcul approché de log B, (z) pour  assez grand.

La constante ¢,(2), qui figure dans la formule (42), jouit par rap-
port a la fonction log ,(z) la meéme role que log2z relativement &
log I'(z), ou, plus généralement, que les constantes log s, introduites
par M. Beaupain, par rapport aux transcendantes de Kinkelin.

Le calcul numérique de log 8, (x) exige tout-d'abord le calcul des
constantes ¢, (2)(A=2, 4,...) avec une approximation suffisante.

On pomralm pour cela, employer la formule (39,) en y posant =2,
mais cette manitre du calcul n'est pas assez exacte.

L’égalité (43) fournit un moyen plus commode.

Le calcul de log 8, (x) pour x un entier ne surpassant pas, par
exemple, 5 ne présente pas des grandes difficultés; il en est de méme du
calcul de q,(2x) pour x> 5, comme nous l'avons déja vuaux n-% 27—30.

Sachant les valeurs de log#, (x) et _q}\(Q;v)., ainsi calculées, nous
obtiendrons

0,(2) = 2oz 8, () -1, (20). (49

Posons, par exemple,

) Nous avons supposé jusqu'a présent que % soit pair. mais cette restriction
n'a rien d’essentiel.




On a

d’ot
log8,(5) =264 log2 — 135 1og3 — 25 log5 — 49 log7.
Or,
264 log 2 == 182,99085 56678 25... ,
135 log 3 — 148,31265 89701 94. ..
95 log 2 — 40,23594 78108 52...

=
N
(o

pp T = 95,34959 73037105 .
Par conséquent,
21og 8,(5) =—- 201.81469 68338 64...
D’autre part (n® 27),
q,(10) = 202,24097 52327. ..
On trouve done, eu égard & (44),
4,(2) = 0,42627 83988. ..,
le résultat avec 10 décimales exact.
34. Posons encore

= i

)

On trouve

log8,(5) — 1412 log2 — 11907 log 3 — 625 log5 — 2401 log 7,

14112°log 2 — 9781 69301 20619 4820. . -
11907 dog =808 1 L1652 L1711 81gd .

625 log5 = 1005,39869 52713 1273...
9401 log 71— 4672,13026 18818 0724. ..

d’ol

2l0g3,(5) = — 17955,02494 45247 0753. ..

(45)

eSS

O cmma
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D’autre part (voir n® 28),

g,(10) = 17954,52994 82147 5678. ..

On a done, eu égard a (44),

q,(2) = — 0.49499 63099 50... , (46)

le résultat avec 10 décimales exact.

35. Calculons encore g, (2).
On trouve, en posant A==6, r=>5,

log 8, (5) = 841344 log2 — 1016955 log 3 — 25.5% log5 —49.7¢ log 7,
841344 log 2 — 583175,22148 1026. ..
1016 955 log 3 — 1117239,26001 2377... ,
95.5¢ log 5 — 925147,46738 1783... ,
49.7¢ log 7— 228934,38312 6208... ,
d’oll
5 log g, (3) = — 1576291,77807 8684. ..

D’autre part (voir n? 29),

g,(10) = 1576293,27663 7728...

On a donc, en vertu de (44),
q,(2)=1,49855 9044... , (47)

le résultat avec 7 décimales exact.
Si nous introduisons, au lieu de g,(2), la constante

1
log o = o 9,(2) ,

nous obtiendrons
log w; = 0,01179 9677... , (48)
avec 9 figures exactes.

36. Posons, en général,

‘ 1l




o B3

Nous verrons plus loin que les constantes ey . ainsi définies, coin-
cident avec celles de M. Beaupain (voir n° 33).
On trouve, en tenant compte de (39,),

: Al 1
log oy — gir— ©.(2) 1082 S s

Saindl Gt w2t G AR ()

begietin ] e gRREed CBE et e L e

avec une erreur moindre que

CHARRTT R ey :
&b TS TR (50)

En se rappelant que les polynomes ,(2) satisfont & l'équation
(voir n® 16)

e e g S et

wk(1+a)+%()—2),,

ol abiiens, cpourie— 1.
0D =1,
car
»,(1)=0 pour A pair.
L’égalité (49) se réduit &

2 IOQ 2 | 13;.\(2)
ol LRk} 5

logo, =

ol G i Go il Coes D)
Coppe g o b 9w R e O

et fournit un moyen fort simple de calcul des constantes logw, avec trois
ou quatre décimales exactes pour

A=2,4, 6, 8.
On trouve, en eae’r eu égard 4 (50),
@ < 0,000067... ,  s{) <0,000018... , ;|

6® < 0,000014... ,. &b < 0,000009. .




37. Appliquons la formule (51) aucalcul de log ewg.
On trouve

Loz, — 210g2 Py - mt o S el STEDNG0T
B aene i i Bil oAl 5l 802k B11 28 131

Or, dans le cas considéré,
P () = C, ¢, 7"+ Cytt, @ + Gyt 2* + Gt
ol (voir n® 23)

=1, =140, p, = 5944, = 69264,

70
On a donc
P (2)=— 64 -+ 194,6666666. .. — 198,1333333 -+ 58,4071428 =
= —9.0595238. ..
et
Ps(2)
et 779Q
=11 OOLETT290.
D'autre part,
2log 2
e 0,0027129 3
81

= AGa3E0n . oo

511.4.5!

2.812073

311.95.191 = 0,0000853. .. .

41815462

m: 0,0000209 .

Par suite,
logwg =—20,1793... ,

le résuliat avec 4 décimales exact.
38. Introduisons maintenant les constantes

T5), (h=0;%.5)

en posant

logz, =q, (2)— oMl 1) log oy .




et
La formule (42) donne
2 log.«?) @)+ 2! p, (23) log 22 + P, (2z) =

Al sEe o

—logm, — O, 5o — ... — 0y, G — o)(22),

e 1 9g

d’olu

[Es—D]IAL

py (=) (21

C } . (2%) 0} +1 5 + +C/ Sy (1(9/\) (22)

m =g2(@)e" (2 )

Cette égalité a lieu, quel que soit le nombre z.
Supposons que 2 croisse indéfiniment et passons a la limite.
On trouve

; 2z 0 (2
7T, —hmﬂ()(x)e ) e

rT=Cc0o

[2(s=D)1!

e
v (»C +]2m+"'+0/‘+23—1 eaP—1 —1.

lime

L=CD
Si xz est un entier, on aura
= < N 21 (2
22)\ 22)\ 44}-. 441\ 3 (2%, S 2)(2,;_2)/‘ (ZJ % 2‘)(29;_2))\ (2%‘),' .‘J)‘( ) vp)‘(Zz‘)
. — lim - €
1 e 11I\ 83)\ 331\ = 5/ 5 (21; e, 3)(2;;_3))\ (21. 1)(>z—l (2I 1‘)(21_1)/\

i

la formule représentant une géncéralisation de celle de Wallis.
En posant A=0 et en remarquant que

p,(x)=1, py(x)=0, al=1 pour 4 =1j,
on trouve, en effet,

oz 0044 - —T !
e e T e

L’égalité (52) définit une suite infinie de nombres

J JT

0,.712, 4"""‘7[1;""

quon peut considérer comme les nombres caractéristiques pour les fonc-
tions ,6‘.,‘(35) =020 4 -

(52)

[
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Voici les valeurs approchées des logarithmes de quatre premiers
d’entre eux:
log 7, = 0,55158 27052... ,

log 7, = — 0,49499 63099. .
log w, — 1,49855 90... ,

39. Les valeurs des constantes

logz, = 1, (2) (h=0,24,..)

étant trouvées, la formule (42) permettra de calculer log#, (x)(4=0, 2, 4,...)
pour x assez grand; le calcul sera d’autant plus simple et Iappr omnatloﬂ
d’autant plus grande que z sera plus considérable.

Posons, pour exemple,

A== &= 100,

On a
: 92% 44% 667 .. 1931047 {91067 :
Sloes, (100)—2log "= o = g,(2) — ,(200)
e g ps 7 L ionieel dager s Lo “

ou, eu égard & (42) et (45),
2log3,(100) = 0,4262783988 . . . — 29,(200) log 200 —

2 . 213l
3300 5 900"

== (200) = (.

11 suffit de s’arréter au terme multipli¢ par O, pour obtenir la va-
leur de ¢,(200) avec 12 décimales exacte.
On _a
2%,(200) 10g200 = 200.199 log2 -+ 400.199 log 10 ,
1,(200) = — 100,

Formons maintenant le tableau suivant:

200,190 log 2= 27H87.25778 628612,

400.199 loo10 — 183285,77340 232602... .

»,(200) = —100,
21 s ~ 2
5500 0,00004 166666... |,
gl . :
O, 5555 = — ©,00000 000208...




— 177 —
On en tire

log2,(100) = — 105386,30247 5938. . .

2

le résultat avec 9 décimales exact.
Pour le second exemple, posons

A=6, =10
et calculons
928 4% 1p16 1g188

L el e e e

On trouve, eq égard a (42) et (47),

210@:,@6 (10)==1,4985590 | ... — 6! ¢6(20> log20 —
: 6! 216! 416!
——pG(ZO)——— 07%— CQ 9205 . i 90

Or,
6!,(20) log 20 = 163087647,89788 5633... ,

pé(10)=—15754_120, 33333 3333..

6!

L e 5 5

£5 0 G0 Ly e arlr =
216! - ,

G, o = = 0:00000. 7688... .
4161

11%?: 0,00000 0023. e

Par conséquent,
logB,(10) = —80756113,04033 86... ,
le résultat avec 7 figures exact.
40. Les dégalités (39,) et (42) donnent
2log#, (v) =logm, — ! w;(fz‘x) log2z — p, (2%) —

Al 2141 g sl
LT C)._-H e Owrs (2x)3 R SR CH;s-H (ZmyPstL (54)

12




Si # est trés grand, il suffit de s'arréter au terme multiplié par
C, ., Ou méme 2 celui ‘multipli¢ par C,,, pour obtenir la valeur de
logg, (#) avec une approximation suffisante.
Nous obtiendrons aingi la formule suivante
A

i el
10@1@};(%) = logm, — 7 () log 2 —

1 R
EE]J)\(ZJU)— C)\_*_II:&—‘ @ glz—l?'u07\+:57

d’olt

Al 1 e ol
S Mo —open —0 0015
B, (2) = l/ﬂ;\ Qo) - 2 Lson bl e s Praae B (55)

Si z est tres grand, on peut remplacer cette égalité par la suivante

1

— _MT 9 _L 9 s S
8, (x) =V, (22) z 78 e A Oty

2

ou méme par la suivante

! i :
% ¥y, () e ) (22)

8, () ="Vm, ()

41. Considérons le cas le plus simple de 2==0.
On a, eu égard a (H3),

=3
aQ
S
|
£
(e}
aQ
ro| 8

D’autre part,

200(5)217 po(z):(), 0l=1,

28,0 = | a—pr- =By,

Par conséquent [l'égalité (54)],
1 1
log B, (%) = 3 log2m — = log 22 —

G G g Lot sl

RO T S o 9 (Qu)ET (56)




g ==

\

c’estune formule qu'on pourrait déduire indépendamment de la théorie générale

des fonctions @, (x) moyennant la formule de Stirling.

L'égalité (55) fournit un moyen commode de calcul approché du lo-

garithme de l'intégrale

j @ —gp L

pour x plus grand que l'unité.
Posons, pour exemple,

i
—
On trouve
1 l ‘
= fJ 1 2 1l
1og§(1 ) TR b D
0
avec une erreur moindre que
4,} ‘ 123
5515 < 0,0000000

Le calcul nous donne

< logdn —0,91893 858 .

O] =

ol == haDRR o

L b01180 476, .

4.21
——2! 0,00006 449
Dikons it o
Par conséquent,
2 dﬁ/ -
log B, mleg (1— Yy s == Uh9149 124
Y

avec 7 décimales exactes.

(57)

h ‘




s 180 ==
42, Ecrivons (56) sous la forme suivante

A 1
log By (@)=log % — 5 ¢,(22)

et posons

. :
dB,(x) [ e dy e
dx = (1 —y) log(l __y) -V?/——Bl(m)' (\DD)
0

De I'égalité précedente on tire, par différentiation,

*1# dBO(x) i Ed%(g@
Biw) de = 2 de

vt

ou, en vertu de (58),

B,(x)  1dg,(22)

Bo(x)_—é da- - S

et

0
% TR
mpvw)%w~wﬁ:@%@+m§dx.<w
1

Cette formule peut servir au calcul approché du logarithme de 1l'in-
tégrale :

(]
jaww*ma~wﬁL
1 Vy

Posant, comme au n® précédent,

21
= 77
on trouve, eu égard a (39,),
1dg,(21) 1 1 3!
B s R i atoge

11 suffit de s’arréter au terme multiplié par C, pour obtenir le ré-
sultat avec 7 décimales exact. . '
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On a
-
72—1_0,04761 904... ,
5573 =0.00113 8T8... |
3L 0.00000 125
e o o
dou
1 dqo(Zl) =
== 0,0487515,
~ Par conséquent,
1dq,(21)
1 — - 3.09107. ..
. BOZIOR. bl

le résultat avec 5 décimales exact.
On trouve donc, en tenant compte de (57), (60) et (61),

g 19

log B, (21)—10g§(1—J)4 Tog (1 — 7) Vh_—3,61244...

En raisonnant ainsi de suite, on pourrait construire. une série de
formules pour calcul successif des logarithmes des intégrales

(k=3,45,..)

Ly j (1 — gyt logF (1 — y) L V_

mais nous nous bornerons aux cas les plus simples correspondant & =0
et k=1 [les égalités (56) et (59)].

43. Si l'on pose dans (55) A =0, on aura

B ( )_ - (CC) 1'/ Sx 192%3

On peut donc poser pour x assez grand

By(x) = |/ g ¢ (62)

B s S £ 51

i e e SR O S




—— e

Lorigo &

avec une erreur dont la valeur numérique sera plus petite que

e L
E_I/Ee@ 1
S e

Si I'on pose, par exemple,v & — 0. G0 auna.
& < 0,000000013.

Faisons dans (62) x= 100.

On trouve
1
800

e
= TN
& =0,10012 507... ,

Va=1,77245 385...

Par conséquent,
: 1
: dy .
B (100 —= [ (L—¢)"-—c =0 T94070 .,
Vy
0

avec 7 décimales exactes.

44, Considérons encore l'intégrale
: l
B =\ 1 —up=log(1 —p) .
Vy
1

On peut poser, pour x assez grand,
1 qu(Qm)_ ok e L
e
de sorte qu'on aura, en vertu de (59) et (62),
1

oBERs V_E_ 5% (4 <=1
Bl (‘Q) 35 B2 V?IZ'_ 9 - (63)

la formule qui peut étre remplacée, pour x trés grand, par la suivante

B, (#) = Va 68: . (64)

Q;rl/x
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Posons dans (63) £=100. On trouve

1
Vred® 401
10 "8.10%

B (100) =

/7 e

e 0,1774670. .. ,

& qgi = 0-0050125.

Par conséquent,
B, (100) = 0,0008895. . . ,

avec 7 décimales exactes.

Moyennant la formule plus simple (64) nous obtiendrons
B,(100) = 0,00088. . . ,
le résultat avec 5 décimales exact.

45. De I'égalité (59) nous tirerons ensuite

B,(z) = g(l — ) tlog?(1 —y) —l%:

0

:&@KﬁMMY_Wﬂﬂ.

2 daz?

Pour les valeurs de x assez grandes nous pouvons poser avec une
approximation suffisante

2avdr

i
e aEE e 402

d%q,(2x) < [1 dgo(Qx)r A

1
31/5@55

By(x) = eyl




R

Nous frouverons de la méme maniére

0

f (1 — gyt log (1 —g)

1

1
ﬁy_ S 321/5 ¢S
Yo da'ye
et ainsi de suite. oot
Posant, par exemple, = 100, on trouve, eu égard & (65),
1,
' 991002 3y
B,(100) = | (1 — ) log2(1 — y) —= = 0,000013. .. ,
Vy
(¢}

le résultat avec 6 déecimales exact.

46. Revenons maintenant au cas général.
Ecrivons 1’égalité (41) sous la forme suivante

2logv, (22, m— 1) = g, (22) —q, (2% + 2m), (66)

en y remplacant « par 2z et m -1 par m.
Or, en vertu de (43),

g, (27) — g, 2z + 2m) = 21og B, (w+m) — 210g B, (x).
D’autre part (n° 30),
v, (20, m—1) =

L (o ) (9 Om - 9)Cef e
 (2z 4 DestOR (o [ g)eetal | (9p{ 9m— 1)Eeten-pl"

Par conséquent,
log@, (z) =1log8, (= —t-m) —

L Gomtde L aERb L Ge o G i3y WoOR
5, (22 + 1)@+ (2z - 3)Ct9h | (2 L 2m — 1)@e—2m—Dh

Cette formule permet de calculer logg, (x) pour les valeurs de =z
plus petites que I'unité; il suffit de prendre pour m un entier ni trop petit,
ni trop grand.

Si I'on pose, par exemple, m =4, on trouve, eu égard a (43),

1 1
10&3«,\ (#) = 5 g, (2)— b) ql(Qx Tl

(22)@) (2 4 2)@s+t (95 Lg)@eHOR (9 | 6)CHOR
° (22 4+ 1)eADM (22 4 )2t (2 |- 5)EHIN (2 |- T)@EADA
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Le calcul de dernier terme de cette ¢galité ne présente pas des
grandes difficultés; pour le calcul approché de T, (22 —-8) on peut employer
la formule (39;) dont nous avons déja indiqué I'usage plus haut.

Sachant la valeur de la constante caractéristique 4, (2), nous obtien-

drons la valeur numeérique de log,é’;\(m) pour # < 1 avec l’approximation
suffisante.

, 1
Posons, pour exemple, »=——

S

On aura

1 1 1 22)\ 447\ 66)\ : 887\
T R 1 lgo 5 : —=
: logﬁx(z)‘zqk(g) Sh T e

ol 1 | ) i -
=542 —5¢, (94 9"1og9 {-logg, (5).

Si I'on pose 2=2, on trouve (voir n° 33)

il i 1
1@&(ﬂ=j%@%—ym%+wa%4%@®k=

1
= 0,2131391994 ... — 100,9073484168 . . . -+ 162 log3 — 2 4,(9).
Or [I'égalité (39,)],

1 e 1 21 41 6! 8!
7B =39 1089 + 50,(0) +- G5 +C 5+ G+ Gy +C

avec une erreur moindre que

10! -
|Cis 1 < 0.00000000005. . .

Le calcul nous donne
1621083 — g, (9) log9 = 98,87510 59801 29. .. .
1
—5112(9): 2,25,

21
= 1c = 0,00001 14311 84...

Eoti
~09%: 0,00000 00064 29...

—-101,87510 59801 29. .




B

LS

: |

: 4 C

£ _3=_0,00462 96296 29... ,
i 9 _ .

g

g 4l =
—C’7¥=~—0,QOOOO OITES g0 -
: C ] 00004 50

| — 11@=——O,OOOOO H0s
{

‘i

—0,00462 98014 45. ..

Par conséquent,

16210g3—%q2(9):101,12048 TRi6Y 07 .,

log 8, (%) —

=0,21318 91904 . .. — 10090734 B4168 .. .-~ 10112048 76162 ... —
; = 0,42627 R9ER. ..

: avec 9 figures exactes.
“3 C'est le méme nombre que nous avons déja trouvé au nd 43 pour
%(2) 1.

47, Remplacons dans (66) 22 par = et posons m=1; il viendra

A
x»(t
2logy, (@, ) =4q,(2)—q, (@ -+ 2)=2log— =
Sl Uiy ‘Og(x—l-, 1)t
ou
(e 1)Ernh

(67)

Reprenons maitenant 1'égalité (40) qui peut s’écrire ainsi:

Gy (%) = Al p, (x) loga: -

1

= N 1
y = el z — 5 i
e ’“Jq%»()Z(erer 2h w+z+2k+1)d
k=0

0

1) Nous verrons plus loin qu'on a toujours

1
logf, (g) = ¢, (2)-




48t =

De cette égalité on tire, en y remplagant « par -1,

¢, (@-+1)=2p, (@ 1)log(@-+1) -+

1 lee)
5 1 1
_}_- I s ! ol £L0, 2 .
Bl j%(z) Z(x+z+2k+1 o+ 2+ 2k+2 )d
0 k=0

On a done

4 (x--1) +q, (1) =

— 2, (@) loga -, (& 4+ Dlog(w - 1)] +-p, @ 1) 1-p, () — -

1

dz
— 2! NE : 68
|55 (65)
o
Considérons l'intégrale du second membre de cette équation.
Posons
x+eo=§.
' On aura
1 ; @41 P
| s : = é
, 2 e —x)—. 69
| |no = | ne—at (69)
0 @

La formule de Taylor donne
p(—2z+8 =y (—2)+p (—2)§+

” ? §2 3) §3 —=1) §)‘_1 | §)‘

Or, en vertu de (20) (pour k=n),
(@) =(—1)fyp,(1—2), F=1,851
d’ol, en échangeant z par —x,
P(—2)=(—1p, (1 + z).

Par conséquent,

w,(—l+§) w)\(w+1). e = ¢ g
g 5 £ —%_1(1 _Il_x) 7‘”%_2(1 —I—JZ‘) G
e ; ’ geg s gl
*—wk—g(i | x)é:y_{—_"'_wl(l_rz)(l_l)[_l— l! L}

R |



== 18—
car, en vertu de (23),
PO 42) =, (1-42)
On trouve donc, en tenant compte de (69),
: = d B -
)27 r—+1
SV))\_(Z) m: w;\(x Lo ;v

0

il
P, @)

ot I'on a désigné par P, (x) le polynome suivant (de degré 2—1)

(2 1) —a?
9 91 s

=i

BEO == A0y, (42

i ey S SR

(x | 1)}\ 1__ p—1 (!T 1)7\
) 1)(1—53)! = +z.zr ¢ S0

La formule (68) peut s’écrire ainsi
B+ 1)+ @) =2, @) + , (0 + D) logr -+ 6, (@),
ou bien, eu égard & (28,),
@, (2 + 1) + g, (2) = 21 lozz - 0, (x), (11)
olt on a posé .
6, (@) =p, @+ 1) +p, @) — P, ().

Remplagons dans (70) # par z -~ 1; il viendra

G @+2)+q @+ D=2+ )M log@-1) -6, (@ 1).

Soustrayant cette égalité et (71) I'une de l'autre,.on trouve

(e ) 1) o

4@+ 2)— g, (2) = 2log 16, (¢ + 1) 6, (2),

d'ou I’on conclut, eu égard & (67),

@}\ ('T + 1) S @}‘ (}) =k




== 18—

Cette identité montre que le polynome ©, (x) doit etre ¢gal & une
constante que nous désignérons par ;.

18. 11 est aisé de prouver que
o, =0.

On a, en effet, quel que soit le nombre =,

6, =p, @+ D+p, @) — P, @, (T1)

d’ou, en remplacant z par —z,
a, =p,(1—2z)+p,(—2)— P, (—=). (72)

Or [l'égalité (38)],

BE) ==—p 2, p0)=0.

Posant =0 dans (71) et =1 dans (72), on trouve, par con-
séquent,
& =p,(1) =P, (0).
s (X}\zﬁp)\(l)—PA(——l),
Lot
Ze, =0} et

Posons maintenant dans (70) =0; on a

1 ot 1
= = Bk iy ok 2 Alo
/:!PA(O)"‘OA—I : 0%*3 3.3 ! S Bt e
i L o
T T
car s , : :
V)}\—:Zs—] (1) e C'Z.s'—[—l 7 w)\—[;Qs(l) =0.
D’autre part, en se rappelant que
V20100 = Cyyp ) 12,0} =0
et en posant dans (70) z=—1, on obtient
——iP(Hl)—C e
Tk S O TR e R
1 1 B
0 i -
i S At




Par conséquent.
et 1'égalité (71) devient
@+ 1) + ¢, (9= 2 logz. (73)

49. Indiquons, en passant, quelques conséquences de identite

@)\ =

0, @+ D +p, (@) — P, () =0, ()

que nous venons d'établir.
@:\(w) etant un polynome de degré (2— 1), on trouve

6, (2)=6,(0) L& (O):o»-()"(())——‘— i

- @(ls)(o)xjﬁ!_ L 60-2(0) g8 60— (O)__):l_
Sl s G a—n!’
ol, en vertu de (74),
OB (0) = pH (1) + p (0) — PH(0). (75)

En se rappelant que C,=0 pour % pair, on peut écrire [l’6ga-
lité (38)]

hil
ne Z e
J=0
dou
i
])g‘)(r)— Z C}\_j‘a/ e IJ(] v (G— k1) -k,
Fk
On a donc
PN =C,_ gy ¥ (76)
k-1
b(m(l)—-Z(J_? =D G R an
=

Formons maintenant les dérivées de divers ordres du polynome
P)\(a?).

.




S

Il est ais¢ de s’assurer que

fen e m 1

(x+1)2—a2 (X1 —ab
+ w;\__k_g(l _IL 9 \(,l | ‘))V ?p) k=3 (1 T) W _}—
(v )) el |

+(—"1);‘ ]wl(l-*—‘ﬁ) ( 1)(4__]>, ~1—

)7—71‘_(];7'—7;
A

e pEr (78)

Do e
De cette égalité on tire par différentiation, en tenant compte de (20),

mpwn( D 1;@@%_
+%—k-—3(1—|—1’)%— e 4(1—[—9,)(3(%4_;3_4_
+(——1>kw1<1+@<ﬂ Al # zﬂaﬁ;ﬁ)x o
+(— 1)’+1("l(/_',1—_:)_,f3

Donc 'égalité précédente étant exacte pour k=1, 2, 3. elle le
sera aussi pour la valeur de & plus grande d'une unité; par conséquent,
cette égalité a lieu pour toutes les valeurs de k=1, 2, 3,....,2—1.

Si 'on y pose =0, on trouve

2—1

C, .
Aol =
T PO = Z("“”J TFDIG—=R

ety ew 6gard & (75), (¥6), (77) et (74),

oM (0)
]l =0 *f‘ =1 i

+Zl e e (jf7t'*1)_(_1:,;_kM]=o,

4 k! G4-DL—F)

=02 1)
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Moyennant les équations (d;) du n® 16 nous obtiendrons les rela-
tions correspondantes entre les nombres de Bernoulli.

50. Revenons & I'équation générale (73).
L'égalité (67) du n® 47 donne 1)

(2z - 1)@z+DA
2 1) — D=0 e > TR
¢, [2(@ 1] ¢, (22) = 2log o
d’'ot I'on tire, en tenant compte de (43),
log ‘8———)‘ (E+1) = loo .Mu_
¥R e ° (22 -1 1)es+Oh
ou
(2 x)(zx)x , :
8, (x+1)= +—~1)(0£+U)‘ 8, (2). (79)

Cette équation a lieu, comme l'on voit, pour toutes les valeurs ré-
elles et positives de x.

Pour » un entier elle résulte immédiatement de la définition de B,
a l'aide du rapport que nous avons désigné plus haut (0% 30 et 1)
par v\(? xr—2).

Si I'on remplace dans (73) ¢, (%) par son expression en log#, (x) i

2 it
¢, () = g, (2) —logB, (5) =logz, —logB, (5) ;

on trouve encore l'équation suivante

8, ( ) 8, (x—l; 1) ZZXA (80)

Posant enfin dans (73) =1, on obtient
4 (2)+¢,(1) =0.

Par conséquent, en vertu de (43),

e e leelINN—. e 0o e e e

1 :
log 4, ( ) =q,(2) =logm, , (81)
1
bl % )
) Remarquons, en outre, que cette dPhHE:lO égalité résulte Immédiatement de |
I'équation (73). i
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résultat, déja trouvé au n® 46 par le calcul direct dans le cas parti-
culier de 2 =2,

Remarquons d’avance qu'il existe encore une relation simple entre
logﬁ’A {x) ot logg, (1 —), mais nous la déduirons plus tard.

51. Passons maintenant au développement des fonctions q,(x) et
logﬁ’l (%) en séries convergentes.

L’égalité (40) du n® 26 donne

q, (@) =2l p, () loga - p,(2) + Z u® (z) , (82)
k=0

ot le terme général a I'expression suivanie

1
r

1 1
W) =— 21| »w (2 , —_— | dz.
we B [x+2k e x+2k+1+s] .
1]
Il est évident, d’apreés ce que nous avons dit au no 49, que

1 :
dz
L e —————
Ao
0

-

3

X 2k+1

8
_Jﬁ

e s )
— P e+ 2+ 1)+ ilp, (@+ ﬂ:—;-z)logLf_l.

I
|
X \

LS| b

On en tire, apreés des réductions simples,

u® (@) = P, (@ 2k + 1)— P, (& + 2%) + (83)

r | x + 2k : i 2 (@424 1)
Mok ab s g (1 ey

Remplagons -2k —1 par & et posons

13




A ——

== g4 - =

Remarquant que

P,®) = P, +EP;(0) + 5 PO +... +

—1

Sty ) o
S (f_l)! et (08

i

o2
PE—1)= B 1D)—EP =D+ P(—D+... +

!

& :
T RRE D e BRI D),

on frouve

h=l

g G (£0©) — (1 2O 1)) .

led [
& =l !
Or, en vertu de (78),
B0 o P®O(—1)=0.

Par conséquent,

=2
&2k
e s S 2k
S =2 Z = PR
k=0

Désignons par F) I la constante suivante
0]

1 1 :
Fx, g [O‘/.—k—lm =7 Ok—k—2m7 T

7 , 1 : 1
oy CI(A—k—l)(l_l)x i @l

On aura

S @42k 1) =P, (x + 2k +1) — P, (& 2k) =

=B k@2 IRF, b0k L IFE .+

G o

+ @+ 7

L K—2



=85 —

et, en vertu de (83),

ulii (@) =

, : i ; 2k 1)h

= log gL (ﬂ)l.’ Y, (wH2k+1) : (I__ﬂ;—g)‘?(z—}—)k{-]) .
x4+ 2k + 2 |

Tk
On trouve done, eu égard & (82), le développement suivant

¢, () = Al yp, (x) log +p, (@) +
2 : SR Sl ; s 9ok 1)k
s Z i es;\<z+gk+n( w42k ) L (a: il )~<x+-ﬂ i
~ 2+ 2k+ 2 == k1

convergent pour toutes les valeurs positives de la variable x.

Le développement de logp, (z) résulte immédiatement de 1'éga-
lité (43).

Posant, en particulier, 2= 0, nous trouverons

22 + 2k) 2z -+ 2k + 2)
(20 -2k + 1)® :

oo
JU
log 8, (w)=log -, — logz e Zlog (
=1
car

?, (x)=1, p ()=0, S@)=0, =1 pour A=0.

51. Il faudrait maintenant étudier les propriétés des dérivées de
divers ordres ainsi que les relations entre celles-ci et les fonctions pri-
mitives ¢, (#) [ou log @, (x)] correspondant aux diverses valeurs de I'indi-
ce A, déduire les expressions de log & (z) sous la forme de cectaines inte-
grales définies et appliquer les résultats obtenus & la théorie des fone-
tions I (x), mais il est préférable de donner d’abord la définition des
fonctions g («) [et log@; (z)] correspondant aux valeurs impaires de l'in-
dice 2, ce qui fera l'objet de la seconde partie de mon travail qui pa-
raitra sous peu de temps. (A suivre).




