Généralisation de la méthode de Cauchy de l'intégration
‘de I'équation difiérentielle aux dérivées partielles du pre-
‘ mier ordre.

C. Russyan.

Etant donnée I’équation différentielle aux dérivées partielles du
premier ordre
P . 500 =0

pour trouver son intégrale se reduisant pour x, —=x,°:4 la fonction don-
née ¢ (X,,..X,), il faut d’aprés Cauchy trouver le systéme principal pour
X, —x,° de 2n intégrales

xj::xj(xl,xg,...xg,zo,pg,...pg) =200
(a) e e saan R
p=pde, X, 3l n 0 - (I=1v.n)

du systéme de 2n équations différentielles ordinaires

e
oF i aF oB- gF
ps 2k . o Tiop

i
et éliminer x,°... p,° des équation (a) et des équations

J :
F(Xlow-PnO):O, @(XQO,..XHO):ZO, %:Pﬂj (JZZR)
S ]

La premiére des n-1 équations obtenues

E—=IE X D X i —1. )

~est l'intégrale cherchée si en vertn de ces dernitres équations g§ =l
) : 1
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Cette méthode peut étre genéralisée comme il suit: étant donnée le
systétme de m<n équations différentielles aux dérivées partielles du
premier ordre en involution

FQI(XU--XH:Z;P]y--pn}zca (a-::l..m) (I)

et indépendantes p. ex. par rapport & p,,.. pm de sorte que

[Fe, Fp]=0 (a,ﬁﬁl..m) etA:H¢O

pour trouver I'intégrale commune de ces équations se réduisant pour
X=X, Xn=2Xun" & la fonction donnée @ (Xmy1.. Xp) on doit trouver
le systéme principal pour x, = x,°.. Xm =X, de 2n--1—m intégrales du
systéme de 2n-}-1—m équations différentielles ordinaires aux différen-
tielles totales qu'on obtient en égalant a zéro 2n-+1—m détérminants
indépendants du dégré m4-1 du systéme d’éléments

gy, dw dz, : L dpa
oF, OF, . OF, JF, 4P oF, _ OF,
B B e n e S O

................................

- et éliminer X% i...X:% 7y, p,°...pu° de ces intégrales

X%, Xn, X %05, D% DY J=m-+1...n)

- 0 0
BB, X, X)X By, P DY)

=D (&, i, X?n,_zl,...x;', Zos el 1
et des équations
Ve ozt p. =, bi—b

0 :
GE %D —m eps mt 0y
i /

La premitre dés équations obtenues
rd e ol (5 %) (i=1..n)

hid

est I'intégrale cherchée si pour ces équations A # 0.

1) Le systéme canonique de Hamilton généraligé,
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Dans ce qui va suivre nous représenterons par A(_) g A(,) i
lpk 1xk 1)z
le vésultat de la substitution dans le détérminant A au lieu des élé-

dF, oF oF oF
nents ——= SLoig - T R e T R
ments 3, (e=1...m) des elements D, ’ 3%, Pyrgz s
oF. S ; ;
o respectivement (i=1..m, _1(:1 Sy
P ' e dz  dpi
ortons daus les équations (IV) les valeurs des Fy——d—j«

: (i=1..m, s=m- 1..n) tivées des équations (VD, (VII). On aura

S R o o
2" J ady, (-,dxj LR —*2/ : op, 0%, )+
i i 3 ;

-

n m
ap. oF — ol gx
% il LRl e LS W Gk
1m£+1;.l 0y, <de 2% dp, Ox, /) 0 =M -1 a8

Choisissons si ¢'est possible les formules de la transformation meun-
tionnée de la maniere que
m
ok, . oF, dx e g=—1..m >
op;, 0%, -

op; -

Comme /\; # O il viendra que

oF, 0K, ol dp e g1 m
ax) oz, TV o +Zl op om O (j:m—b—l..n).
;&

On peut présenter les équations (V' 1), 0X) dans une autre form
En supposant que j aie la valeur constante quelconque m--1...1n €
que a=1...m et en résolvantles 2m équations obtenues par rapportau

: OX]' 0]3] -
—0‘5,—0—{ (]-—lm) on a
A sl Bl '
0% wp;” A 0%, WOy

(i=1.1m, j=m-1..1)

Si dx;, dp; (j=m--1..n) sont les différentielles totales des xj pj
par rapport aux variables indépendantes X,.. Xm 0N 2 que

m

dx; — i de— 0
A ! Z A(i}pj
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ou que

dyi v Credy dz_

ok oR, Y
/:\ k

=S e A

o8
op1 7 Pi Pk

e 4 =u )
ol T ol
. e T

1

Nous avons donc obtenu le résultat suivant: si la transformation
- mentionnée est possible, les fonctions cherchdes z, P (i==1...n), et
X; (j=m--1..n) considérées comme les fonetions des variables indépen-
dantes x; .. X, doivent satisfaire aux 2n-}-1—m équations différentielles
ordinaires aux différentielles totales qu'on obtient en égalant a séro
les 2n +1—m détérminants indépendants du dégré m 41 du systeme
d’éléments

dx; ... dx, dz dpl ...... 3% Sy dpn i
il el LS e
oo opy 24 b Opx O ox, I dz |
1 |
or aF - L vdF oy, JF - oF of ;
A_m,...ﬁ_ln,, 1{ ,__._{rﬁ,__..uuku__ m,..._ﬂ;_’i’_‘n_‘_ﬂ
op: OPn _)_; B Opx 0%y P 0z 9%y " s |
1 i

Mais ce systéme d’équations ordinaires correspond au systéme
complet d’équations linéaires

[v, F,s]: 0 B=1. m):

Il est donc complétement intégrable; la transformation mentionnée
est possible et, si le systéme prineipal pour x,=x!,.. Xp=x% des2n-}-1—m
intégrales de ces équations est

X=X (Xp... Xm, X?n+1, Lo Pl = m 1)
b= AKXy X D) (b}
Pi—=piXp. .o Xm, X500 D) [i=1:n)

L les fonctions cherchées z, pi (i=1..mn) et % (j=m-1..n) doivent

. e 5 Sy :
_avoir la forme (b), ot xJ,.,,...p) sont les fonetions des e

qu'on doit encore détérminer.
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correspond au systeme d‘équations lindaires

'LV, Fa]—- e (@=1.,. m),

8% 0

qui est complet, comme il est aisé de voir a Paide de U’identité de
A. Mayer. Sl : :

Le systeme d’équations ordinaires est done completement inté-
grable. Comme les équations (b) sont ses 2n -1 —m intégrales, I'équation

a en vertu déquations (b) quune intégrale, et comme la seconde
partie ne contient pas t, elle est la différentielle totale. Eile la reste
évidement en vertu des équations (¢) c. q. f. d. Si ¢ (X, -.. Xm) est
lintégrale de cette différentielle se réduisant a zéro pour X, =X . X
—x? on a en intégrant que :

n

T i) . N T OZ - dX‘Q 1) x |
e R G S E I (X)
Vs

Les équations donc (VI) sont:

11
d Sy () 0 .
j@A/)JN;&.mem:o (8- ~m<1.% 0k
s 0V sk, Io0vy, ‘

-1

Nous pouvons supposer que

fr 0 ey
2B
o (ym—!~-1‘ 03 Yp}
car pour X, -— Xfl) s mxg_)n

0 0}
Ot Il

rEabe L

Dans cette supposition z, est une fonection ¢ (xgl_;_l,..‘. x%) des

N IPRREE x0 et les équations (VI) sont:
1) 11 suit des équations (V) et (X) quen vertn des équations (¢} on a
. n
que dz —p, dxg —..—p, dx, — e’ L (dzo—n 2in dx;) ou Fa(xq... p)="Cqa
¥ m--1

(¢ —1...m). Les équations (c) sont donc les formules de la transformation de Pfaft
aprés laquelle l‘éxpression différentielle dz — py dxy —.. —pn dxn ot Fa(xy... Pn )=
== Ca(G=1.. m) ne contient les variables x;.. Xm qu'en facteur commun e &1 *m)







